
������������ �	��
��� ��

�	����� ��������

����� ����� 	
	����



� �� �������
.............................................
.............................................

� ����� ��� ������ ��� �� ��� ����� ����� �� ��� �� �� ��
�����

............................................... ...............................................
!�"�#���" �� ��� ������ �� �� ���� 	�������� ��"

$�����% !�� !�#� ��#���� 	����#��



��������

	����#� &

������� '� (�"�)���� ���� ���� *	���������% ����"����������+ '
'� !�)�������% ���� ���������� ��" ,���# �������� '
-� ���� ������� �� ����������� '.
/� 	��������� �� �������� ���#����� -'
0� 	��������� �� ���������� ��" ��� ��������# ���#����� -&
1� 	��,���� ��" �2��#���� 0&

������� -� !�)���� ���� ���� 03
'� �� ���� �� � ������ ,�� 03
-� !��,��2 ���� ��" ����� �����#������ 1-
/� ��,�� �� #�������� ��" ��� �����#������ 13
0� $��� �������� ������4���,��5 ������� 6/
1� �� ������� �� � ) ��� �� Rn 67
6� ����� �� ����� ) ���� ,���"�" ,�  �����#� �� ���#����� &1
&� �� ������ �� � ���������� ����" 71
7� �� ��� �� �� � #���� �� R3 7&
3� �����2����� #���������� �� "�)���� ���� ����� 3.
'.� 	��,���� ��" �2��#���� '.'

������� /� (������� * �������5�"+ ���� ���� '.1
'� $��� �� ������ �� ���#����� �� ��� �����,�� '.1
-� (������� ���� ���� �� ��� )��� ���� ''-
/� (������� ���� ���� �� ��� ��#��" ���� '--
0� 	��,���� ��" �2��#���� '/1

������� 0� (��� ���� ���� ���������� '/&
'� 	����� ���� ���� ���� ���������� '/&
-� (������� ���� ���� ���� ���������� '0&
/� �����8� ���#�����  ���� ��" ,��� '6&
0� 	��,���� ��" �2��#���� '&3

������� 1� ���� ���� ���� '7'
'� �� ���� �� � ����� ���� ���� ���� �� ��� )��� ����� '7'
-� ���� ���� ���� �� ��� ��#��" ����� '30

/



0 �
����

/� (�"����"��#� �� ����� ������������ )��"� -.'
0� �������� ����� ����� ���� ���� ���� ���� -''
1� ������������� �����9� �� ���� ���� ���� -'6
6� 	��,���� ��" �2��#���� --'

������� 6� !��,�� ���� ���� --1
'� !��,�� ���� ���� �� ��#��� ���� --1
-� !��,�� ���� ���� �� �� ��,������ ,���"�" "����� -//
/� ����� �������� �����#������� -00
0� ���� � �� �����,��� �� "��,�� ���� ����� 	���� #���"������� -1'
1� 	��,���� ��" �2��#���� -6/

������� &� ����� ���� ���� -61
'� :��� �� � ������ ���� ��� �� � �������������"; -61
-� ����� ���� ���� �� �  ������ "������ -&'
/� (�������� �������� ��� �  ������ ���#� "����� -&7
0� ���� � �� �����,��� �� � ������ ���� ��� -76
1� 	��,���� ��" �2��#���� /./

������� 7� �����#� ���� ���� /.1
'� !���������� �� � 2D4"����� ���� � ���#� �����#� /.1
-� �����#� ���� ��� �� ��� )��� ����� �� ���� �� � 3D4������� /'/
/� <��2 �� � ��#��� )��" ����� � �� �������" �����#�� /'3
0� 	��,���� ��" �2��#���� //1

������� 3� ����� ��" ���9�� ��������� �����#������ //3
'� ����� ������� *"���� ��#� �������+ //3
-� � ���������#�� ��"�� �� ��� ���� =�� �� � ����" /07
/� ���9�� ������ /03
0� 	��,���� ��" �2��#���� /1&

������� '.� ���� �����9� �� #�����2 ���#����� ���� ������ /13
'� ������2 ���#����� ���� ������ /13
-� �����#������ �� ����"��� ������� /&&
/� 	��,���� ��" �2��#���� /71

�����"�2 �� �2�� ������� /7&
'� >���% -.'. /7&
-� >���% -.'. /7&
/� >���% -.'. /7&
0� >���% -.'. /77
1� ������,��% -.'. /77
6� ������,��% -.'. /77

�����"�2 ?� ?���# ����"���������� /73



�
���� 1

�����"�2� (�"�2 /3'

�����"�2� ?�,��� ����� /3&





�������

@��� �� ��� ��#��" ������ A$��������#�� �������� ((� (��� ��� ���4
#����A �� �� #����� �� �"���#�" ���#���� ��� �� ������ ��" ,� ����� 
$��������#����� �� )��� ������ A$��������#�� �������� (� !�B��4
������ ���#����A �������" �� -..3 *��� C��D+� ( ������ ��� ���"�� ��
#�������� ��"����� �� ��� ���� �"��� ( "��#����" �� ��� 	����#� �� ����
)��� ������� �� ������ �� �,��� ��� ��� ( ����9 $��������#�� �����4
��� *�� �"���#�" ���#����+ ���� �� ,� ��� �� �� �� �� ������� ���"����
<���� �� ��� ( ������ �� � ����� ��" #����#� ��������� ,���� �� ��� ����4
�����#�� ������ ��" ���������� ��� ( ���#��" ���� ,� ���� �� � �� 4
������� ���������#�� ��"�� �� ���� ������ �� ���������� $� ��� ��
���� #����� *��������� �����"�" ��� �� ������� ���"����+ �� �� #����� ��
��������� ����9�� �� ��� ���"�� ��� ���� ���� ��� ������#��� ��" ���
����������� �� ��� �����"�#�" ������ �� #��#���� �,����#� $�������4
�#� ���" ��� "������ ��� ��������� �� ��� ������ �� ������ $��������#��
#������ ���� ��9� ���� ��������� ����� ��% ���� ������ ��" ���� ����"�
��� �� ��� ���� #����� �������" �� ,� A� ���9�� #�����A� ( �����" ��
�� ,� ��E (�  ������% ( ��9� � ��� A����A $��������#�� � A"��"A �,����#�
������% ������� �� ����� ��� ����� ����������%  �������� ���� ������
"��" ��" ��������� ��� �� �� ������� ���"����

( ���� ,���� ��� �������� ��"�% ���� ���������#�� ���#��� ���#�
#������� ���� �� � ��F���#� �� �2������% �����������% ��#�% ������� �
 ������ "�)������% ������� � ���������#�� #����#� �������� % ,���" ��
A�������A% ��#� � #������� ��""�� ��� ���#��� �� �� ,� ��������"� ��� ��
����� ,���� �� �������� ���#� �� ,����" $��������#� ������% ������
�� ��� A��� �� ��#��� A�

<�� ������#�% ���� ����� �� ���� ������% ��� �"�� �� ��� #����� ��#�
�� � ������ A �� ���,��� �� � ���,�� I, ��� ��,�������" ���� ��� �"��
�� � A���� �����2�������A �� I ���� ���,��� �� A. ������% ( #���" ���
���� ��� ���� ,� ����� ��� "�)������ A���� ε”��" ��������� #���"
�������" �������� �� ����� ��� �� A�2�������A ���������#���% ,�� ����
#����� �� ��� �����"�" ��� ��#� � ������E (� ( ��" "��� ��% ( ����"
���� 9����" ��� ��������� ����� �� ��� �"�� �� �����2�������% �2�������
������ ��� � ������ �� ����� ��" ��� ���� ��� ���E

&
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(� ��#�% �� ��� �� #������ �� $��������#�� ��������% ( #�����" �� ���
,���# �"�� �� 	���� !�� ������ 	G��������� �� ��9� ����������� �����4
����#�� #������ ��� �� ������ ��" ��� ��� ���������#����� ( ����9 ����
���� � ���"��� �� �,����#� $��������#� #���" )�" �  ��" �����������
�� ���" ��#� �� A�����#�,��A #������

��� ,��9 #������� ��� #������� ��" �� �����"�2 ���� �2�� ���4
���� ��" � ��,�� ���� ���� ,���# �������� ��� ���������� *����"�����4
�����+� ���#� ( ��##�������� �����"�#�" �� ��� )��� ������ *C��D+ ,���#
�������� �� #�����2 ���#����� ������% ( #�������" ���� ���� ���� ,�4
��# �����9� �� ���� ���� �� ���#����� ���� � #�����2 �����,��% ����"���
������ ��" ���� �� ����� �����#�������

( ������" ���� � ������� ������ �� ��� #��#���� �� ����������% �������
������" �� ,� 9���� ���� �� � �#���� ,� ��� �������� ���"����

(  � �� ���� "�)���� �� ������� ���� ����% �������� ���� ����% ��4
�� ���� ���� ����������% ���� ���� ����% "��,�� ��" ������ ���� ����% ���4
��#� ���� ����% ����� ��" ���9�� �������� ��" ( )���� ���� #�����2
���#����� ���� �����

��� #������ #������� ���� ����������4�2������% ���9�" �2��#����
��" �������" �2��#����� ( �������" �� ���� ������" �� �� �,����#� ����4
�����#�� ������ ���� ��������� �,H�#�� ��9�� ���� 	����#�% $�#����#�%
������� �� $��������% ��#� !��8� ��� ���� ��� ���" A"����������A �� ���
,����� ��� �� �� ������� ���"��� ���� ��� #��������"�� ���������4
#�� ������ �� A��#��� ��������������A% A���������# ����A% A���������#
�����A% ��#�

$��� ������ #�����,���" "���#��� �� ��"���#��� �� ���� �������
�� ���� 	�������� !�� !�#� ��#���� 	����#�% �� 	�������� ��"

�� $�����% ��� ���#��� �� �� "� A����A $��������#��
$� #����� �� ��" �� �����" 	���� !�� ������� 	G��������� #������ �"

�� �� ������� ��� ��� ���������� ��� �� ���#� �������� ��� �� �������
@�  ��� �� ���� "��� �"����� �� ���� ���#������ "����� ���#� ��
$��������#�� ��������� @� ���� #�����" ���� "�I#��� ���9 �� ���" ����
�� � ������ ��" �� ���� �� �� ��9�� ���� #����#������

	���� !�� 
#��� 
������ ��" 	���� !�� ��#���� !G���J� ���" #���4
����� ��� ������ �����#���� ��" ��"� ���� ���� ������ ��  ��������

( �� ����  ������� �� �� ���� �� #����� ��� !�� ���� 	����#�% !��
������ 	������J�% !�� $������� >���� ��" !�� �������� 	����#� ���
������ �� � ��� ���� ��� ��������"�� �

�� ����% ,�� ��� ��� �����% ( ���� ������ �2����� �� ����9� �� ���
�������K �� �� ���� �� ��� ��� ��#���� �� �� �� A � ��A ���� ����
"�I#��� ���9 ��" �� �� 11

2
����� ��"  ���"4"�� ���� $���#� (5�,���

��� ��##��"�" �� ������� � ��� �� ����" ���" ,����� #������ 0� ���



	��<��� 3

�� ��� ��� ���"�� ���� ,�  ������� �� ��� ��� ��� ���� *,�� ��� �����+
��� ( ��##��"�" �� ������� ��� �������� ���� ���� ���� �����������

<������% ( ������� ��� ���#��� ���� ���� ����� ��" ,��"� �� �� #����
���9  ��� �� "���� �� ������ ���9 �����" ��� ��9� �� ����� ���
������ � �� �� ��� -.'.� ��� �� ����� ��� �� �  ���� ��������#� ����
��� �� ����9�� �� ���������#�� �B�����

	���� !�� ����� �� �� 	����#�
�#���#�� ���������� �� ����� �� ������� ?�#������
!��������� �� $��������#� ��" �������� �#���#�
?L"�� ��#�� �� '-0% ��#��� -% ?�#������% �
$��(�
�� ��������#�M �����#��
<�,�����% -.''
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��������� ��������� �������� ��! �������� ��� ��"

#$ %���������! ���� &��&������ ��� '���� ����(���

:� ����� ��� ����� ���� �� ���� ���,���� #���� ���� ��������%
��������#�% $�#����#�% 	����#�% ���������% �� ������� % ?���� �% �#��4
���% ��#� �� ���� �� #������ ��� ���� �� � ����� ) ��� ,���"�" ,� ���
����� x = a, x = b, y = 0 ��" ���  �����# �� � ����� ����� #���������
���#���� y = f(x), ����� x ∈ [a, b], a < b *��� <� �'+�

F����� 1.

��#� � ) ��� �� ������� #����" � ���������	� 
�	������ ��  ����
�� ���� �#������� ��� (���# ������ *'60-4'&-&+ "��#�����" ��� �����4
����#�� �������� ,������ ��� ���#���� y = f(x) ��" ���� �����

T
����� '. ��� ���
�� ��
 f : [a, b] → R+ �� 	 ��
�����
����
�� ������ � 	 ��	� ����� ��
���	� [a, b] ��
� �����	
��� ��	�
�	����� ��
 x �� 	 ������ �� (a, b] 	�� ��
 F (x) �� 
�� 	��	 � 
��
���������	� 
�	����� [AxMD] �
�� 	��	 ����� 
�� ��	���� � f ��� 


�� ���
 x� ���� �������  ��� 
��� 	��	 ����
�� �� ��!����
�	��� 	��
�
� �����	
��� F ′(x) 	
 
�� ���
 x �� �"	�
�# f(x), 
�� �	��� � 
�� ���
�	�
����
�� f 	
 
�� �	�� ���
 x.

'
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F����� 2.

P����. *����������� �����N ��� ���� ��� ����� � ���������#���� �� 4
����� �����+ ��� �� )2 � ����� x0 �� (a, b]. :� ���  ��� �� ����� ����
��� "��������� F ′(x0) �2���� ��" �� �� �F��� �� f(x0). ?� "�)������

*'�'+ F ′(x0) = lim
x→x0

F (x) − F (x0)

x− x0
,

�� ���� ����� �2����� ��� �� ��9� ��� ������#� x ∈ (a, b], x > x0 *��
x0 = b, ���� ��9� x < x0 ��" "� � #��������� ������� �������� E+� ?��
F (x)−F (x0) �� �2�#��� ��� ���� �� ��� #���������� �����5��" [M0x0xM ]
*��� ���� <� �-+� ���#� f �� #���������% ���� ���� #�� ,� ���� �����2�4
����" ,� ��� ���� �� ��� ��#��� �� [M0x0xM

′]. (�"��"% �� ��� #��� ��
��� ) ��� *<� �-+% ��� ����� ����� �� f �� ��� �������� [x0, x] �� ����4
�5�" �� ��� ����� x0 ��" ���  ������� �� �����5�" �� ��� ����� x *���
��� ,���"�"���� :���������� ������� *C��D% ������ /-+% ��� � ����
 ������ ���������+� ��% ��� ���� �� ��� #���������� �����5��" [M0x0xM ]
�� � ���,�� ,������ ��� ���� �� ��� ��#��� �� [M0x0xM

′] ��" ��� ����
�� ��� ��#��� �� [M ′

0x0xM ]. :��� M ,�#���� #����� ��" #����� ��M0,
����� ���� ��� ����� ���"� ��  ��� ��� ���� ���,��% �� ��� ���� �� ���
#���������� �����5��" #�� ,� ���� �����2�����" ,� ��� ���� �� ��� ��#4
��� �� [M0x0xM

′]. ���% ���� ��� ��� #��������"�� ���������#��
�2���������% ��  ��K

(x− x0)f(x0) ≤ F (x) − F (x0) ≤ (x− x0)f(x),



'� !�<(�((
��% �
$� 	�
	��(�� ��! ?��(� <
�$���� /

��

*'�-+ f(x0) ≤
F (x) − F (x0)

(x− x0)
≤ f(x).

���#� f �� #���������% ��9�� ������ ���� x → x0 �� *'�-+% ��  �� ����
F ′(x0) �2���� ��" ���� �� �� �F��� �� f(x0). �

�� ���� ���#���� #������#��" �,��� �� #����" ��� ���
� 	��	 ����$

�� �� f.

C�������� '. ��
 f : [a, c) → R �� 	 ��
����� ����
�� �����
��� �
 ��	��� �
� ���� � 
�� ��
���	� [a, c) ����� c �	# �� ���� ∞%��
 ���& 
���� �� 	 ��!����
�	��� ����
�� F ������ � 
��� ��
���	� (a, c)
���� 
�	
 F ′(x) = f(x) �� 	�# x ∈ (a, c).

P����. (� �� ��I#���� �� ��9� f �� ,� ����� ����� *��������� ��4
���#� f ,� −f+� ��� �� "�)�� ��9� �,��� F (x) = ��� ���� �� ���
#���������� �����5��" [AxMD] *��� <� �-+� �

E������� '.  �# 
 ����
�
�
� 
�� 	��� ��
���	� [a, c) �� 	� ���
���
� � �����
� ��
���	� (a, c). '�����& 
�# 
 ����
�
�
� 
��� �	�

��
���	� �� 	�# ��� �����
 � R�

��� �� ��� "��#������ �,��� �� � ���� ���������� ��� ��� �������� 
 ������ "�)�������

D��������� '. ��
 A �� 	� ��� �����
 � 
�� ��	� ���� R� ��
 f :
A→ R �� 	 ����
�� ������ � A ��
� �	���� �� R� (�# ��!����
�	���
����
�� F : A → R ���� 
�	
 �
� �����	
��� F ′(x) �� �)�	� 
 f(x) ��
	�# x �� A ������# �� F ′ = f� �� �	���� 	 �����
��� � f � A. �
 �� 	��
�	���� 	� 	�
������	
��� � 	� ��
���	� � f � A�

(� ��� �������� ��� ���#����� ��� "�)��" ���� �� ��,���� A �� R%
���#� ���� �� �������" ������� :� ����� ������ ���� A ��� � ��,���
��������� ���� ���� ��������� :� �����"�#�" ���� ������#���� ,�#����
�� �� � �������� �� ����9 �,��� ��� ����� �� � ���#���� �� �� �������"
������ (� �����#����% �,��� ��� "���������E

(� �� �����,�� ��� "�)������ �� ��� ������ �� � "�B�������� dF (a)
�� � ���#���� F �� � ����� a �� A, ������ dF (a) ���#� �� ��� ������
������ "�)��" �� R ���� ������ �� ��� ���� R% ��#� ���� dF (a)(h) =
F ′(a)h ��� ��� h �� R% �� dF (a) = F ′(a)dx, ����� dx �� ��� "�B��������
�� ��� �����,�� x *�� ��� #��� ��� �"������ ������ 4��� �������� (% C��D+%
�� #�� ������ ����� ��� �������� ���� ������ �������

T
����� -. ��
 f : A→ R �� 	 ����
�� ������ � A �	� 	�����
( ����
�� F : A → R �� 	 �����
��� � f � A �� 	�� ��# �� �
 ��
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��!����
�	��� � A 	�� dF = fdx, ���� �
� ��!����
�	� dF (a) 	
 	�#
���
 a � A �� �)�	� 
 f(a)dx.

� ��������� F �� f �� "�����" ,� ��� ��������
�
f(x)dx ��" �� ��

���� #����" �� ��
���	� � f ��
� ������
 
 
�� �	��	��� x. $�������% ��
�2�������� �� ��� ���� fdx �� #����" � ��!����
�	� ��� �� ��"�� ��� ��
��� �����,�� x. � �����
��� �� ��#� � "�B�������� ���� �� � ���#���� U :
A→ R ��#� ���� U �� "�B�������,�� �� A ��" dU = fdx, �F����������
U ′(x) = f(x) ��� ��� x �� A. ���% ��� ��������

�
f(x)dx ����� ��#�

� ��������� U ��� ��� "�B�������� ���� fdx. (� �� ������ ��� �� �� ���
�������� �� ����9 ��� ���������� �� "�B�������� ����� ��� �� �% ������"
�� ���� ��� ��� �� � �� ���������� ��� ����� ���#������

� "�#�"� �� � "�B�������� ���� ��� � ��������� �� ��� �� ��  ������ �
���� "�I#��� ���,���� :� ����� ����� ����� � ����  ������ ������ ����
���� ��� �� �2��#��� '� ������% ��� #�� �� ������� ����� *��� �������
-+ ���� ��� #��������� ���#���� f �� �� �������� I ��� � ��������� F
�� I. ��� ����� ���� ��� � #��������� ���#���� f �� �� �������� I, ���
"�B�������� ���� fdx ��� � ��������� F, ���� dF = fdx.

<�� ������#�% � ��������� �� f(x) = cosx �� F (x) = sinx ,�#����
d(sin x) = cosxdx. :� ��� ���� � ���#���� �� ��� ���� sin x+C, �����
C �� �� ��,������ #������� *"��� ��� "����" �� x� (� ��� "����" ��
��� ����� �����,�� "�����#� �� x+% �� ���� � ��������� �� cosx. (�"��"%

d(sin x+ C) = d(sin x) + dC = cosxdx+ 0 = cosxdx.

��% �� � ���#���� f ��� � ��������� F �� �� ���� ��,��� A �� R% ���� ��
��� �� ��)���� ���,�� �� ����������% ������% ��� ���#���� �� ��� ����K
F + C, ����� C �� � #������� ������ x *����� ���� �� �� ��� #��� ��
f(x) = cosx+�

T
����� /. �	 �
���
��� 
����� �� 	�� �����
����� ��
 f : I → R
�� 	 ����
�� ������ � 	� ��
���	� I 	�� ��
 F �� 	 �"�� �����
���
� �
 �� I��  ��� 	�# 
��� �����
��� G � f � 
�� ��
���	� I �� �

�� ��� G = F + C, ����� C �� 	 ���
	�
 ������ ������ �������
��# � G��  ��� �� ��# 
�� ��
 � 	�� �����
���� � f �� ���
�� �#�
f(x)dx+ C. *���

�
f(x)dx ��	�� 	�# �"�� �����
��� � f � I.

P����. ���#� F ′(x) = f(x) = G′(x) ��� ��� x �� I, ��� #�� ���
���� ��� "�B����#� ���#���� H = G−F ��� ��� "��������� �F��� �� 5���
�� ��� ����� �� I. :� ���  ��� �� ����� ���� �� ���� #��� H ���� ,� �
#�������% ���� �� #����� "����" �� ��� �����,�� x. ��� ����� ���� ���
��� ������ a ��" b �� I �� ���� ���� ���� H(a) = H(b). (�"��"% ��� ��
������� ���� a < b ��" ��� �� ����� �� ��� � ������� �� ��� #����"
�������� [a, b] *���#� �� ��#��"�" �� I, ���;+K

H(b) −H(a) = H ′(c)(b− a),
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��� � ����� c �� (a, b). ���#� H ′(x) = 0 ��� ��� x �� I, ���  ��� ����
H(b) = H(a). ��� �� "����� ,� C ���� #����� ����� �� H(x). @��#�%
G− F = C, �� G = F + C. ��� ����� ���� ��� ���� )2�" ���,�� C,
�� ���� ���� G(x) = F (x) + C ��� ��� x ∈ I. �

R����� '. �� 
�� ��
 A �� �
 	� ��
���	�& 
��� 
�� 	��� �����
 ��
�
 	��	#� 
���� �� ���
	���& ��
 A = (0, 1)∪ (2, 3) 	�� f(x) = 2x ��
	�# x � A. �
 �� �	�# 
 ��� 
�	
 
�� ������� 
� ����
���

F (x) =

�
x2, �� x ∈ (0, 1)

x2 + 1, �� x ∈ (2, 3)
,

G(x) =

�
x2, �� x ∈ (0, 1)
x2, �� x ∈ (2, 3)

	�� �����
���� � f. �
 �� ���	� ����� 
�	
 
���� �� � ���
	�
 ������
C ���� 
�	
 G(x) = F (x) + C �� 	�# x �� A. ������& �� x ∈ (0, 1),
C = 0 	�� �� x ∈ (2, 3), C = −1, � �� �	��
 �	�� 
�� �	�� ���
	�

C � 
�� ��
��� ��
 A.

E������ '. ��
 �� ��� 	 �����
��� �� 
�� ������� ��
�����
����
��

f(x) =





x, �� x ∈ [−1, 1]
x3, �� x ∈ (1, 2)

x2 + 4, �� x ∈ [2, 3)
,

f : [−1, 3) → R� +����
�
x2

2

�′
= x,

�
x4

4

�′
= x3 	��

�
x3

3
+ 4x

�′
= x2+4,

	�# �����
��� � f �� � 
�� ������� ���,

F (x) =





x2

2
+ C1, �� x ∈ [−1, 1]

x4

4
+ C2, �� x ∈ (1, 2)

x3

3
+ 4x+ C3, �� x ∈ [2, 3)

,

��
 �� ���� �� F 
 �� ��
����� 	
 x = 1 �F �� ��!����
�	���& 
���
�
 ���
 �� ��
������,

1

2
+ C1 =

1

4
+ C2,

� �� ��
 
�	
 C2 = 1
4

+ C1.  �� ��
����
# � F 	
 x = 2 ������� 
�	


24

4
+

1

4
+ C1 =

23

3
+ 8 + C3,


��� C3 = −77
12

+ C1. *����& 	�� 
�� �����
���� � f 	��,

F (x) =





x2

2
, �� x ∈ [−1, 1]

x4

4
+ 1

4
, �� x ∈ (1, 2)

x3

3
+ 4x− 77

12
, �� x ∈ [2, 3)

+ C1 ,
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����� C1 �� 	� 	���
�	�# ���
	�
 ���
� ������
 
 x) ������� �
 �� �	�#

 ��� 
�	
 F (x) �� ��!����
�	��� 	�� F ′(x) = f(x) �� 	�# x ∈ [−1, 3).

E������ -. *��� �� 	� �"	���� � 	 �����
����� ����
�� �����
�	� � �����
��� 	
 	��� ��


f(x) =

�
1, �� x ∈ [0, 1]
0, �� x ∈ (1, 2]

.

�
 �� �	�# 
 ��� 
�	
 	 �����
��� � f ���
 �� � 
�� ���,

F (x) =

�
x+ C1, �� x ∈ [0, 1]
C2, �� x ∈ (1, 2]

.

 �� ��
����
# � F 	
 x = 1 ������� 
�	
 C2 = 1 + C1, 
���&

F (x) =

�
x+ C1, �� x ∈ [0, 1]
1 + C1, �� x ∈ (1, 2]

.

-�
 
��� �	�
 ����
�� �� �
 ��!����
�	��� 	
 x = 1 �� � �	��� � C1

���#.�� *����& F �	��
 �� 	 �����
��� � f � [0, 2]%

?��% "� ��� ��� ����� �� #��#��"� ���� ��� ��� "��#��������� ���#4
����� ���� �� ���������� @��� �� � #�������2�����E

E������ /.  �� ����
��

f(x) =

�
2x sin 1

x
− cos 1

x
, �� x ∈ (0, 1]

0, �� x = 0
,

f : [0, 1] → R� +���� lim
x→0

2x sin 1
x

= 0 ����� �
%� 	�� ����� lim
x→0

cos 1
x

��� �
 �"��
 �xn = 1
2nπ

	�� x′n = 2
(4n+1)π

	�� ��������
 
 0, ��


cos 1
xn

= 1 → 1 	�� cos 1
x′n

= 0 → 0�& �� ��� 
�	
 ����
�� f �	� �

����
 	
 x = 0. �� �	�
����	�& �
 �� �
 ��
����� 	
 x = 0. (
 
�� �	��

���& �
 �� �	�# 
 ���� 
�	
 
�� ����
��

F (x) =

�
x2 sin 1

x
, �� x ∈ (0, 1]

0, �� x = 0

�� 	 �����
��� �� f � [0, 1].

(�  ������% �� "�#�"� �� �  ���� ���#��������� ���#���� ��� � ����4
����� �� ��� �� � "�I#��� ���9�

�� ���� ���,��� ���#� �� �� ,� #����"���" �� ��� �������� ��
��� ��� �� ��� �B�#���� #������#���� �� ���������� ��� ���� #������ ��
#��������� ���#������

@��� �� � ��,�� ���� ��� ���������� �� ��� ,���# ���������� ���#�����%
������ ���" �� $��������#� ��" �� ��� �����#������� :� ����� "���
���� ��� ��������� *��� ����"���� ���% �,�����" ,� � "���#� ���#��� ��
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����4"�B�����������+� �� ������ #�� ,� �,�����" ,� �""�� � #�������
���,�� �� ���� ���� ����

*'�/+

�
xαdx =

xα+1

α + 1
, �� α �= −1, *x > 0, �� α �� ��� �� ���� ��+

*'�0+

�
1

x
dx = lnx, �� x ∈ I,

����� I �� ��� �������� #�������" �� (0, ∞).

*'�1+

�
1

x
dx = ln(−x), �� x ∈ J,

����� J �� ��� �������� #�������" �� (−∞, 0).

*'�6+

�
exdx = ex

*'�&+

�
axdx =

ax

ln a
, �� a > 0 ��" a �= 1.

*'�7�+

�
1

x2 + 1
dx = arctan x

*'�3+

�
1

x2 + a2
dx =

1

a
arctan

x

a
, �� a �= 0.

*'�'.+

�
sin xdx = − cosx

*'�''+

�
cosxdx = sin x

*'�'-+

�
1√

1 − x2
dx = arcsin x, �� x ∈ (−1, 1).

*'�'/+

�
1√

a2 − x2
dx = arcsin

x

a
, �� x ∈ (−a, a).

*'�'0+

�
1√

x2 + α
dx = ln(x+

√
x2 + α),

�� α �= 0, x2 + α > 0 ��" x+
√
x2 + α > 0.

*'�'1+

�
1

cos2 x
dx = tan x,
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�� x ,���� � �� ��� �������� ���#� "��� ��� #������ ��� ���,�� �� ���
���� nπ + π

2
, n ∈ Z�

*'�'6+

�
1

sin2 x
dx = − cotx,

�� x ,���� � �� ��� �������� ���#� "��� ��� #������ ��� ���,�� �� ���
���� nπ, n ∈ Z�

*'�'&+

�
sinhxdx = cosh x,

�
coshxdx = sinh x,

����� sinh x = ex−e−x

2
��" cosh x = ex+e−x

2
.

��� �� ��� �,��� �������� #�� ,� "���#��� ����)�" ,� "�B��������4
�� ��� ���#���� ���� ��� �� �� ��"� �� ��#� �F������� ���8� ������ ���
������#� ������� *'�'0+K
�

ln(x+
√
x2 + α)

�′
=

1

x+
√
x2 + α)

	
1 +

2x

2
√
x2 + α



=

1√
x2 + α

.

T
����� 0. �����	��
#� ��
 f, g : I → R �� 
� ����
��� ������
� 
�� �	�� ��
���	� I 	�� ��
 α, β �� 
� ��	� �������� ��


�
f(x)dx

	��
�
g(x)dx �� 
� �����
���� � f 	�� g ������
����# �� I��  ���

α
�
f(x)dx+ β

�
g(x)dx �� 	 �����
��� � αf + βg � I.

P����. ���#�
��

f(x)dx
�′

= f ��"
��

g(x)dx
�′

= g *��� ���� ���
"�)������E+% ��  �� ����

	
α

�
f(x)dx+ β

�
g(x)dx


′
=

= α

	�
f(x)dx


′
+ β

	�
g(x)dx


′
= αf + βg

��" ��� ����� �� #������� *���;+� @��� �� ���" ��� ��������� �� ���
"�B�������� �������� h→ h′. �

��� ���� ������ ���� ���� ��� A������ A f →
�
f(x)dx �� �������

@��� �� � #��#���� �2����� �� ��� ��� �� #�� ���9 ���� ���� ����
�������� ��" ���� ��� �,��� ,���# ���������

E������ 0. ��
 �� ����
�
� �

x5 − 3x+ 2 3
√
x− 7

5√
x3

�
dx.  ��

����	��
# � 
�� ��
���	� ���	
�
�
���� 
����� /� 	�� �����	 �0�1�

����# 
�	

� 	

x5 − 3x+ 2 3
√
x− 7

5
√
x3



dx =

�
x5dx− 3

�
xdx+
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+2

�
x
1
3dx− 7

�
x−

3
5dx =

x6

6
− 3

x2

2
+ 2

x
4
3

4
3

− 7
x
2
5

2
5

=

=
x6

6
− 3

2
x2 +

3

2
x
4
3 − 35

2
x
2
5 .

��� J ,� ������� �������� ��" ��� u : J → I, x = u(t), ,� � ���#����
�� #���� C1(J). ��� dx = u′(t)dt *��� �������� (% C��D+� ��� f : I → R
,� � #��������� ���#���� �� ��� �����,�� x ∈ I. ��� F (x) ,� � ���������
�� f �� I. ��� F (u(t)) �� � ��������� �� ��� ���#���� f(u(t))u′(t) �� t,
����

*'�'7+

�
f(u(t))d(u(t)) =

	�
f(x)dx



(u(t)).

(�"��"%

[F (u(t))]′ = F ′(u(t))u′(t) = f(u(t))u′(t).

<������ *'�'7+ �� #����" ��� ��	��� � �	��	��� �����	 �� ��
���	�
����
	
��� ��� ������� ���� ���� �� �� �� ���� ���

�
h(x)dx ��� #��

��� �� ���"��#� �� �2�������� u = u(x) ��#� ���� h(x)dx = f(u(x))du
��" �� ��� #�� #������

�
f(u)du ����% ��� ������" �� u, u(x) �� ����

���� ��������� ��" �� �,���� � ���������
�
h(x)dx ��� ��� "�B��������

���� hdx.

E������ 1. ��
 �� ����
�
�

1
3x+2

dx, ����� 3x + 2 < 0. �� ��
���
� u = 3x+ 2 
���& du = 3dx ���#.��  ���& �� ��
���	� ������
1
3

�
1

3x+2
d(3x+2). +���� u = 3x+2 < 0, 	 �����
��� ��

�
1
u
du �� ln(−u)

���� �����	 �0�2��� +& 	 �����
��� � 1
3x+2

dx �� 1
3

ln(−3x− 2).

��������� �� �� ������ �� "���#��� #������ dx �� � ���#���� �� t ��"
dt. <�� ������#�% ��� �� #������

�
tan3 xdx. ��� �� #��� � ��� �����,��K

t = tan x, x ∈ (−π
2
, π

2
) *��� ���� ������#����;+� ���#�

dt =
1

cos2 x
dx =

�
1 + tan2 x

�
dx = (1 + t2)dx,

��  �� ����
�

tan3 xdx =

�
t3

1 + t2
dt =

�
t3 + t− t

t2 + 1
dt =

�
tdt−

�
tdt

t2 + 1
=

=
t2

2
− 1

2

�
d(t2 + 1)

t2 + 1
=
t2

2
− 1

2
ln(t2 + 1) =

=
1

2


tan2 x− ln(tan2 x+ 1)

�
.
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��� f, g : I → R ,� ��� ���#����� �� #���� C1(I), ����� I �� � ����
��������� :� 9��� ��� A�����
 �����	A K

(fg)′ = f ′g + fg′.

������� ��� ���� ��� �������� �� ,��� ��"��% ��  ��K

*'�'3+

�
f(x)g′(x)dx = fg −

�
f ′(x)g(x)dx.

��% �� ��� �� � �� "�B���������%

*'�-.+

�
fdg = fg −

�
gdf

���� ���� ��� �������� ��� #����" ��� ��
���	� �# �	�
� �����	��
:��� "� �� ��� ����; (� ��� ��� �� #������ ��� ���� ���

�
h(x)dx

��" �� �� #�� ����� h(x) = f(x)g′(x) ��" �� ��� ���� ���
�
f ′(x)g(x)dx

#�� ,� ������ #������"% ���� ������� *'�'3+ ���9�� <�� ������#�% �� ��
"�B��������� ��� ���#���� f(x) = ln x, ��  �� 1

x
���#� �� �� A������A

���#���� ���� ��� ����� �� ���� �� ���� ��� #��#����� 	��#��#����% ��� ��
��� ���� ���������� �� #������ ��� ���� ���K In =

�
xn ln xdx, ����� n

�� � ������� ���,��� <�� n = 0 ��  ��

I0 =

�
ln xdx =

�
(lnx)(x)′dx.

(� ������� *'�'3+ ��� #�� ��� f(x) = lnx ��" g(x) = x. ���%

I0 = x ln x−
�

1

x
	 xdx = x ln x− x.

��� �� ��� ��� ���� A���#9A ��� #������� In, n > 0.

In =

�
xn ln xdx =

�
(ln x)

	
xn+1

n + 1


′
dx =

xn+1

n+ 1
ln x−

�
1

x

xn+1

n + 1
dx =

=
xn+1

n + 1
ln x− 1

n + 1

�
xndx =

xn+1

n+ 1
lnx− xn+1

(n+ 1)2
.

)$ ���� ���(��� �� &��*�������

:� ,� �� ���� ���� ��#�� �� ���������� ���#������
� ��#���	� ����
�� � �� ������ 	 ��#���	�� �� � ���#���� P ��

��� �����,�� x, "�)��" �� R ,� ��� �������� �������

P (x) = a0 + a1x+ a2x
2 + ...+ anx

n, x ∈ R,
����� a0, ..., an ��� )2�" ���� ���,���� ���� ���,��� ��� ���" �� ,�
��� ��3����
� �� P. :� ������� ����� ���� P (x), �� P ∈ R[x], �����
R[x] �� ��� ��� *� ��� E+ �� ��� ����������� ���� ���� #��I#������ <��
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������#�% P (x) = 2x − 1 �� � ����������� @��� n = 1, a0 = −1 ��"
a1 = 2. (� an �= 0 *�2#��� ��� #��� P = 0− ���� ����� ���� ��� ���
#��I#����� ��� 5���% �� ������ ������ ���� ��� "������� #��I#���� an
�� ��� 5���+ �� ��� ���� ��� "� ��� �� P �� n ��" ����� ���� �� degP = n.
(� P (x) = a0 �= 0, � ���5��� #�������% ���� degP = 0. (� P (x) = 0
��� ��� x *���� �� �F�������� �� ����� ���� ��� ��� #��I#����� ��� 5���+%
���� ��� "� ��� �� P �� ,� "�)������ −∞. ��� ����� ��� #����� ��
�������� ��� ������� degPQ = degP + degQ ��� P = 0 ��" Q �= 0.

(� an = 1 �� ��� ���� ��� ���������� P �� ����� <�� ������#�%
P (x) = x− 1 �� ����#% ,�� Q(x) = −x− 1 �� ��� ����#� (� P ��� ���
"� ���  ������ �� �F��� �� 1 ��" �� �� #����� ,� ������� �� � ���"�#�
�� ��� ����������� �� "� ����  ������ �� �F��� �� 1, �� �� ���" �� ,�
������������ <�� ������#�% P (x) = x2 + 2, P (x) = 2x−1 ��� ����"�#�,��%
,�� Q(x) = x2 − 1 �� Q(x) = x3 ��� ��"�#�,��% ���� ���� #�� ,�
"�#������" ���� �� ����� ��� ��#���� �� "� ����  ������ ���� 5����

�� �������� ������ �� ���"������� �� �� �,���

T
����� 1. �4�����5� ������� 	����
��� ��
 P 	�� Q �= 0 �� 
�
��#���	���  ��� 
���� 	�� 	�
��� 
� ��#���	�� C 	�� R ����

�	
 P = CQ + R 	�� degR < degQ. *��� 
�� ��#���	�� C 	�� R
	�� ���)���# ������ �# P 	�� Q.

P����. �� A�,����#�A  ������ ����� #�� ,� ����" �� C��#D� ?��%���
������ �� A�,����#�A ����E :� ������ ��� ��� A"������� �� ������A ���
�����������% ���#� �� ���� 9���� ���� ���� ���������� �#���� �� �,���
(� degP < degQ, ���� ��9� C = 0 ��" R = P. ������ ���� n =
degP ≥ m = degQ. :� ��� ���������#�� ��"�#���� ���� �����#� ��
n. (� n = 0, ���� m = 0 *Q �= 0) ��" P = k, Q = h, ����� k ��" h ���
��� ���� ���,��� ��" h �= 0 *���;+� ���#�

k =
k

h
h+ 0,

��� #�� ��9� C = k
h
��" R = 0 *degR = −∞ < degQ = 0+� ���

��� n ,�  ����� ���� 0 ��" ��� �� ������ ���� �� ���� H��� �����" ���
������� ��� ��� k = 0, 1, ..., n− 1. ��� �� ����� �� ��� k = n� �������
P (x) = anx

n+an−1x
n−1+...+a0 ��"Q(x) = bmx

m+bm−1x
m−1+...+b0,

����� an �= 0 ��" bm �= 0. ���% �� �� ���� �� ��� ����

*-�'+ P (x) = Q 	 an
bm
xn−m + P1(x),

�����

P1(x) =

	
an−1 −

anbm−1

bm



xn−1 + ...+

	
an−m − anb0

bm



xn−m+



'- '� (�!�<(�(� (������� *	�($((���% ��(!��(��(���+

+an−m−1x
n−m−1 + ...+ a0

�� � ���������� �� "� ��� �� ���� n− 1. ��� �� ��� ��� ��� ��"�#����
���������� ��" �����

P1(x) = C1Q +R,

����� C1 ��" R ��� �����������% degR < degQ. ��� �� #��� ,�#9 ��
������� *-�'+ ���� ���� �2�������� �� P1(x) ��" )�"

P (x) =

	
an
bm
xn−m + C1



Q+R.

(� �� ��� ��� C = an
bm
xn−m+C1, �� H��� �,�����" ��� ��������� �� ���

������� ��� n. @��#� ��� ����� �� ��� ������� �� #��������
�� ���F������ #�� ,� "�����" �� �������� ��� P = DQ+ S, �����

deg S < degQ. ���% R−S = (D−C)Q. (� R �= S, ���� ��� ���F������%
deg(R−S) = deg(D−C)Q ≥ degQ,  ��� ���� �� � #�����"�#���� *���;+�
���% R = S ��" �� (D − C)Q = 0 ������� D = C *Q �= 0). �

C�������� -. �
�� P $�"�	���� � Q� ��
 P �� 	 �����
	�

��#���	� 	�� ��
 Q �� 	�
��� 	���
�	�# ��#���	��  ��� Q �	� ��
���)���# ���

�� 	�

*-�-+ Q = A0 + A1P + ... + AnP
n,

����� A0, A1, ..., An 	�� ��#���	�� � ������� 	
 ��
 degP − 1. 6�
�	# 
�	
 ��� ���
� Q �� �	�� P�� �� �	�
����	�& �� 	�# ����� �	
��	�
������ m, �� ��
,

*-�/+
Q

Pm
=

A0

Pm
+

A1

Pm−1
+ ...+

An
Pm−n

,

�� m > n 	��

*-�0+
Q

Pm
=

A0

Pm
+

A1

Pm−1
+ ...+

Am−1

P
+ S,

����� S �� 	 ��#���	�& �� n ≥ m.

P����. :� ����� � ��� ���������#�� ��"�#���� �� ��� "� ��� ��
Q. (� Q �� � ���5��� #������� *"� ��� 5���+ ����������% ���� Q = Q
*A0 = Q+� ������ ���� degQ > 0 ��" ���� ��� ��������� �� ���� ���
��� ���������� Q1 �� "� ��� < degQ. ��� �� ����� ��#��"8� "�������
�� ������ ��� Q ��" P :

*-�1+ Q = CP + A0,

����� degA0 < degP. ���#� degC �� ���� ���� degQ *degP > 0+%
���� ��� ��"�#���� ����������% ��  �� C = A1 + A2P + ...+ AnP

n−1,
����� degAj < degP, j = 1, 2, ..., n. ����� ,�#9 �� ������� *-�1+
���� ���� �2�������� �� C, �� �,���� �2�#��� ������� *-�-+� �
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��� �� ����� ���� ������ �� ��� ����������� Q(x) = x3 + 2 ��"
P (x) = x− 1. ���#�

x3 + 2 = C(x)(x− 1) +R,

������ x = 1 ��  �� R = 3. ���%

x3 − 1 = C(x)(x− 1).

@��#�% C(x) = x2 + x+ 1. ���%

x2 + x+ 1 = C1(x)(x− 1) +R1.

$�9�� x = 1, ��  �� R1 = 3. ��%

x2 + x+ 1 − 3 = x2 + x− 2 = C1(x)(x− 1).

���%

C1(x) = x+ 2 = 1 	 (x− 1) + 3.

����� ,�#9% ���� ,� ����% �� �,����

x3 + 2 = 3 + (x− 1)[{3 + 1 	 (x− 1)}(x− 1) + 3] =

= 3 + 3(x− 1) + 3(x− 1)2 + (x− 1)3.

��� C = {a+ bi : a, b ∈ R}% i =
√
−1, ,� ��� )��" �� #�����2 ���4

,���� � ���"������� ������ �� �� �,�� *�� <� �����+ C��#D ���� ����
��� ����� �� ��� ���������� P ∈ R[x] ��� #�����2 ���,���% ������
�������� �� ��� ���� a + bi, ���� a, b ���� ���,��� *��� ���� �������
'.. �� ���� ,��9+�

T
����� 6. �-���
5� 
������ ��
 P = P (x) �� 	 �����
	�

��#���	� 	�� ��
 α ∈ C �� 	 �
 � P �P (α) = 0��  ��� P (x) =
A(x − α)Q(x), ����� A �� 	 ���
	�
 ������ 	�� Q(x) �� 	 ����
��#���	�� '�����& �� α1, ..., αs 	�� 	�� 
�� ���
���
 �
� � P, 
���

*-�6+ P (x) = A(x− α1)
n1(x− α2)

n2 ...(x− αs)
ns,

����� A �� 
�� ����	�
 ��3����
 � P �A = an� 	�� n1, ..., ns 	��

�� 	�����	�� ���
������
��� � 
�� �
� α1, ..., αs. (�� � 
���� �������
	�� ���)���# ��
������� ��# �# P.

P����. ��� P (x) = a0 +a1x+a2x
2 + ...+anx

n, ,� ��� ����������
��" ��� A = an. ���

*-�&+ P (x) = AT (x)

����� T (x) �� ��� ����# ���������� xn + an−1
an

xn−1 + ... + a0
an
. ��� ��

��� ��#��"8� "������� �� ������ ��� "���"�� T (x) ,� x− α :

*-�7+ T (x) = (x− α)Q(x) +R,
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����� Q(x) �� � ���������� ��" R �� � #������� ���,��� ���#� T (α) =
0 *���;+% ��9�� x = α �� *-�7+ ���  ��� R = 0. ���% T (x) =
(x− α)Q(x) ��"% #���� ,�#9 �� ������� *-�&+% �� )����� �,���� ����

P (x) = A(x− α)Q(x).

��� �� ����� ��� ���� ���#�"��� �� ��� ����# ���������� Q(x) ��"
������� ���� β �� ��K

P (x) = A(x− α)(x− β)Q1(x),

����� Q1 �� � ���������� ���� degP > degQ > degQ1. :� #�������
�� ���� ��� ��" )����� �,����

P (x) = A(x− α)(x− β)...(x− ω),

����� α, β, ..., ω ��� ��� ��� n ����� �� P. ��� �� ��� �� ����� ��� �F���
����� ��" �� ��  �� ��� ��F����" �2�������� *-�6+� �

� ,�H�#���� σ : C→ C ���#� �� � )��" ��������% ����

*-�3+ σ(z + w) = σ(z) + σ(w), σ(zw) = σ(z)σ(w)

�� #����" �� 	�
������� �� C� �� R4������������ - �� C �� ��
������������ �� C ���#� "��� ��� #��� � ��� �������� �� R% ���� -(a+
0i) = a, �� a ∈ R� <�� ������#�% �� �� ���� �� ��� *����� ��E+ ����
��� �"������ e : C → C% e(z) = z ��" ��� ��7��	
�� e : C → C%
e(a + bi) = a− bi ��� R4������������� �� C� :� ���� "����� e(z) ,�
z, ��� #��H� ��� �� z. <�� ������#�% 3 − 4i = 3 + 4i ��" 3.5 = 3.5.

L���� '. ��


P (x) = a0 + a1x+ a2x
2 + ...+ anx

n

�� 	 ��#���	� ��
� ��	� ��3����
� 	�� ��
 α ∈ C �� 	 �
 � �
& ����
P (α) = a0 + a1α + a2α

2 + ...+ anα
n = 0.

��
 σ �� 	 R$	�
������� � C�  ���& 
�� �����" ������ σ(α) ��
	�� 	 �
 � 
�� ��#���	� P.

P����. ��� �� ����� σ �� ��� �F������

a0 + a1α+ a2α
2 + ...+ anα

n = 0.

�9�� ���� �##���� ��� �� �,���# ���������� *-�3+ �� σ ��" ��� ��#�
���� �� ��������� ��� ���� #��I#����� a0, ..., an, ��  ��

a0 + a1σ(α) + a2σ(α)2 + ...+ anσ(α)n = 0,

���� ��� #�����2 ���,�� σ(α) ����)�� ��� �F������K P (x) = 0, ����
σ(α) �� ������� ���� �� P. �
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��� ����� ���� ���� ��� R4������������ σ �� C �������� ���
����� ,������ ����� <�� ������#�% ���#� i �� � ���� �� ��� �F������
X2 + 1 = 0, σ(i) = i �� σ(i) = −i. (� σ(i) = i, σ(a + bi) = a + bi, ����
σ = e, ��� �"������� (� σ(i) = −i, ���� σ(a+ bi) = a−bi, ���� σ = e, ���
#��H� ����� ������������ �� C� ���� #����"�������� ���" �� "���#���
�� ��� �������� ,���# �������

T
����� &. (�# ���� ����������� ��#���	� P ��
� ��	� ���$
�����
� �� ��
��� � 
�� ��� P (x) = x − a, � � 
�� ��� P (x) =
x2 + bx+ c, ����� a, b, c 	�� ��	� ��������

P����. (� ��� ���������� P �� �� "� ��� 1 ��������� �� #����� (�
degP > 1, ��� α ,� ��� �� ��� ���� �� C� ��� ����� ' ��" )�" ����
��� #��H� ��� α �� ���� � ���� �� P (x). (� α = α, ���� �� α �� � ����
���,��% ���� P (x) �� "�����,�� ,� ��� ���������� Q(x) = x − α *���
������� 6+� ���#� degP > 1 ��" ���#� Q(x) �� � ��#��� �� P (x), ��
�,���� � #�����"�#���� *P ��� #����"���" �� ,� ����"�#�,��+� @��#�%
��� ���� α �� ��� ����� ��� �� "����� b = −(α + α) ��" c = αα. ���#�
α+ α = α + α ��" αα = αα �� ��� ���� b, c ∈ R� �� ����������
H(x) = (x−α)(x−α) = x2+bx+c �� � "������ �� P. (�"��"% ��� �� "���"�
P ,� H. ���% P = HU + V, ����� deg V < 2. $�������% V (α) = 0
��" V (α) = 0, ���� V �� � ���������� �� "� ��� �� ���� 1 ���#� ��� ���
"�����#� �����E �� ���� �����,����� �� ���� V ,� �"����#���� ���� 5���%
�� P = HU. ���#� P �� ����"�#�,��% U ���� ,� � #������� ����������
��"% ���#� P ��" H ��� ,��� ����#% ���� ���� #������� ���������� ����
,� 1. ���%

P = H = x2 + bx+ c.

�

�� �������� ������� *��� C��#D ��� ������#�+ �� � ,���# ������ ��
�� �,���

T
����� 7. ��	�
��	� 
������� ��
 P �� 	 �����
	�
 ��#�$
��	� ��
� ��	� ��3����
��  ��� P �	� �� ���)���# ���

�� 	�

*-�'.+ P = AP n11 P n22 ...P nkk ,

����� A �� 	 ���
	�
 ������ 	�� P1, P2, ..., Pk 	�� ���
���
 ����
����������� ��#���	�� � ������� 1 � 2. �8��)���#� ���� ��	�� 
�	

��

P = BQm1
1 Qm2

2 ...Qmh
h ,

�� 	 �������
�� � P � 
�� �	�� 
#�� �B ���
	�
 	�� Q1, Q2, ..., Qh
	�� ���� 	�� ����������� ��#���	���& 
��� B = A, k = h 	�� ��
�	�� Q

mj

j , 
���� �� 	 Pi ���� 
�	
 Qj = Pi 	�� mj = ni.
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P����. (� ������� *-�6+ ���� α′s #���" ,� ���� ���,��� ��" ����
#���" ,� #�����2 ���,���� (� ��� ������#� α1 �� � ���� ���,��% ����
P1 = (x − α1)

n1 . (� αi �� � #�����2 ���,�� *�������+% ���� ����� ��
�2�#��� �� αj ,������ ��� ����� α1, ..., αs �� P ��#� ���� αj = αi *���
����� '+ ��" ni = nj *���;+� ���% ��� ���������� (x− αi)(x− αj)
�� � ����# ����"�#�,�� ���������� ���� ���� #��I#����� *���;+� ��� ��
"����� �� ,� P2. @��#�% ��� #�����,����� �� αi ��" αj �� P �� �2�#���
P n22 , ����� n2 �� ��� #����� ����� �� ni ��" nj . :� #������� ����
�������� �� ��� ����� �� P �� �� �,������ ��� ������� *-�'.+� ���#�
A = B = an, ��� "������� #��I#���� �� P % ���#� ��� ���� αh �� P ��
� ���� �� � Pt ��" �� � Qv �� ��� ���� ���� ��" ���#� Pt ��" Qv ���
����# ����"�#�,�� �����������% �� ��� ���� Pt = Qv. (�"��"% �� αh �� �
���� ���,��% ���� Pt(x) = x− αh = Qv(x). (� αh �� � #�����2 �������
���,��% ���#� Pt ��" Qt ��� ����# ����"�#�,�� ����������� ���� ����
#��I#�����% �� ��� ���� ,��� �� ���� ���� ,� �F��� �� (x− αh)(x−αh)
*���;+� ��% �� ���� ��� ��F����" ���F������� �

D��������� -. �
�� ���	
��
 ���� ������� ��
 P 	�� Q �� 
�
����� ��#���	���  �� ���� ��#���	� D � �	"���� ������
���� 
�	
 D �� 	 ������ � P 	�� � Q �� �	�� 
 �� 
�� ���	
��
 ����
������ � P 	�� Q. 6� ���
� D �# (P,Q).

<�� ������#�% �� P = x4(x + 1)2(x2 + x + 1) ��" Q = x2(x + 1)5,
���� D = (P,Q) = x2(x+ 1)2. (�  ������% ��

P = AP n11 P n22 ...P nkk ,

��"
Q = BQm1

1 Qm2
2 ...Qmt

t ,

��� ��� "�#����������� �� P ��" �����#������ �� Q, �� ���� *-�'.+% ��#�
���� P1 = Q1, P2 = Q2, ..., Pr = Qr ��" ��� ��� ������ ��� "�����#� ���
�� ��#� �����% ���� *���;+

D = P
min(n1,m1)
1 P

min(n2,m2)
2 ...Pmin(nr ,mr)

r .

$�������% ��� ����� �� D ��� �2�#��� ��� #����� ����� �� P ��" Q
���� ��� ����� ��������#����� *���9 �� ��� �,��� �2�����E+� (� D �� 1,
�� ��� ���� P ��" Q ��� ������� <�� ������#�% P = 2x2 + 2 ��"
Q = x3 + 1 ��� #������% ,�� P = x+ 1 ��" Q = x3 + 1 ��� ��� #������
*���;+�

T
����� 3. D �� 
�� ���	
��
 ���� ������ � P 	�� Q �P 	��
Q 	�� �
 ���� �� 	�� ��# �� 
���� �"��
� 
� ��#���	�� U0 	�� V0

���� 
�	


*-�''+ D = PU0 +QV0
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	�� D �� ���� ��
� 
�� ��	�
 ������ ���� 
�	
 D �	� �� ���

�� 	�
�� ���00�� �� �	�
����	�& �� P 	�� Q 	�� ������& 
��� 
���� 	�� 
�
��#���	�� U0 	�� V0 ���� 
�	


*-�'-+ 1 = PU0 +QV0

P����. ��� �� "�)�� ��� �������� ��� �� �����������
*-�'/+
S = {H = PU +QV : U ��" V ��� ��,������ ����������� �� R[x]}.
(� �� ���� �� ��� ���� ��� ��� ,������ ��� ����������� �� S �� ���� �
���������� �� S.

(� �� �������� � ���������� �� S ,� �� ��,������ ���������� �� R[x],
�� ����  �� � ���������� �� S *����� ����� ��� ���� ����������+� ���
D ,� � *����#+ ���5��� ���������� �� S �� ��� ����� "� ��� ��" ���
M ,� ������� ���������� �� S. ��� �� ����� ��� ��#��"8� �� ������ ���
"���"�� M ,� D.:�  ��

M = CD +R,

����� degR < degD. ���#� M,D ∈ S, ���� R = M − CD ∈ S. ���%
R = 0 ��" �� M = CD. �������� D �� � "������ �� ��� ���������� ��
S. (� �����#����% D "���"�� P ��" Q *P,Q ∈ S!+ ���#� D ∈ S, �����
��� ��� ����������� U0 ��" V0 ��#� ���� D = PU0 +QV0.

=⇒) ��� ��� G ,� ���  ������� #����� "������ �� P ��" Q. ���#�
G "���"�� P ��" Q, G ���� "���"�� D. ?�� D ���� "���"�� P ��" Q,
���� ��� "� ��� �� D �� �� ���� �F��� �� degG. ���#� G "���"�� D, ��
���� ���� degG = degD. ���#� D ��" G ��� ,��� ����#% �� ����
���� ���� D = G. ���% ��� ���  ������� #����� "������ �� ���� ���
�������� *-�''+�

⇐=) ��� D0 ,� � ����# ���5��� ���������� �� ������� "� ��� ��#�
����

D0 = PU1 +QV1 ∈ S.

�2�#��� ��9� �,��� �� ����� ���� D0 �� ���  ������� #����� "������ ��
P ��" Q.

�� ���� ��������� �� �,������ �

	��#��#����% �� #�� )�" ���  ������� #����� "������ ��" ��� �24
�������� *-�''+ ,� ����������� ��� ���,��� ���� ����������� P ��"
Q �� ������� ���� �� ����������� Q ��" R, ����� degR < degQ *��
degP ≥ degQ+� ��� �� ������� ���� R ��" R1, ����� degR1 <
degR, ��#� ��� �"�� "���#��� #���� ���� ��� ��#��"8� "������� �� �4
������ (�"��"% ������ ���� degP ≥ degQ *�� degQ > degP, #��� � P
���� Q, ��#�+ ��" "���"� P ,� Q. ���� ��� ����������� C ��" R ��#�
���� P = CQ+R ��" degR < degQ. (� �� ���� �� ��� ���� ���  �������



'7 '� (�!�<(�(� (������� *	�($((���% ��(!��(��(���+

#����� "������ �� P ��" Q �� �F��� �� ���  ������� #����� "������ ��
Q ��" R *����� ������E+� ��� "���"� Q ,� R ��"  �� Q = C1R + R1,
���� degQ > degR > degR1. ��  ������� #����� "������ �� Q ��"
R �� �F��� �� ���  ������� #����� "������ �� R ��" R1, ��" �� ����� ��
�� � Rj = 0. ��� Rj−1 �� �2�#��� ���  ������� #����� "������ �� P
��" Q ���������� ���������" ,� � #������� *�� ��� �,��� "�)������ ���
 ������� #����� "������ �� � ����# ����������E+ *����� ��� �� �����E+�

��� ��� ������#� P (x) = x4 − x ��" Q(x) = x2 − 1. (� �� ��� ��#��4
������ �� ��� ��#��"8� "������� �� ������% ,�� �� ��##�������� "�������
��� "� ���� �� P �� �� Q. ��� �� �����K

x4 − x = x2(x2 − 1) + x2 − x = x2(x2 − 1)+

+(x2 − 1) − (x− 1) = (x2 + 1)(x2 − 1) − (x− 1).

���#� (P,Q) = (x2 − 1, x− 1) ��  � �� ���� "�������K

x2 − 1 = (x+ 1)(x− 1),

���  ������� #����� "������ �� P ��" Q �� x− 1 ��"

x− 1 = (x4 − x)(−1) + (x2 − 1)(x2 + 1).

���% ��� ����������� U0 ��" V0 ���

U0(x) = (−1), ��" V0(x) = x2 + 1

��" ���� #�� ,� #����� ��#� ���� degU0 < degQ ��" deg V0 < P.
� �������������� ��D �� �� *-�''+ ���� degU0 < degQ ��" deg V0 <

P �� #����" � �	����	� ��������
	
���

T
����� '.. �� 	 �	����	� ��������
	
�� �� D = 1, U0 	�� V0

	�� ���)���# ��
��������

P����. (�"��"% ��

1 = PU0 + QV0 = PU ′0 +QV ′0 ,

����

*-�'0+ P (U0 − U ′0) = Q(V ′
0 − V0)

���#� P ��" Q ���� �� ���������� ��#���� *�� "� ���  ������ ���� 1+ ��
#�����% �� ��� ���� V ′

0 − V0 �� "�����,�� ,� P ��" U0 −U ′0 �� "�����,��
,� Q. ���#� deg(U0 − U ′0) < degQ ��" deg(V ′0 − V0) < degP, �� ����
#��#��"� ���� V ′0 = V0 ��" U0 = U ′0. �

��� P ��" Q ,� ��� ����������� ��#� ���� P �= 0. �� ���#����
Q
P

�� #����" � �	
��	� ��	�
��� � �������� ���#���� A
Pm , ����� P �� ��

����"�#�,�� ���������� ��" degA < degP �� #����" � ������ �	
��	�
��	�
��� �� ��,������ ���������� �� ���� #����" � ������ ���#���� *����
"���������� 1+� (� P �� �� ����"�#�,�� ����������% n �� � ���5���
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$� ������ 
� 	
�O�
$(��� '3

������� ���,�� ��" Q �� �� ��,������ ����������% ���� ��� ���#����
Q
Pn �� #����" � ������ ���9 *�� ���#�����+� <������� *-�/+ ��" *-�0+ ��

#�������� - ���� ���� ��� ������ ,��#9 Q
Pm #�� ,� ���F���� "�#������"

���� ������ ���#�����K

*-�'1+
Q

Pm
=

A0

Pm
+

A1

Pm−1
+ ...+

Am−1

P
+ S,

����� A0, A1, ..., Am−1, S ��� ����������� *���� �� ���� ��� ,� 5���E+
��" degAj < degP ��� ��� j = 0, 1, ....m− 1.

T
����� ''. ��������
�� ��
 �	�
�	� ��	�
���� ��
 Q 	�� P
�� 	���
�	�# ��#���	�� ��
� P �= 0 	�� ��


*-�'6+ P = AP n11 P n22 ...P nkk ,

�� 	 �������
�� � P ��
 	 �����
 � ����������� �	�
�� 	�� 	
���
	�
 A.  ��� 
�� ��	�
�� Q

P
�	� �� ���)���# ��� 
 
�� ���� � 
��


����%� ���

�� 	� 	 ��� � ���9�,

*-�'&+
Q

P
=

1

A

�
Q1

P n11

+
Q2

P n22

+ ...+
Qk
P nkk

�
,

����� Q1, Q2, ..., Qk 	�� ����)���# ��
�������� ��#���	��� +���� �	��
���9 Qi

P
ni
i

�	� �� ���)���# ��������
�� 	� 	 ��� � ������ ��	�
���,

*-�'7+
Qi
P nii

=
A

(i)
0

P nii
+

A
(i)
1

P ni−1
i

+ ...+
A

(i)
ni−1

Pi
+ Si,

�� ��
 
�� ��	� �������
�� � 
�� ��	�
�� Q
P
	� 	 ��� � ������

��	�
���,

Q

P
=
S

A
+

1

A

k�

i=1

�
A

(i)
0

P nii
+

A
(i)
1

P ni−1
i

+ ... +
A

(i)
ni−1

Pi

�
,

����� A �� 	 ���
	�
 �
�� ����	�
 ��3����
 � P �& S �� 	 ��#���	�

�S =
�k
i=1 Si� 	�� A

(i)
j , i = 1, 2, ..., k 	�� j = 0, 1, ..., ni − 1 	��

��#���	�� ��
� degA
(i)
j < degPi �� �	�� i = 1, 2, ..., k 	�� j =

0, 1, ..., ni−1.  ��� �������
�� �� ���)�� �� 
 
�� ���� � 
���� ��

���� '�����& 
�� ������� � 
�� ��#���	�� A
(i)
j 	�� 0 � 1 ����	���


�� ������� � Pi 	�� 1 � 2��

P����. :� ���� ���� �� ����� ������� *-�'&+� ��� �� ��� �����4
����#�� ��"�#���� �� ��� ���,�� k �� ��� ����"�#�,�� ��#���� P n11 , P n22 ,
... , P nkk . (� k = 1 �� ���� ������ �� ������ ������ ���� k > 1 ��"
"����� P n22 P n33 ...P nkk ,� L. ������� ���� ��� ��������� �� ��� �������
�� ���� ��� ��� ���5��� ������� ���,�� ���� ���� k ��" �� ����� ����� ��
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��� k. ���#� P n11 , P n22 , ... , P nkk ��� ����# ����"�#�,�� ��" "�����#� ��� ��
��#� �����% P n11 ��" L ���� �� #����� ������ (�"��"% �� α �� � ���� ��
P n11 ��" �� L, ���� ����� �� � j �= 1 ��#� ���� α �� � ���� �� P1 ��" �� PjN
�� α �� ����% P1 ��" Pj ��� ,��� �F��� �� x−α, � #�����"�#����E *���;+�
(� α �� ��� ����% ��� α ,� ��� #��H� ��� �� α. ��� P1 ��" Pj ��� ,���
�F��� �� (x− α)(x− α), � ��� � #�����"�#����E *���;+� ��� P n11 ��"
L ��� #������ ��" �� #�� ����� ������� 3% ������� *-�'-+� �� �����
��� ��� ���F���� "�)��" ����������� V ��" U ���� deg V < degL ��"
degU < degP n11 ��#� ����

P n11 V + LU = 1

*��� ������� '.+� ��� �� �������� ,��� ��"�� ,� Q
P

= Q

AP
n1
1 L

� :�  ��K

*-�'3+
Q

P
=

1

A

�
QV

L
+
QU

P n11

�
.

��� �� ��� Q1 ������" �� QU ��" ��� �� ��� ���� ��� ���,�� �� ����4
"�#�,�� ��#���� �� L �� k − 1. ������� ��� ��"�#���� ���������� ��
�,���� ��� �������������� *L �� ����#% �� A = 1 �� ���� #���E+K

*-�-.+
QV

L
=

Q2

P n22

+ ...+
Qk
P nkk

,

����� Q2, Q3, ..., Qk ��� ���F���� "�)��" ������������ (� �� #��� ,�#9
�� ������� *-�'3+ ���� ���� �2�������� �� QV

L
, ��  �� �2�#��� �������

*-�'&+� �� ����� ��������� �� � "���#� #������������ #����F���#� ��
���� ���� �������� �

E������ 6. ��
 �� ��� 
�� �������
�� ��
 ������ ��	�
���
� 
�� �	
��	� ����
�� Q(x)

P (x)
= x+1

x4+x2
. +���� P (x) = x2(x2 + 1), ��

�	�� 
� ���9� � ������ ��	�
���& �� ����������� 
 
�� �����������
��#���	� P1(x) = x 	�� 
�� 
��� ����������� 
 
�� �����������
��#���	� P2(x) = x2 + 1. *����&

*-�-'+
x+ 1

x4 + x2
=
A

x2
+
B

x
+
Cx+D

x2 + 1
.

 ���&

x+ 1

x4 + x2
=
A(x2 + 1) +Bx(x2 + 1) + (Cx+D)x2

x4 + x2
,

�
x+ 1 = (B + C)x3 + (A+D)x2 +Bx+ A.

6� ����
��# 
�� ��3����
� � �
� ����� 	�� �
	��,

1 = A,

1 = B,



/� 	�($((��� 
< ��(
��� <���(
�� -'

0 = A+D,

0 = B + C,

� A = 1, B = 1, C = −1 	�� D = −1.  ������� �� �������
��
��

*-�--+
x+ 1

x4 + x2
=

1

x2
+

1

x
+

−x− 1

x2 + 1
.

+$ ������� �� �� �������� �(�������

:� ����� ��� ��� ��� ,���# ���������� �� ��� ���� ���� *����������+
��" ��� �,��� �9��#�� ������ �� �������� ���#����� �� ��"�� �� #������
����� �����������

��� �� #������ ��� ������#� � ��������� ��� ��� �������� ���#����
���#� �������" �� �2����� 6% ������

�
x+1
x4+x2

dx. :� ��� ��� ���������

��
�
�� ������� *-�--+K

�
x+ 1

x4 + x2
dx =

�
1

x2
dx+

�
1

x
dx+

� −x− 1

x2 + 1
dx =

=

�
x−2dx+

�
x−1dx− 1

2

�
2x

x2 + 1
dx−

�
1

x2 + 1
dx =

=
x−3

−3
+ ln |x| − 1

2
ln(x2 + 1) − arctanx,

,�#�����
2x

x2 + 1
dx =

�
d(x2 + 1)

x2 + 1
=

�
du

u
= ln |u| = ln(x2 + 1).

���#� ��� ������ ���#���� ��� ��� �� ��� �������� �����K

*/�'+
A

x− α
, ����� A,α ∈ R,

*/�-+
A

(x− α)n
, ����� A,α ∈ R, n ∈ N∗, n ≥ 2,

*/�/+
Ax+B

x2 + bx+ c
, ����� A, b, c ∈ R,∆ = b2 − 4c < 0,

*/�0+
Ax+B

(x2 + bx+ c)n
, ����� A, b, c ∈ R,∆ = b2 − 4c < 0, n ≥ 2,

�� ���� ���� ��� �� )�" � ��������� ��� ��#� �� ����� #�����
���� #

*/�1+

�
A

x− α
dx = A

�
1

x− α
dx = A ln |x− α| .
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���� ) �
A

(x− α)n
dx = A

�
1

(x− α)n
dx =*/�6+

A

�
(x− α)−ndx = A

(x− α)−n+1

−n+ 1
, �� n ≥ 2.

���� + ���#��
Ax+B

x2 + bx+ c
dx =

A

2

�
2x+ b

x2 + bx+ c
dx+

+

	
−Ab

2
+B


�
1

x2 + bx+ c
dx

��" ���#� �
2x+ b

x2 + bx+ c
dx = ln(x2 + bx+ c),

��� #�� ��"�#� ��������� �� ��� #���������� �� � ��������� �� ���
�������� ����K

�
A

x2 + bx+ c
dx = A

�
1

(x+ b
2
)2 + a2

dx,

����� a =
�
c− b2

4
. ���%

�
A

x2 + bx+ c
dx = A

�
d(x+ b

2
)

(x+ b
2
)2 + a2

=*/�&+

= A
1

a
arctan

x+ b
2

a
.

@��� �� ��� ��� ,���# �������
�

1
x2+a2

dx = 1
a

arctan x
a
*��� �������

*'�3++�
���� , ���� � ������� �������� �� �� ���� + ��� #�� ��"�#� ���

#���������� �� ��� ��������� �� ��� ������ ���#���� �� ������� */�0+ ��
��� �������� ���������K

�
1

(x2 + bx+ c)n
dx =

�
d(x+ b

2
)

(x+ b
2
)2 + a2

�n .

!������ x + b
2
,� � ��� �����,�� u �� ���� #������ ��� ����������

du
(u2+a2)n

, ��� n ≥ 2. <�� #��������#� �� ��� ��� ���� �����,�� x. ���

�� "����� In =
�

dx
(x2+a2)n

��� ��� n > 0 ���� ���� *a �= 0+� :� 9���

����

I1 =
1

a
arctan

x

a
.
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��� n > 1. :� ����� #������#� ��� � ��#�����#� ������� ��� In :

In =
1

a2

�
x2 + a2 − x2

(x2 + a2)n
dx =

1

a2

�
1

(x2 + a2)n−1dx−

− 1

a2

�
x2

(x2 + a2)n
dx =

1

a2
In−1 −

1

2a2

�
x

(x2 + a2)n
d(x2 + a2) =

=
1

a2
In−1 −

1

2a2

��
xd

	
(x2 + a2)−n+1

−n+ 1


�
.

��� �� ��� ��� ��� ������� �� ���� ����� ,� ����� *��� *'�-.++ ��"
#������
�
xd

	
(x2 + a2)−n+1

−n+ 1



= x

(x2 + a2)−n+1

−n + 1
− 1

−n+ 1

�
1

(x2 + a2)n−1
dx,

���%

In =
1

a2
In−1 −

1

2a2

�
x

(x2 + a2)−n+1

−n+ 1
− 1

−n + 1
In−1

�
,

��

*/�7+ In =

�
1

a2
− 1

2a2(n− 1)

�
In−1 +

x

2a2(n− 1)(x2 + a2)n−1
.

<�� ������#�% ��� �� #������ I2 =
�

dx
(x2+a2)2

.

*/�3+ I2 =
1

2a3
tan−1 x

a
+

x

2a2(x2 + a2)
.

@��� tan−1 x �� ������� �������� ��� arctan x. <������ */�7+ #�� ,� ���"
�� #������ In A���� �� �� "���A% ���� ��� #���������� �� In ��"�#��
�� ��� #���������� �� In−1. �� #���������� �� In−1 ��"�#�� �� ���
#���������� �� In−2, ��#�% �� �� ��� #���������� �� I1 = 1

a
arctan x

a
.

(� ��� �������� �2������ �� ��� ��� �"��� ��" �2������#� H��� �24
����" �� ��� �,��� ���� #�����

E������ &. 6�	
 �� 	 �����
��� � 3
4x+5

, ����� x ���� ��� 	�

��
���	� I ����� ��� �
 ��
	�� x = −5
4
.

�
3

4x+ 5
dx =

3

4

�
d(4x+ 5)

4x+ 5
=

3

4

�
du

u
=

3

4
ln |u| =

3

4
ln |4x+ 5| .

E������ 7. ��
 �� ����
� 	 �����
��� � f(x) = 1
(2x+5)5

, �����

x ������ 
 	� ��
���	� I ����� ��� �
 ��
	�� x = −5
2
.

�
1

(2x+ 5)5
dx =

1

2

�
(2x+ 5)−5d(2x+ 5) =

1

2

�
u−5du =
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=
1

2

u−5+1

−5 + 1
=

(2x+ 5)−4

−8
.

E������ 3. 6�	
 �� 
�� ��
 � 	�� �����
���� � 
�� ����
�� f(x) =
3x+2
x2+x+1

, x ∈ R.
�

3x+ 2

x2 + x+ 1
dx = 3

�
x+ 2

3

x2 + x+ 1
dx =

3

2

�
2x+ 4

3

x2 + x+ 1
dx =

=
3

2

�
2x+ 1 + 1

3

x2 + x+ 1
dx =

3

2

�
(x2 + x+ 1)

′

x2 + x+ 1
dx+

1

2

�
1

x2 + x+ 1
dx =

=
3

2

�
d (x2 + x+ 1)

x2 + x+ 1
+

1

2

�
1�

x+ 1
2

�2
+ 3

4

d

	
x+

1

2



=

=
3

2
ln(x2 + x+ 1) +

1

2

�
1

u2 +
�√

3
2

�2du =
3

2
ln(x2 + x+ 1)+

+
1

2

1
√

3
2

arctan
u
√

3
2

=
3

2
ln(x2 + x+ 1) +

1√
3

arctan
2
�
x+ 1

2

�
√

3
=

3

2
ln(x2 + x+ 1) +

1√
3

arctan
2x+ 1√

3
.

+ 
�� ��
 � 	�� �����
���� � f(x) = 3x+2
x2+x+1

��
�

3

2
ln(x2 + x+ 1) +

1√
3

arctan
2x+ 1√

3
+ C

�
,

����� C �� 	� 	���
�	�# ���
	�
�

E������ '.. ��
 �� ��� 	 �����
��� �� f(x) = x+3
(x2+4x+6)3

, x ∈ R.

I =

�
x+ 3

(x2 + 4x+ 6)3
dx =

1

2

�
2x+ 4

(x2 + 4x+ 6)3
dx+

*/�'.+ +

�
1

(x2 + 4x+ 6)3
dx =

1

2

�
(x2 + 4x+ 6)

′

(x2 + 4x+ 6)3
dx+

+

�
1

[(x+ 2)2 + 2]3
d(x+ 2) =

1

2

�
u−3du+

�
dv


v2 + (

√
2)2

�3 ,

����� u = x2 + 4x+ 6 	�� v = x+ 2. ��


I3 =

�
dv


v2 + (

√
2)2

�3
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	�� ��
 �� ��� �����������# 
�� ���������� �����	 �1�:� ���
 v ���
�	�
� x& 3 ���
�	� � n 	��

√
2 ���
�	� � a�,

I3 =

�
1

2
− 1

4(3 − 1)

�
I2 +

v

4(3 − 1)(v2 + 2)2
=

3

8
I2 +

v

8(v2 + 2)2
.

-�
& ��� �����	 �1�;� �� ��


I2 =
1

4
√

2
arctan

v√
2

+
v

4(v2 + 2)
,


���

I3 =
3

32
√

2
arctan

v√
2

+
3v

32(v2 + 2)
+

v

8(v2 + 2)2
.

��
 �� ��� �	�9 ��
� 
��� �	��� � I3 �� �1�0<� 	�� ���,

I =
1

2

�
u−3du+

�
dv


v2 + (

√
2)2

�3 =

1

2

u−2

−2
+

3

32
√

2
arctan

v√
2

+
3v

32(v2 + 2)
+

v

8(v2 + 2)2
.

���	��#& �� �	9� u = x2 + 4x+ 6 	�� v = x+ 2 :

I = − 1

4 (x2 + 4x+ 6)2
+

3

32
√

2
tan−1 x+ 2√

2
+

+
3(x+ 2)

32 [(x+ 2)2 + 2]
+

x+ 2

8 [(x+ 2)2 + 2]2
.

E������ ''. =���
� I =
�

dx
(x2+a2)(x2+b2)

�� 	�� �	���� � a 	��

b.
���� �� a = 0 = b.  ���

I =

�
x−4dx =

x−3

−3
.

���� �� a = 0, b �= 0.  ��� �� ���
 ������� ��
 ������ ��	�$


��� 
�� ��
���	�� ����
��, 1
x2(x2+b2)

. ��
 �� ���
� x2 �# u :

1

u(u+ b2)
=
A

u
+

B

u+ b2
,

�

1 = A(u+ b2) +Bu = (A+B)u+ Ab2.

+ A = b−2 	�� B = −b−2. =���� �	�9 
 x, �� ��


1

x2(x2 + b2)
=
b−2

x2
− b−2

x2 + b2
.
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 ���&

*/�''+

�
1

x2(x2 + b2)
dx = b−2

�
x−2dx− b−2

�
1

x2 + b2
dx =

= b−2x
−1

−1
− b−2 1

b
arctan

x

b
.

���� �� a �= 0, b = 0.  ��� I =
�

1
x2(x2+a2)

dx. 8�� �� �����	

�1�00� ��
� a ���
�	� � b 	�� ���

�
1

x2(x2 + a2)
dx = a−2x

−1

−1
− a−2 1

a
arctan

x

a
.

���� 	� a �= 0, b �= 0, a �= b. ��
 �� 
	9� 
�� ��	�
�� 1
(x2+a2)(x2+b2)

	��

������� �
 ��
 ������ ��	�
���� +���� 
��� �	�
 �"������� �� �� �	�

	 �	
��	� ����
�� � x2, ��
 �� ��
 u = x2 ��
 �
 �	���� 
 ��9 ��
�
�	�
�� � ������ �� 	
 ������	
�$��#.�� +

1

(x2 + a2)(x2 + b2)
=

A

u+ a2
+

B

u+ b2
.

 ���&

1 = A(u+ b2) +B(u+ a2) = (A+B)u+ Ab2 +Ba2.

*����& A+ B = 0 	�� Ab2 + Ba2 = 1, � A = 1
b2−a2 	�� B = − 1

b2−a2 .
���	��#&

�
1

(x2 + a2)(x2 + b2)
dx =

=
1

b2 − a2

��
1

x2 + a2
dx−

�
1

x2 + b2
dx

�
=

=
1

b2 − a2

�
1

a
arctan

x

a
− 1

b
arctan

x

b
.

�

���� 
� a = b �= 0.  ��� I =
�

1
(x2+a2)2

= I2, ��
� 
�� �
	
�� �

�����	 �1�;�� 6� ��� 
��� �	�
 �����	 	�� ���

I =
1

2a3
arctan

x

a
+

x

2a2(x2 + a2)
.
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,$ ������� �� �� ���������� ��� ������������� �(�������

:��� �� �� ���������� ���#����; �� ,� ���������� ���� �� ��� ����
��#� � ���#���� �� � ���#���� A���#� �� ��� ��������AE ?��% �� �� ��� ��E
<�� ������#� f(x) = exp(x) �� ��� � �������� ���#���� *���;4����� ��E+
,�� �� �� ���� ��� �� ���������� ���� :� ��� ���� �� �� � 
�	��������
	�
����
��� A������A ����9�� % � ���#���� �� ���������� �� �� �� A��������A
��" #������� ���� ��"�#�������� �2�#� "�)������ �� ��� �������� � �
���#���� �� ��� �����,���

P (x, y) =
n�

i=0

m�

j=0

aijx
iyj = a00 + a10x+ a01y + ... + anmx

nym,

����� aij ∈ R% �� #����" � ���������� �� ��� �����,���� � �	
�$
�	� ����
�� � 
� �	��	���� R(x, y) �� � F������� �� ��� ��������4

��� P (x, y), Q(x, y) �� ��� �����,���K R(x, y) = P (x,y)
Q(x,y)

. �� 	�����	��

����
�� � �� �	��	��� �� � ���� y = f(x) �� � ���5��� ����������
P (x, y) = a0(x) + a1(x)y + ...+ am(x)ym, ����� ai(x) ��� �����������
�� ��� �����,�� ���� #��I#����� �� R% ���� P (x, f(x)) = 0 ��� ��� ����
���,�� x �� ��� "�)������ "����� �� f. <�� ������#�% y =

√
x2 + 1

�� �� �,���# ,�#���� �� �� � ���� �� ��� �F������ 1 + x2 − y2 = 0. ��
���� ��� �� ��� ����

�
R(x, y)dx, ����� R(x, y) �� � �������� ���#����

��" y �� �� �� �,���# ���#���� �� #����" �� 	����	� ��
���	� *A�,�����A
#���� ���� ��� ���� �� ���  ���� ���������#��� ����� �,�� ��� ���4
������#���� ���"��" ��#� ���� ����+� (� ��� �� �,���# ���#���� y = f(x)
#�� ,� �2������" ,� ��"�#��� �� ��� ���� R(x, y) �� �� ���������� ���#4

����� <�� ������#�% R(x,
√
x2 + 1) = x+

√
x2+1

1+3
√
x2+1

�� �� ���������� ���#�����

���#� ���������� �� ���� #������ �� ���������� ���#����� ������� �� ����
�����#������% �� ������� ���� ���� ��"������� �� #������ �����

�$ ������� �� �� �-� ����
�
R(x,

√
ax+ b)dx, a �= 0

:� #�� ��"�#� ��� #���������� �� ��#� � ��������� �� ��� #����4
������ �� � ��������� �� � �������� ���#���� ,� ��� �������� #��� � ��
�����,��K u2 = ax + b ��� ax + b ≥ 0, a �= 0 *a, b ��� )2�" #��������+�

�� ��������� ,�#����

F (u) =

�
R

	
u2 − b

a
, u



2u

a
du.

��� G(x) = F
�√

ax+ b
�
�� � ��������� �� R(x,

√
ax+ b) *��� �������

*'�'7++�
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E������ '-. =���
� I =
�

1
1+
√

2x+3
dx. 6��
� u2 = 2x + 3,

2udu = 2dx =⇒ dx = udu, �

I =

�
u

1 + u
du =

�
u+ 1 − 1

u+ 1
du =

�
1du−

�
1

1 + u
du =

= u− ln |u+ 1| =
√

2x+ 3 − ln
�√

2x+ 3 + 1
�
.

.$ ������� �� �� �-� ����
�
R(x,

√
ax2 + bx+ c)dx, a �= 0,/-���

ax2 + bx+ c �� ��� � &������ �0(���
������ ���� a > 0. ���

ax2 + bx+ c =

	√
ax+

b

2
√
a


2

+ c− b2

4a
.

��� �� ��9� ��� �������� #���������K �� c− b2

4a
> 0, �� "����� �� ,� δ2

*��� �������� ���� ���,�� �� � �F����EE+N �� c− b2

4a
< 0, �� "����� �� ,�

−δ2. ���#� ax2 + bx+ c �� ��� � �����#� �F����% c− b2

4a
#����� ,� 5����

���% �� �� "�����
√
ax + b

2
√
a

= u, ���� du =
√
adx ��" ��� ���� ���

,�#����

*0�'+

�
R

�
u− b

2
√
a√

a
,
�
u2 ± δ2

�
1√
a
du.

������ ��� ���� a < 0. ���

ax2 + bx+ c = −
	√

−ax− b

2
√
−a


2

+ c− b2

4a
.

���% ������ c− b2

4a
�� �������� ,�#���� ax2 + bx+ c ≥ 0 *��������� ��

#����� "�)�� ��� �F���� ���� �� ��E+� �� ���� ���� �� ��� c− b2

4a
= δ2.

$�9�� ��� #��� � �� �����,�� u =
√
−ax − b

2
√−a , du =

√−adx, ��
 ��

�
R

�
u+ b

2
√−a√

−a ,
�
δ2 − u2

�
1√
−adu.

@��#�% �� ���� �� ���"� ��� �������� ����� ����� �� ��#� ���� ����K

?1 :
�
R(x,

�
x2 + δ2)dx

?2 :
�
R(x,

�
x2 − δ2)dx ��"

?3 :
�
R(x,

�
δ2 − x2)dx.

(� ��"�� �� ��������� ��� ��"�#�� �� ?1 ��" �� ?2 ��� #�� ��� ���
*�����+ ��,���������

*0�-+
�
x2 ± δ2 = x+ t,



0� 	�($((��� 
< (���(
��� ��! �(�
�
$��(� <���(
�� -3

����� t �� � ��� �����,��� �F����� �� *0�-+ ��  ��

x =
±δ2 − t2

2t
,
�
x2 ± δ2 =

±δ2 + t2

2t
��" dx =

∓δ2 − t2

2t2
dt.

��� ��� ���������� ?1 ��" ?2 ,�#���
�
R

	±δ2 − t2

2t
,
±δ2 + t2

2t


 ∓δ2 − t2

2t2
dt

���#� �� � ��������� �� � �������� ���#���� �� ��� ��� �����,�� t. ���4
���� �� ,� ��� �����"� "��#��,�" �� ��� �������� ��#���� ��" )�����

��� t =
�
x2 ± δ2 − x *��� ������� *0�-++�

E������ '/. ��
 �� ����
� I =
� √

3x2 − 4x+ 1dx. ����
 � 	��
�� ���
 ������ 
�� ����
	
�� � I 
 �� � 
�� ��� -1 � -2. +����

3x2 − 4x+ 1 =

	√
3x− 2√

3


2

− 1

3
.

 ��� �� u =
√

3x− 2√
3
, dx = 1√

3
du 	�� �� �����
��� ������

1√
3

� �
u2 − 1

3
du.

��
 �� �	9� �� 	� 4���� ����
�
�
��

*0�/+

�
u2 − 1

3
= u+ t, u = −

1
3

+ t2

2t
, du = −t

2 − 1
3

2t2
dt,

�
1√
3

� �
u2 − 1

3
du = − 1

4
√

3

�
t4 − 2

3
t2 + 1

9

t3
dt =

= − 1

4
√

3

�
t2

2
− 2

3
ln |t| − t−2

18

�
.

=���� �	�9 
 
�� ���
�	� �	��	��� x �� ��
 �t =
�
u2 − 1

3
− u, ���

�����	 �/�1��,

I = − 1

4
√

3
[

��
u2 − 1

3
− u

�2

2
− 2

3
ln

�����

�
u2 − 1

3
− u

�����−

−

��
u2 − 1

3
− u

�−2

18
].

  ��� 
�� �"������� � 
�� �����
��� I �� x �� ���
 ��
 �� 
��� �	�

�"������� u =

√
3x − 2√

3
, �
�� �� � ��
� ����
	
��� �� 
 
��

�����
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(� ��"�� �� ��������� ��� ��"�#�� �� ?3 �� #�� ��9� ��� ��,���������K

*0�0+
�
δ2 − x2 = xt+ δ.

�F����� ��" "���"�� ,� x ��  ��K

−x = xt2 + 2tδ =⇒ x = − 2tδ

t2 + 1
, dx =

2t2δ − 2δ

(t2 + 1)2
dt,*0�1+

�
δ2 − x2 =

−t2δ + δ

t2 + 1
.*0�6+

��

*0�&+

�
R(x,

�
δ2 − x2)dx =

�
R

	
− 2tδ

t2 + 1
,
−t2δ + δ

t2 + 1



2t2δ − 2δ

(t2 + 1)2
dt,

���#� �� � ��������� �� � �������� ���#���� �� ��� �����,�� t. ����� )�"�� 

�� �� ��� ������" �� t ��� �2�������� ���� *0�0+% t =

√
δ2−x2−δ
x

.

E������ '0. ��
 �� ��� �����	 �/�>� 
 ��� 
�� �����
��� �
I =

�
1

x+
√

4−x2dx.

�� 
��� �� ��	��� 
�� �	��	��� x ��
� 	 ��� �� t ���9� �� �/�/��,

*0�7+
√

22 − x2 = xt+ 2.

+& ����� �/�2� �� ��

�

1

x+
√

4 − x2
dx =

�
1

− 4t
t2+1

+ −2t2+2
t2+1

4t2 − 4

(t2 + 1)2
dt =

−2

�
t2 − 1

(t2 + 2t− 1)(t2 + 1)
dt.

+���� t2 + 2t − 1 = (t + 1 +
√

2)(t + 1 −
√

2), �� �	�� 
�� �������
�������
�� ��
 ������ ��	�
���

t2 − 1

(t2 + 2t− 1)(t2 + 1)
=

A

t + 1 +
√

2
+

B

t+ 1 −
√

2
+
Ct +D

t2 + 1
.

(� ���# ����
	
�� ��	�� 


*0�3+ A = − 1 +
√

2

4 + 2
√

2
, B = − 1

4 + 2
√

2
, C = D =

1

2
.

 ���

I = −2

�
t2 − 1

(t2 + 2t− 1)(t2 + 1)
dt = −2A

�
1

t+ 1 +
√

2
dt−

−2B

�
1

t + 1 −
√

2
dt− C

�
d(t2 + 1)

t2 + 1
− 2D

�
1

t2 + 1
dt =
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*0�'.+

= −2A ln
���t + 1 +

√
2
���−2B ln

���t+ 1 −
√

2
���−C ln(t2 +1)−2D arctan t,

����� A,B,C,D �	�� 
�� �������	� �	���� ��� �����	 �/�;�� ���
�/�:� �� ��


t =

√
4 − x2 − 2

x
.

6�
� 
��� �	�
 �	��� � t �� ��� �� �/�0<� 	�� �
	��

I = −2A ln

����
√

4 − x2 − 2

x
+ 1 +

√
2

����−

−2B ln

����
√

4 − x2 − 2

x
+ 1 −

√
2

����−

−C ln

��√
4 − x2 − 2

x

�2

+ 1

�
− 2D arctan

√
4 − x2 − 2

x
.

R����� -.   ����
� 
�� �����
��� -1 �� 	�� �	� ��� 
����$

��
��� ����
�
�
���� �� ���
	���& �� �� I =
�
R(x,

�
x2 + δ2)dx ��

��
 x = δ tan t, �� ��


dx =
δ

cos2 t
dt, I =

�
R(δ tan t,

δ

|cos t|)δ
1

cos2 t
dt.

 ��� �	�
 �����
��� �� 	 �	
��	� ����
�� � sin x 	�� cosx. 6� �����
��� �	
�� �� 
 ��
���	
� 	 �	
��	� ����
�� � sin x 	�� cosx.

E������ '1. ��
 �� �	9� x = a tan t �a > 0� 	�� ����
�

I =

� √
x2 + a2dx = a2

�
1

cos3 t
dt = a2

�
d(sin t)

cos4 t
= a2

�
du

(1 − u2)2
,

����� u = sin t. +����
1

(1 − u2)2
=

A

(1 − u)2
+

B

1 − u
+

C

(1 + u)2
+

D

1 + u
,

�� ��� A = B = C = D = 1
4
. +

I =
a2

4

��
du

(1 − u)2
+

�
du

1 − u
+

�
du

(1 + u)2
+

�
du

1 + u

�
=

a2

4

�
1

1 − u
− ln(1 − u) − 1

1 + u
+ ln(1 + u)

�
=
a2

4

	
2u

1 − u2
+ ln

1 + u

1 − u



.

=���� �	�9 
 t �� �
	��

I =
a2

4

	
2 sin t

cos2 t
+ ln

1 + sin t

1 − sin t



.
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-�
 t = arctan x
a
, 
��� I ��	��# ������,

I =
a2

4

�
2 sin


arctan x

a

�

cos2

arctan x

a

� + ln
1 + sin


arctan x

a

�

1 − sin

arctan x

a

�
�
.

R����� /.   ����
�
�
R(x,

�
x2 − δ2)dx �� �	� ��� sinhx 	��

cosh x. ?��	�� 
�	
 sinhx = expx−exp(−x)
2

	�� coshx = expx+exp(−x)
2

. �
 ��
�	�# 
 ��� 
�	


*0�''+ cosh2 x− sinh2 x = 1.

*����& �� �� ��
 x = δ cosh t �� ��
 dx = δ sinh tdt 	��
�
x2 − δ2 =

δ |sinh t| .  ��� �� ��
���	� ������ 	 �	
��	� ��
���	� �� sinh x 	��
cosh x.

  ����
�
�
R(x,

�
δ2 − x2)dx �� �	� ��� 
�� 
������
��� ���$

�
�
�
�� x = δ sin t.  ��� dx = δ cos tdt 	��
�
δ2 − x2 = δ |sin t| . +

�� ��
���	� ������� 
 	� ��
���	� � 	 �	
��	� ����
�� �� sinx 	��
cosx.

�$ ������� �� �� �-� ����
�
xm(axn + b)pdx, /-��� m,n, p ���

���1��� �������� �(�'��� ��� a, b �= 0
��� m = m1

m2
, n = n1

n2
��" p = p1

p2
,� ����� ���5��� �������� ���,���

*���#����� ��� ������)�"+ ����m1, n1, p1,m2, n2, p2 ������� ���,��� ��"
m2, n2, p2 > 0. �� �2�������� xm(axn + b)pdx �� #����" � �����	�
��!����
�	� ���� (� ����� �� � "�B�������� ���#���� F (x) ��#� ����
dF (x) = xm(axn + b)pdx �� ��� ���� ��� ,������� "�B�������� �� �"	�

��" ��� ���#���� F (x) �� � �����
��� �� ��� � ����
�
�
�� �� � #��� � ��
��� �����,�� x ���� � ��� �����,�� t �� �� �F������ �� ��� ���� g(x) = t,
����� g �� � "�B���������� �� � )2�" �������� J *g �� �� #���� C1 ��"
��� �� ������� x = g−1(t) ���� �� #���� C1+� � ��,��������� #�� ,�
����������" �� � ����� #���� h(x, t) = g(x) − t = 0. �� ��,���������
�� #����" A��������A �� ��� #�� )�" � �������� ����������5����� �� ���
#���� h(x, t) = 0, ���� �� ��� #�� )�" ��� �������� ���#����� R1(u),
R2(u), ����� u ∈ L, � ���� ��������% ��#� ���� h(R1(u), R2(u)) = 0

��� ��� u ∈ L. <�� ������#�% (3x+ 5)
5
3 = t �� � �������� ��,���������

,�#���� ��� x = R1(u) = u3−5
3
, ��" t = R2(u) = u5, �������� ���#�����

�� u, ��� ���K (3R1(u) + 5)
5
3 = R2(u). �� ��� ��" �� '34�� #������% ���

 ���� ������� ���������#��� 	� �� ��,����� �����" � ,���# ������� ��
��#� ,������� "�B�������� ����� *�� ��� �2�����#� �� ����� ����������+�
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T
����� '-. �=��#����� @�� �	� ��� 	� ��
���	� � 	 �	
��	�
����
�� �
	�
��� ���

�
xm(axn + b)pdx, �# �	9��� ��	
��	�� ����
�$


�
���& �� 	�� ��# �� m,n 	�� p 	�� �� �� � 
�� ������� 
����
��
�	
���,

=	�� 0� p �� 	� ��
���� �p2 = 1��
=	�� �� p �� �
 	� ��
���� ��
 m+1

n
�� 	� ��
�����

=	�� 1� p �� �
 	� ��
����& m+1
n

�� �
 	� ��
����& ��
 m+1
n

+ p ��
	� ��
�����

P����. :� ����� ���� ��� ��#� ���� �� �� ��� �� ��� �� ��� �����
#���� �,���% ���� ��� ���� ��� #�� ,� A���������5�"A% ���� ����� �� �
��F���#� �� A�������� ��,����������A �� �����,��� ��#� ���� ��� ,�������
"�B�������� ���� xm(axn+b)pdx ,�#���� � �������� "�B�������� ����% ����
� "�B�������� ���� �� ��� ���� Q(u)du, ����� Q �� � �������� ���#���� ��
� ��� �����,�� u. �� ������� ���� �� ��� ������� #����� ,� �����" ,�
���������� ������ (� �������� "��� 9�����" � �� �� �,���# ���������

<���� �� ��� ��� �� ��9� ��� ������� ��,���������K xn = t *�� n �= 1; ��
n = 1 �� ���� "���#��� �� ��� ��#��" ���� �� ��� �������� �������� +�

��� x = t
1
n ��" dx = 1

n
t
1
n
−1dt. @��#�% ��� ,������� ���� ��� ,�#����

*0�'-+
1

n

�
tq(at+ b)pdt,

��� �	����	� ��� �� ��� ,������� ���� ���� @��� �� "�����" m+1
n

− 1
,� q. (�  ������% ���#� q = m+1

n
− 1 ��" p ��� �������� ���,��� ��

���� �� ��� �2�������� t
m+1
n
−1(at + b)p ��� ��"�#���� (� �� ��" ����

��� ��"�#��% �� #���" ,� ���� �� #��� � ��� �����,�� t ���� ������� ���
u ��#� ���� ��� ��� "�B�������� ���� ,�#���� ��������� <�� ������#�%
��

�
t−4(3t + 4)−

1
3dt �� ���� ���� ��� ��"�#��% �� �� A9���A �� ,� ���

�,����� ��,��������� 3t+ 4 = u3, �� t = u3−4
3

��" dt = u2du. ��� ���
���� ���� ��� ,�#����

34

� �
u3 − 4

�−4
u−1u2du = 81

�
u

(u3 − 4)4
du,

���#� �� � ��������� �� � �������� ���#����� :� "�#������ u
(u3−4)4

����

������ ���#�����% ��#�
��� �� #��� ,�#9 �� ���  ������ #��� �� ��� ��������� *���� �������

*0�'-++�
���� #� p �� �� ���� ���
(� q �� ���� �� ���� ��% �� ���� ������ �� "�% ��� ���� ���" tq(at+b)p

,��� ���������
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(� q = m+1
n

− 1 �� ��� �� ���� ��% ���� �� m+1
n

�� ��� �� ���� ��% q =
q1
q2
, ������)�" ��" q1, q2 ���� ��� ���� q2 �= 1, ���� ��� �,����� ��,�����4

���� t = uq2 ��9�� ��� ,������� "�B�������� ���� tq(at+ b)pdt ���������
(�"��"%

tq(at + b)pdt = uq1 (auq2 + b)p q2u
q2−1du

�� �������� ,�#���� q1, q2 ��" p ��� ���� ����
���� )� p �� ��� �� ���� ��% ,�� m+1

n
�� �� ���� ��� ��� p = p1

p2
,

������)�" ��" p1, p2 ���� ���% ���� p2 �= 1. ��� ��� ��,���������
at+ b = up2  ��� ���� �� � �������� "�B�������� ����� (�"��"% ���� ����
q = m+1

n
− 1 �� �� ���� ��% t = up2−b

a
��" dt =

p2

a
u
p2−1du, ��

tq(at+ b)pdt =

	
up2 − b

a


q
up1

p2

a
u
p2−1du

�� �������� ,�#���� p1, p2 ��" q ��� ���� ����
���� +� p = p1

p2
�� ��� �� ���� �� ��" m+1

n
�� ��� �� ���� �� ����

(� ���� #��� �� ��9� ��� �������� A���#9A �� ��� #�����#�� "�B��4
������ ����K

*0�'/+ tq(at + b)pdt = tq+p
	
at+ b

t


p
dt.

:� ����� ��� ��� ���� �"�� ��9� �,����
(� q + p = m+1

n
− 1 + p �� �� ���� ��% ���� �� m+1

n
+ p �� �� ���� ��%

���� ��� �,����� ��,��������� at+b
t

= up2 % ����� p2 �� ��� "����������

�� p, ���"� �� � �������� "�B�������� ����� (�"��"% ���� ����

t =
b

up2 − a
= b (up2 − a)−1 ,

dt = −bp2up2−1 (up2 − a)−2 du,

��

tq+p
	
at + b

t


p
dt = bq+p (up2 − a)−(q+p) up1 (−bp2)up2−1 (up2 − a)−2 du.

���#� q + p, p1 ��" p2 ��� ���� ���% ���� ���� ���� "�B�������� ����
�� �������� ��" ��� �����#����� A⇐=A �� ��� ������� �� #���������
�����"� �

R����� 0.  �� ���� � ����� �	
��	��# 	���	��� ������ 
�� ���
� 
�� 	��� 
����� 0� �	� 	�� �� �	�����	
�� �� 
�� ������� �	#�
���
�	� � 
�� �
���9� ���� �� �����	 �/�01� �� �	� ��� 
�� �������
��,

*0�'0+ tq(at+ b)pdt =

	
t

at + b


q
(at+ b)p+qdt.
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+���� q + p �� 	� ��
����& 	�� ����� q = q1
q2
�� ��������� ��
� q2 �= 1

�� �	9� 
�� �	
��	� ����
�
�
�� t
at+b

= uq2 �� ���� 
 �9���� 
�� ��#
�	���	� ����� 	���	�� �� �/�0/� ����	��� q �� �
 	� ��
����%%�� ��&

t = b (u−q2 − a)−1 	�� dt = bq2u
−q2−1 (u−q2 − a)−2 du.  ��� �����	

�/�0/� ������
	

t

at+ b


q
(at+b)p+qdt = uq1 (1 − auq2)−(q+p) bq2u

−q2−1
�
u−q2 − a

�−2
du,

����� �� 	 �	
��	� ��!����
�	� ��� ���	��� q+p, q1 	�� q2 	�� ��
������

:�  ��� ��� ���� �2������ �� ���#� �� ���#��#���� ��� ��� ������
�2����" �,����

E������ '6. ?����� 
 	� ��
���	� � 	 �	
��	� ����
�� 	�� 
���
����
� 
�� ������� ��
���	�,

�
3
√
x (2 + 3

√
x)
−2
dx. *��� m = 1

3
, n =

1
2
	�� p = −2.  ��� �� 	�� �� =	�� 0 � 
�� =��#���� 
������ ��
 ��

�	9� 
�� �	����	� ����
�
�
��

t = x
1
2 � x = t2, dx = 2tdt.

+ �
3
√
x
�
2 + 3

√
x
�−2

dx = 2

�
t
5
3 (2 + 3t)−2 dt.

�� �� �9���� 
�� �	���	� t
5
3 �# �	9��� 
�� ��� ����
�
�
�� t = u3.

 ���

2

�
t
5
3 (2 + 3t)−2 dt = 6

�
u5(2 + 3u3)−3u2du

by parts
=

−1

3

�
u5


(2 + 3u3)−2

�′
du =

−1

3

�
u5(2 + 3u3)−2 − 5

�
u4(2 + 3u3)−2du

�
=

−1

3

�
u5(2 + 3u3)−2 +

5

9

�
u2


(2 + 3u3)−1

�′
du

�
by parts

=

*0�'1+ −1

3

�
u5(2 + 3u3)−2 +

5

9

�
u2(2 + 3u3)−1 − 2

�
u

2 + 3u3
du

��
.

 ��� �	�
 ��
���	�
�

u

2 + 3u3
du =

1

3

�
u

2
3

+ u3
du =

1

3

�
u

a3 + u3
du,
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����� a = 3

�
2
3
, �� 	� ��
���	� � 	 �	
��	� ����
��� 6� �	� ��
���	
� �


�# 
�� ���	� ��
��� � ��������� � 
�� ��
���	�� u
a3+u3

��
 ������
��	�
���,

u

a3 + u3
= − 1

3a

1

u+ a
+

1

3a

u+ a

u2 − ua+ a2
.

*����&

1

3

�
u

a3 + u3
du = − 1

9a

�
1

u+ a
du+

1

18a

�
2u− a + 3a

u2 − ua+ a2
du =

*0�'6+ − 1

9a
ln |u+ a| +

1

18a
ln

��u2 − ua+ a2
�� +

1

6

�
1

u2 − ua+ a2
du.

��
 �� ��	��	
� 
��� �	�
 ��
���	�,
*0�'&+�

1

u2 − ua + a2
du =

�
d(u− a

2
)

�
u− a

2

�2
+

�
a
√

3
2

�2 =
2

a
√

3
arctan

2u− a

a
√

3
.

=���� �	�9 ��
� 
��� �����
 
 �����	 �/�0A� �� ��
,

1

3

�
u

a3 + u3
du = − 1

9a
ln |u+ a| +

1

18a
ln

��u2 − ua+ a2
��+

+
1

3a
√

3
arctan

2u− a

a
√

3
.

�� �� � �	�9 
 �����	 �/�02� 	�� ���,

2

�
t
5
3 (2 + 3t)−2 dt = −1

3
{u5(2 + 3u3)−2+

+
5

9
[u2(2 + 3u3)−1 − 2

3
− 1

9a
ln |u+ a| +

1

18a
ln

��u2 − ua+ a2
��+

+
1

3a
√

3
tan−1 2u− a

a
√

3
]}.

��& ���
�	� � u ��
 �� ��
 t
1
3 	�� �
	��,

2

�
t
5
3 (2 + 3t)−2 dt = −1

3
{t 53 (2 + 3t)−2 +

5

9
[t
2
3 (2 + 3t)−1−

−2

3
− 1

9a
ln

���t 13 + a
��� +

1

18a
ln

���t 23 − t
1
3a + a2

��� +
1

3a
√

3
tan−1 2t

1
3 − a

a
√

3
]}.

-�
 t = x
1
2 , � �� ���
�	� ��
���	� ��,

�
3
√
x
�
2 + 3

√
x
�−2

dx = −1

3
{x 5

6 (2 + 3x
1
2 )−2 +

5

9
[x

1
3 (2 + 3x

1
2 )−1−
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−2

3
− 1

9a
ln

���x 1
6 + a

���+
1

18a
ln

���x 1
3 − x

1
6a + a2

���+
1

3a
√

3
tan−1 2x

1
6 − a

a
√

3
]}.

����� a = 3

�
2
3
.

R����� 1.  �� �	�
 �"	���� 0A �� 	 ���# �	�
����	� �"	���� � 	
��� �����	� ��
�	
��� ��
 x1, x2, ..., xn �� n ����������
 �	��	����� (
����	� �� 
���� �	��	���� x1, x2, ..., xn �� 	� �"������� � 
�� ���

ak1,k2,...,knx
k1
1 x

k2
2 ...x

kn
n ,

����� ak1,k2,...,kn �� 	 ��	� ������ 	�� k1, k2, ..., kn 	�� �����	
��� ��
�$
���� �
��# �	# �� 	�� ����� ( ���
� ��� � ���� �"�������� �� �	����
	 ��#���	� P = P (x1, x2, ..., xn) �� 
�� n �	��	���� x1, x2, ..., xn. (
�	
��	� ����
��

R = R(x1, x2, ..., xn)

�� n �	��	���� �� 	 )�
���
 R = P
Q
� 
� ��#���	�� �� n �	��	�����

( �	
��	� �"������� � ������ �	���	�� �� �
	���� ��� 	 �	
��	�
����
��

R(x1, x2, ..., xn) �� n �	��	���� �# ����
�
�
��� 
�� �	��	��� xi ��
� 	

�	���	� �"������� � 
�� ���
�
ax+b
cx+d

�pi
qi , ����� x �� �� ��� �	��	���

� ��
���	
���& a, b& c, d 	�� ��	� ������� ��
� det

	
a b
c d



�= 0 	��

pi, qi 	�� ����� �	
��	� �������� *��� i ��� ��� 1 �� 
 n. +��� 	
�	
��	� �"������� � ������ �	���	�� ���	��# 	���	�� ��9�,

*0�'7+ R

�	
ax+ b

cx+ d


p1
q1

,

	
ax+ b

cx+ d


p2
q2

, ...,

	
ax+ b

cx+ d


pn
qn

�
.

  ��
���	
� ���� 	 ����
�� � x �� �	9� 
�� �	
��	� ����
�
�
��

*0�'3+
ax+ b

cx+ d
= tq,

����� q �� 
�� ��	�
 ���� ���
���� �lcm� � 	�� 
�� ������	
��
q1, q2, ..., qn � 
�� ����� �

ax+b
cx+d

. �
 �� ���	� 
�	
 
�� ��� �
	����
��!����
�	� ��� �� t �� 	 �	
��	� ��� ������& �
	�
��� ���

�
R

�	
ax+ b

cx+ d


p1
q1

,

	
ax+ b

cx+ d


 p2
q2

, ...,

	
ax+ b

cx+ d


pn
qn

�
dx,

	�
�� ����
�
�
��& �� ��
,

q (ad− bc)

�
R (ts1, ts2 , ..., tsn)

tq−1

(ctq−1 − a)2
dt,
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���	���& ��� �/�0;� x = tqd−b
a−tqc 	�� dx = q (ad− bc) tq−1

(ctq−1−a)2dt. *���

si = pi
qi
q 	�� �	
��	� ������� ���#.��  ���& 
�� �
	���� ��
���	� �� 	�

��
���	� � 	 �	
��	� ����
�� �� 
�� �	��	��� t.
�� ���
	���& �� �� �"	���� 0A 
�� ���� �"������� ax+b

cx+d
��$

��� �	���	�� �� �����# x. ��& 
�� �	
��	� ����
�� �� R(x1, x2) =
x1 (2 + 3x2)

−2 , p1
q1

= 1
3
, p2
q2

= 1
2
	�� q = lcm(3, 2) = 6. + 
�� �	
$

��	� ����
�
�
�� �� x = t6 	�� �� ��
,
�

3
√
x
�
2 + 3

√
x
�−2

dx = 6

�
t2

�
2 + 3t3

�−2
t5dt,

�
��

E������ '&. ��
 �� ����
� 
�� ��
���	� I =
�
x3 3
√

1 + x2dx.
+���� m = 3, n = 2 	�� p = 1

3
, p �� �
 	� ��
���� 	�� m+1

n
= 2

�� 	� ��
����& �� 	�� �� =	�� �� 6� �	� ��� 
�	
 �
 �� ������� 
 ��

�����
�#

*0�-.+ 1 + x2 = u3 , u =
3
√

1 + x2

���
��
 �	9��� ���
 � 	�� x2 = t, ��#.��  ���&

2xdx = 3u2du =⇒ dx =
3u2

2x
du.

��
 �� ��� �	�9 
 �� ��!����
�	� ��� x3 3
√

1 + x2dx 	�� ������

���� ��� ����
�
�
���,

x3 3
√

1 + x2dx = x3u
3u2

2x
du =

3

2
x2u3du =

3

2
(u3 − 1)u3du.

+
�

3

2
(u3 − 1)u3du =

3

2

	
u7

7
− u4

4



=

3

14

�
1 + x2

� 7
3 − 3

8

�
1 + x2

� 4
3 .

E������ '7. ��
 �� ����
� �� I =
� √

1+x2

x4
dx.  ��� �� 	 ���$

��	� ��
���	� ��
� m = −4, n = 2 	�� p = 1
2
. +���� p �� �
 	� ��
����&

m+1
n

= −3
2
�� 	�� �
 	� ��
����& ��
 m+1

n
+p = −1 �� 	� ��
���� �=	��

1�& �� �	� �����
�# �	9� 
�� ����
�
�
�� 1+x2

x2
= u2 ����	��� t = x2 ��

�����	 �/�01��� +

1 + x2 = u2x2, x2 =
1

u2 − 1
, 2xdx = 2x2udu+ 2u2xdx,

dx =
x2u

x− u2x
du =

xu

1 − u2
du.
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 ���& �� ��!����
�	� ��� ������ ��� ������� ��# 
�� �	�� x > 0
	�� u ∈ (1,∞)�,

√
1 + x2

x4
dx =

ux

x4

xu

1 − u2
du =

u2

x2(1 − u2)
du =

=
u2

�
1

u2−1

�
(1 − u2)

du = −u2du.

���	��# �� ��
,
� √

1 + x2

x4
dx = −

�
u2du = −u

3

3
= −1

3

	
1 + x2

x2


 3
2

.

 �� ���
 ���	 �� 
 �	9� ����	�� ����
	
��� ��
 
	9��� ���
 �

�� �����
�� ��	��� � ��!����
 �"�������� ����� 	���	� ������ ���$
�
�
�
���%� 	��& �� 
�� ���& 
 �����# �# 	 �����
 ��!����
�	
�� 
��
�
	���� �����
� �� �� �"	����&

�
−1

3

	
1 + x2

x2


 3
2

�′
=

√
1 + x2

x4
, x �= 0.

*����& �� ���
� � 
�� ��)����� ����
	
��� ����� 	���	��� ������ 	 �	�$


����	� ����
	
��& 	 �����
��� � 
�� ��!����
�	� ���
√

1+x2

x4
dx, �

�	�� ��
���	� ����� ��� �
 ��
	�� 0, �� −1
3

�
1+x2

x2

� 3
2

.

R����� 6. �� �����	�& 	 �����
��� � 
�� ����
R(x,

�
anxn + an−1xn−1 + ... + a0)dx,

����� an �= 0 	�� n > 2 �� �
 	� ������
	�# ����
��� -# 	� ���$
���
	�# ����
�� �� ������
	�� 	 ����
�� ����� �� 	 �����
�� �
�	
��	� ����
���& 
������
��� ����
���& �"����
�	� ����
��� 	��
��	��
�� ����
���� �� n = 3 �� �����
��� �� �	���� 	� �����
�� ��
�$
��	�� �� �����	�& �� 
�� ��
���	�� ����
�� �� 	 �	
��	� �"������� �����
��
	��� �	���	�� � ��#���	��& 
��� �
 �� �	���� 	� 	����	� ��
���	� ���
����# � 
�� ���	
 ���	# �	
���	
���	�& ����� (����� �� ���
	���&

�
x2

�
2 + 5x3

� 3
5 dx =

1

15

� �
2 + 5x3

� 3
5 d(2 + 5x3) =

=
1

15

�
u
3
5du =

1

15

u
3
5
+1

3
5

+ 1
=

1

24

�
2 + 5x3

� 8
5 ,

�� 	� ������
	�# ����
��� -�
&
� √

1 + x4dx �� �
 	� ������
	�#

����
��� ������& ��
 �� �	9� x4 = t. +& x = t
1
4 , dx = 1

4
t−

3
4dt 	�� 
��
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��
���	� ������,
1

4

�
t−

3
4 (1 + t)

1
2 dt.

 �� �	�
 ��
���	� �� 	 �����	� ��
���	� ��
� m = −3
4
, n = 1 	�� p = 1

2
.

+���� p �� �
 	� ��
����& m+1
n

= 1
4
�� 	�� �
 	� ��
���� 	�� m+1

n
+ p

= 3
4
�� �
 	� ��
����& �� 	�� �� � �� � 
�� 
���� �	��� � 
�� =��#���


������ + �� �	��
 ������ 
��� �����
��� 
 	 �	
��	� �����
��� �#
�	
��	� ����
�
�
���� @� B�& ��
 
�� )���
�� �� �
��� 	����% �� 
����
	� ������
	�# ��!����
�	��� ����
�� F (x) ���� 
�	
 F ′(x) =

√
1 + x4?

 �� 	����� �� �& ��
 �� ���� 	 �
 � ������ '	
���	
��� 
 ���� �
%

%� ������� �� �� �-� ����
�
R(cosx, sin x)dx, /-��� R(x1, x2)

�� � �������� �(������
�� �����	� ��
�� #������� �� ��� �������� #��� � �� �����,���

������ ���� x ,���� � �� �� �������� J �� ���#� ��� ���#���� x→ tan x
2

�� �������,�� ��" ��� ������� �� �� #���� C1. ���#�

cos x =
1 − tan2 x

2

1 + tan2 x
2

, sinx =
2 tan x

2

1 + tan2 x
2

,

�� �� ��������� �� ��� t = tan x
2
, x = 2 arctan t, dx = 2

1+t2
dt, ��

�
R(cosx, sin x)dx =

�
R

	
1 − t2

1 + t2
,

2t

1 + t2



2

1 + t2
dt,

���#� �� �� ���� ��� �� � �������� ���#����% ��#�

E������ '3. ��
 �� ��� 
��� ����
�
�
�� 
 ����
�

I =

�
1

1 + sin x+ cosx
dx.

I =

�
1

1 + 2t
1+t2

+ 1−t2
1+t2

2

1 + t2
dt =

�
1

t+ 1
dt =

= ln |t+ 1| = ln
���tan

x

2
+ 1

��� .

R����� &. +��
���� 
��� ����
�
�
�� �� �
 �����	
�� ���	��� �

��	�� 
 	 ���# ������	
�� ����
	
���

�� R(cosx, sin x) �	� �� ���

�� 	� S(cosx) sin x � 	� T (sin x) cosx,
����� S(y) 	�� T (y) 	�� �	
��	� ����
���& 
��� �� ��
���	� ������
��
���

*0�-'+

�
R(cosx, sinx)dx =

�
S(cosx) sin xdx =

= −
�
S(cosx)d(cosx) = −

�
S(u)du,
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����� u = cosx, �

*0�--+

�
R(cosx, sin x)dx =

�
T (sin x) cosxdx =

=

�
T (sin x)d(sin x) =

�
T (v)dv,

����� v = sin x.

E������ -.. �� �� �	�
 
 ����
� I =
�

sin4 x cos3 xdx �# 
��
�����	� ����
�
�
�� t = tan x

2
, �� ��
 	 ���# ������	
�� ��
���	� � 	

�	
��	� ����
�� �� t ���# �� �
 � ������	
��.�

I =

� 	
2t

1 + t2


4 	
1 − t2

1 + t2


3
2

1 + t2
dt.

-�
& �� �� ��� 
�� ����
�
�
�� ��������� �� �/����& �� ��
,

I =

�
sin4 x cos2 x cosxdx =

�
sin4 x(1 − sin2 x)d(sin x) =

=

�
v4(1 − v2)dv =

v5

5
− v7

7
=

sin5 x

5
− sin7 x

7
.

R����� 7. +����� �� 
�	
 cosx 	�� sin x 	���	� 
 ���� �����
��

R(cosx, sin x).  ��� 	��	#� �� �	� ���
� R(cosx, sinx)dx 	�

S(tanx)
1

cos2 x
dx = S(tanx)d(tan x) = S(u)du,

����� u = tan x 	�� S �� 	 �	
��	� ����
�� � u ���# 	�� � 
����.��
 �� ����
�
�
�� u = tan x �	� 	�� �� ��� ���� �� 
��� �	���� ��
���
	���&

�
sinxdx

sin3 x+cos3 x
dx �	� �� ��	
��	������ �# ��
��� tan x = u.

E������ -'. ��
 �� ����
� I =
�

cos2 x
1+sin2 x

dx �# 
��� �	�
 ��
��

�
�� �����	� ����
�
�
�� t = tan x
2
�� �
 �� 	
 	��%$��#.�� +����

1 + tan2 x = 1
cos2 x

, 	�� ����� u = tan x ������� 
�	
 x = tan−1 u 	��
dx = 1

1+u2
du, �� ��


�
cos2 x

1 + sin2 x
dx =

�
1

1
cos2 x

+ tan2 x
dx =

�
1

(1 + 2u2) (1 + u2)
du.

6� ���
 ������� ��
 ������ ��	�
��� 
�� �	
��	� �"�������

1

(1 + 2u2) (1 + u2)
.
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C �
 #� ����# 
 ��	��� �� 	 �������
�� � 	 �����	� 
#��,

1

(1 + 2u2) (1 + u2)
=
Au+B

1 + 2u2
+
Cu+D

1 + u2
,

���	��� �� �	� 
���9 � 
��� �	
��	� �"������� 	� 	 �	
��	� ����
��
� t = u2, � �� �����# ��	��� �� 	 �������
�� � 
�� ������� 
#��,

1

(1 + 2u2) (1 + u2)
=

A

1 + 2u2
+

B

1 + u2
.

+ A = 2 	�� B = −1. *����&
�

cos2 x

1 + sin2 x
dx = 2

�
1

1 + 2u2
du−

�
1

1 + u2
du =

=
√

2

�
1

1 +
�√

2u
�2d

�√
2u

�
−− arctan u =

=
√

2 arctan
�√

2u
�
− arctan u =

√
2 arctan

�√
2 tan x

�
− x.

��������� �� �� ������ �� �2���" ��� #����������� ���� ����������
�� ���#����� �� ���� �����,��� ,�� ���� ������ �� ��� #�����2 ���,��
)��" C� ��� f(x) = f1(x) + if2(x), ����� i =

√
−1 ��" f1, f2 : I → R%

��� ��� #��������� ���#����� �� ���� �����,�� x. ��� ��� ������� #����"
��� *����+ #��������� �� f. �� f : I → C �� #��������� *��� �������� (%
C��D% ��F���#�� �� #�����2 ���,���% ��#�+� $�������% f �� "�B�������,��
�� I �� ��" ���� �� f1 ��" f2 ��� "�B�������,�� �� I ��" ���� f ′ = f ′1+if ′2
*��� ��� ������#� �������� (% C��D+� ���

�
f(x)dx =

�
f1(x)dx+ i

�
f2(x)dx.

*���;+� ��� �� #������ ��� ������#�
�

exp(ix)dx =

�
cosxdx+ i

�
sin xdx = sinx− i cosx =

=
1

i
(cosx+ i sin x) =

1

i
exp(ix).

:� ��� ���� ���� ���� ��� ����� ����� ��� #������� ���������� �� ���
���� �����" ���#����� �2���"� ��������� �� #�����2 �����" ���#����� ��
���� �����,���� ��� �� ���� ,�#���� ��#� �2������� ���9� �� ��� #��� ��
��� "�B�������� #��#���� *��� �������� (% C��D+� �� �� #�� "���#��� �����

�
exp(ix)dx =

1

i

�
exp(ix)d(ix) =

1

i

�
exp udu =

1

i
expu =

=
1

i
exp(ix) = −i exp(ix).
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*i �� � #������� #�����2 ���,��+� ���� ������ �"��� ��� ���� �������
�� #������� ����� ���������� �� ���� �����" ���#������

E������ --. ��
 a, b �� 
� ��	� ������� 	�� ��

I(a, b) =

�
exp(ax) sin(bx)dx �� 	 �����
��� � exp(ax) sin(bx). (�$

���� 
�	
 a, b �= 0 �
������� 
�� ��
���	� �� 
����	�%�� 6� �	� ����
�
I(a, b) �# ��
���	
��� �# �	�
� 
� 
����,

I(a, b) =

�
exp(ax)

�
−1

b
cos(bx)

�′
dx =

by parts
= −1

b
exp(ax) cos(bx) +

a

b

�
exp(ax) cos(bx)dx =

−1

b
exp(ax) cos(bx) +

a

b2

�
exp(ax) [sin(bx)]′ dx =

by parts
= −1

b
exp(ax) cos(bx) +

a

b2
{exp(ax) sin(bx) − aI(a, b)} =

=
a

b
exp(ax)

�
sin(bx)

b
− cos(bx)

a

�
− a2

b2
I(a, b).

+ 	
1 +

a2

b2



I(a, b) =

a

b
exp(ax)

�
sin(bx)

b
− cos(bx)

a

�
,

�

I(a, b) =
ab

a2 + b2
exp(ax)

�
sin(bx)

b
− cos(bx)

a

�
=

=
1

a2 + b2
exp(ax) [a sin(bx) − b cos(bx)] .

(�
��� ��	�
�� �	# 
 ����
� 
��� ��
���	� �� �	��� � 
�� 	���
���	�� ��
 J(a, b) =

�
exp(ax) cos(bx)dx 	�� ��
 
�� �����" ������

J(a, b) + iI(a, b) =

�
exp(ax) exp(ibx)dx =

�
exp [(a + bi)x] dx =

1

a+ bi
exp [(a + bi)x] =

a− bi

a2 + b2
exp(ax) exp(ibx) =

exp(ax)

a2 + b2
(a− ib) [cos(bx) + i sin(bx)] =

exp(ax)

a2 + b2
[a cos(bx) + b sin(bx)] + i

exp(ax)

a2 + b2
[a sin(bx) − b cos(bx)] .

 ���

J(a, b) =
exp(ax)

a2 + b2
[a cos(bx) + b sin(bx)]
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	��

I(a, b) =
exp(ax)

a2 + b2
[a sin(bx) − b cos(bx)] .

R����� 3. ( �	# 
 ����
� �����
���� � 
�� ���
�
R(cosmx, sinnx)dx,

����� m,n 	�� �	
��	� ����� ������� �� 
 ��� 4����5� �����	�,

*0�-/+ cosmx =
exp(imx) + exp(−imx)

2
,

*0�-0+ sinnx =
exp(inx) − exp(−inx)

2i

	�� 
 ������ 
�� ����
	
�� 
 	 �����
��� � 	 �����" �	���� ����$

�� �� 	 ��	� �	��	�����

E������ -/. ��
 �� ����
� 	 �����
��� �� 
�� 
������
���
��!����
�	� ��� sin 3x cos4 xdx.

+���� sin 3x = exp(3ix)−exp(−3ix)
2i

	�� �����

cos2 x =
1 + cos 2x

2
=

1

2
+

exp(2ix) + exp(−2ix)

4
=

=
1

4
[2 + exp(2ix) + exp(−2ix)] ,

cos4 x =
1

16
[6 + exp(4ix) + exp(−4ix) + 4 exp(2ix) + 4 exp(−2ix)] ,

�� �	� �
sin 3x cos4 xdx =

1

32i

�
[exp(3ix) − exp(−3ix)]×

× [6 + exp(4ix) + exp(−4ix) + 4 exp(2ix) + 4 exp(−2ix)] dx =

=
1

32i

�
[6 exp(3ix) + exp(7ix) + exp(−ix) + 4 exp(5ix) + +4 exp(ix)−

−6 exp(−3ix)− exp(ix)− exp(−7ix)− 4 exp(−ix)− 4 exp(−5ix)]dx =

=
1

16

�
[6 sin(3x) + sin(7x) + 3 sin x+ 4 sin 5x]dx =

−1

8
cos 3x− 1

112
cos 7x− 3

16
cosx− 1

20
cos 5x.
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E������� -. ��
 In =
�

sinn xdx, ����� n > 2, 	�� n = 2k �� ����
�k > 1)� �� n �� �� �
 �� �	���� 
 ���
�

sinn xdx = − sinn−1 x d(cosx) = −(1 − u2)
n−1
2 du,

�
�� ��
 �� ����
� In �# ���
�# ������ 	 ���������� �����	,

I2k =

�
sin2k xdx =

� �
sin2k−2 x

�
(1 − cos2 x)dx =

I2k−2 −
�

sin2k−2 x cosxd(sin x)
by parts

=

= I2k−2 − [sin2k−1 x cosx−

−
�

sinx
�

(2k − 2) sin2k−3 x cos2 x− sin2k−1 x
�
dx] =

I2k−2 − sin2k−1 x cosx+ (2k − 2)

�
sin2k−2 x(1 − sin2 x)dx− I2k =

= (2k − 1)I2k−2 − (2k − 1)I2k − sin2k−1 x cosx,

�

*0�-1+ I2k =
2k − 1

2k
I2k−2 −

1

2k
sin2k−1 x cosx, k ≥ 1,

���	��� �
 �� �	�# 
 ��� 
�	
 
��� �	�
 �����	 ��9� ���� �� k = 1.

E������ -0. �� ���
	���& �����

I2 =

�
sin2 xdx =

1

2

�
(1 − cos 2x)dx =

1

2

	
x− sin 2x

2



=

1

2
(x− sin x cosx) ,

�� �	� ��� �/��2� 
�	


*0�-6+

�
sin4 xdx =

3

4

�
1

2
(x− sinx cosx)

�
− 1

4
sin3 x cosx.

(�
��� �	# 
 ����
� ���� 	� ��
���	� �� 
 �"����� sinn x 	� 	
��#���	� � ��!����
 ����� � exp(ix) � exp(−ix) :

sinn x =

�
exp(ix) − exp(−ix)

2i

�n
=

=
1

2nin
[exp(inx) −

	
n

1



exp i(n− 2)x+

+

	
n

2



exp i(n− 4)x− ...].
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�� �
sinn xdx =

=
1

2nin
[

�
exp(inx)dx−

	
n

1


�
exp i(n− 2)xdx+

+

	
n

2


�
exp i(n− 4)xdx− ...].

<�� ������#�%

�
sin4 xdx =

1

16

��
exp(4ix)dx− 4

�
exp(2ix)dx

�
+

+
6

16

��
dx− 4

�
exp(−2ix)dx+

�
exp(−4ix)dx

�
=

1

16

�
exp(4ix)

4i − 4
exp(2ix)

2i� � !
+6x− 4

exp(−2ix)

−2i� � !
+

exp(−4ix)
−4i

�
=

1

16

�
1

2
sin 4x− 4 sin 2x+ 6x

�
.

�� ���������� ��� ��������# #���������� ����� �� ���� ���� �2��������
�� �2�#��� ���� ��� ���� *0�-6+� $�������% �� �� ���� ,��������% ,�#����
�� ��� �� ������ �� ��� ��������# ���#�����E ���� ���� ���� ��� A���
"�����,��A "���� ��� ���� ������ #�����������

R����� '.. �
 �� ���# ������ 
 9�� 
�	
 
�� ������� �����
����
	�� �
 ������
	�# ����
���,

�
expx
x
dx;

�
sinx
x
dx;

�
cos x
x
dx;

�
sinhx
x
dx;�

coshx
x
dx;

�
sin x2dx;

�
cos x2dx;

�
exp(−x2)dx;

�
1

lnx
dx;

�
dϕ√

1−k2 sin2 ϕ
;

� �
1 − k2 sin2 ϕdϕ;

�
dϕ

(1+h sin2 ϕ)
√

1−k2 sin2 ϕ
, ����� k, h ∈ (−1, 1) \

{0} ������
�� ��
���	���� D��� �� ���� �
	
����
� ����� 
 ���# ����
'	
���	
���� �
 ������� ���� 9������� � (�����	�� E���
�# 	�� (�$
����	�� ����
���  ���#� 6� �
� 
�	
 �
 	�� 
�� 	��� �
	
����
�
	�� �����������
� �� 
 �	�� 
����� �� ���
	���& ��

�
expx
x
dx �� �


	� ������
	�# ����
��& 
���
�

1
lnx
dx �� 	�� �
 	� ������
	�# ����$


��� ������& ��
 F (x) =
�

1
lnx
dx, 	 �����
��� � 
�� ��!����
�	� ���

1
lnx
dx. ��
 �� �	9� 
�� ����
�
�
�� x = exp(t) �� 
��� �	�
 ��!����
�	�

���,
1

ln x
dx =

exp t

t
dt.

+ 	 �����
��� � exp t
t
dt �� F (exp(t)) � 	�# ��
���	� I ����� ���

�
 ��
	�� 0 ����� �
%�� -�
& �� F ���� ������
	�#& 
��� F (exp(t)



1� 	�
?��$� ��! �P���(��� 0&

���� 	�� �� ������
	�# �	� 	 �����
�� ��
���� 
� ������
	�#
����
����& 	 ��
�	���
�� ��"��	�� ����#
���� ����#%��  �# 
 ���

��� �	��� � ���������
� �����
���� �� 
�� 	��� �� � �����
����%

�����9 '. �� ���� ������ �� ���#��#�� <�� ������#�% �� �� ��� �����4
���� �� �� �2��#��� ����� �� � �����9�K ������" ��

�
1

x lnx
dx, x > 0, ���

������" A�� x” ��" �� �������
�

1
lnx
dx, ��� ��� ����" � ��� �� ���� A��

#������A ���� ���� ���������EE ��� ���� �B��� �� ��� ������ E ?�#����
A�� #������A ������� ����� �� ���9 ���� ���� ���������� ���#�����E
(�"��"% ��� ���������

�
1

lnx
dx �� ��� �� ���������� ���#���� *��� �����9

'.+% ������
1

x ln x
dx =

�
1

ln x
d(lnx) =

�
1

u
du = ln |u| = ln |ln x| ,

�� �� ���������� ���E

E������ -1. 6� 9�� 
�	
 	 �	����	� �	�	��
���	
�� � 
��

������� x2

a2
+ y2

b2
= 1, a, b > 0, 	�� a < b, �� 
�� �������

x = x(t) = a cos t, y = y(t) = b sin t, t ∈ [0, 2π).

  ����
� 
�� ����
� � 	� 	�� � 
��� �������& �� ��	���� 
�� �������
�����
��� ���� =�	�
�� �& +��
�� :�,� �

a2 sin2 t + b2 cos2 tdt =

� �
a2 sin2 t + b2(1 − sin2 t)dt =

=

� �
b2 − (b2 − a2) sin2 tdt = b

� �
1 − k2 sin2 tdt,

����� k =
√
b2−a2
b

.  ��� �	�
 �����
��� �� �
 	� ������
	�# ����
��
���� ���	�9 0<�� �
 �� �	���� 	� ������
�� ��
���	�� ���	��� � 
��� 	���
������ ����� �����	
�� ���� 	 �����
����

2$ ���'���� ��� �3�������

'� 	���� ��� �������� �������� ��" ��"�#��� ��� ��2���� "�)4
������ "������ �� ����� �2�����#� *��#��� ���� ,�

�
f(x)dx �� ���� �

��������� �� ��� "�B�������� ���� f(x)dx+K
�+

�
1

x2−a2dx = 1
2a

ln
��x−a
x+a

�� , a �= 0.

,+
�

1
x2+a2

dx = 1
a

arctan x
a
, a �= 0.

#+
�

1√
x2+a

dx = ln(x+
√
x2 + a), a �= 0.

"+
�

1√
a2−x2dx = arcsin x

a
, a �= 0.

�+
� √

a2 − x2dx = x
2

√
a2 − x2 + a2

2
arcsin x

a
, a �= 0.

�+
� √

x2 ± a2dx = x
2

√
x2 ± a2 ± a2

2
ln

�
x+

√
x2 ± a2

�
, a �= 0.

 +
�

1
sin2 x

dx = − cot x;
�

1
cos2 x

dx = tanx.
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�+
�

tan xdx = − ln |cosx| .
�+

�
cotxdx = ln |sin x| .

H+
�

1
sinx

dx = ln
��tan x

2

�� .
9+

�
1

cosx
dx = ln

��tan
�
π
4
− x

2

���
�+

�
1

cosh2 x
dx = sinhx

coshx
*= tanhx+�

�+
�

1
sinh2 x

dx = −coshx
sinhx

*= − cothx+�

�+
�
|x| dx = sign(x)x

2

2
, ����� sign(x) =





1, �� x > 0
0, �� x = 0
−1, �� x < 0

.

-� ��� ,���# ��������% ,���# ���������� ��" ,���# �����"� �� #��4
���� *����� ���� ������ ���9� ��;+K

�+
�
x4+ 3

√
x+3x2−1√
x

dx; ,+
�
x3+x2+2x+1

x−1
dx; #+

�
n
√

3 − 2xdx, n = 2, 3, ...;

"+
�

x+1√
x2+1

dx; �+
�

1√
7−5x2

dx; �+
�

32x−1
3x

dx;  +
�

x
cos2(5x)

dx;

�+
�

5−3x√
4−3x2

dx; �+
�

1

x(4−ln2 x)
dx; H+

�
1

1+cos2 x
dx; 9+

� exp(2x)
exp(4x)+5

dx;

�+
�

1√
x(1+ 3√x)

dx; �+
�

1
A2 sin2 x+B2 cos2 x

dx, ����� AB �= 0;

�+
�

1
x2
√
x2+a2

dx, a �= 0; �+
�

1

(a2−x2) 32
dx; �+

�
1

1+ 3√1+x
dx; F+

�
1

x
√

1+x2
dx;

�+B =
�
x2 exp(x) sin xdx; @���K #����"�� A =

�
x2 exp(x) cosxdx

��" #������ ,� ����� A+ iB.
�+

�
exp(ax) sin(bx)dx;

/� 	���� ����
�
P (x) exp(ax)dx = exp(ax)


P
a
− P ′

a2
+ P ′′

a3
− ...

�
,

����� a �= 0 ��" P �� � ����������� ��� ���� ������� �� #�������
x6 exp(5x)dx. <��" ������� �������� ��� #������� 

�
P (x) sin(ax)dx

��"
�
P (x) sin(ax)dx. ��� ���� �� )�"

�
(x6 + x5 + 1) sin 7xdx.

0� >������ ��� �������K�
u(x) [v(x)](n+1) dx = u(x) [v(x)](n) − u′(x) [v(x)](n−1) + ...+

+(−1)n+1

�
[u(x)](n+1) v(x)dx.

��� �� �� #������
�

(x5 + x+ 1) exp(2x)dx.

1� ��� ��� ����������
�

ln2 x√
x5
dx, x > 0 ��"

� x2 exp(x)
(x+2)2

dx ����������

���#�����; (� ���% #������ ����E
6� ��� ��� ��#�����#� ������� ��� In =

�
dx

(x2+a2)n
�� #�������

dx
(x2+2x+5)3

.
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#$ �-� ���� �� � ������ '��

?� � ����	� �	� �� ���� � #����" �������� [a, b] ��" � ����� �����
#��������� ���#���� f : [a, b] → R+� :� #��� ���� ���� ���#���� f ���
�����
# ����
�� �� ��� ,��� ��� �� "���"� ��� �������� [a, b] ���� n ��,��4
������� [xi−1, xi], ����� a = x0 < x1 < x2 < ... < xn = b, i = 1, 2, ..., n.
��� ���� ��F���#� {xi}i �� ���� ���,��� �� #����" � ������� ∆ �� ���
�������� [a, b]. ��  ������� ��� �� �� ��� �� ��� �� ����� {[xi−1, xi]},
i = 1, 2, ..., n �� ���" �� ,� ��� ��� �∆� �� ��� "������� ∆. ��� ��
"����� ,�

*'�'+ ωf [xi−1, xi] = sup
x′,x′′∈[xi−1,xi]

{|f(x′) − f(x′′)|} ,

��� �	��	
�� �� f ���� ��� �������� [xi−1, xi], ���� ��� ��� �� �� ��� �����4
��� f([xi−1, xi]) �� f �� #���������� ��#��� ���� � ���#���� f : [a, b] → R
�� ��������� #��������� �� ��� ��� ����� ���� ���,�� ε > 0 ����� �� � ����
���,�� δε > 0 ��#� ���� �������� x′% x′′ ��� �� [a, b] ��" |x′ − x′′| < δε,
��� ��� ���� |f(x′) − f(x′′)| < ε. (� �� #���� ���� � ���� � ���������
#��������� ���#���� �� ���� � #��������� ��� *���;+� ���#� ��� #��4
������� ���#���� f �� ���� ��������� #��������� �� [a, b] *��� C��D% ��
13+% ��� ��� ����� ���,�� ε > 0, ��� #�� )�" � δε > 0, ��#� ���� ���
��� "�������

∆ : a = x0 < x1 < x2 < ... < xn = b

���� �∆� < δε, ��� ��������� ωf [xi−1, xi] �� ���� ���� ε. ��� ����� ����
��� #�� ���� �����2����� ��� "������ ���#���� f �� ��� ��,��������
[xi−1, xi] ���� ��� )2�" ����� f(ξi) �� f �� � )2�" ����� ξi ∈ [xi−1, xi].
�� ��� �� ��� )2�" ������ {ξi}, ξi ∈ [xi−1, xi], i = 1, 2, ..., n �� #����"
� ��� �� �	�9��� ���
� ��� ��� "������� ∆. ���% ��� �	�� � 
�� �	�
#�� ,� ���� �����2�����" ,� ��� ���K

*'�-+ S(f ; ∆; {ξi}) =
n�

i=1

f(ξi)(xi − xi−1).

��#� � ��� S(f ; ∆; {ξi}) �� #����" ��� ?���	�� ��� ����#����" ��
��� ���#���� f : [a, b] → R% ��� "������� ∆ ��" �� ��� ��� �� ���9�� 
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������ {ξi}.:� ���� #�� ��������� ��� ������� ��� S(f ; ∆; {ξi} �� ���
��� �� ��� ���#��" ����� �� ��#��� ��� �� <� �'�

F����� 1.

���% ����� ���� #�� ���� �����2����� ��� ���� �� ��� �����5��"
aABb *��� <� �'+ (� ��� ��� �� ��� ����� ������� ���� *���� ∆ ��" {ξi}
���� ��#� ���� �∆� → 0+ ���� ��� ��" ���� ��� ����� ����� I(f), �� ���
���� ���� ���,�� I(f) �� �2�#��� ��� ���� �� ��� ,�� *����9 �� ���� ����4
�������E+� @��� �� ��� �� �2����� ���#� H������ ��� �������� "�)�������
:� ��#��� ���� � ����� ����� ��� � �������� ��,��� A �� R �� � �����
a �� R ��#� ���� ��� ��� ����� ���� ���,�� ε > 0 ��� ε4��� �,�����"
(a − ε, a + ε) #������� �� ��)���� ���,�� �� �������� ���#� ��� �� A.
<�� ������#�% {0} �� � ����� ����� �� ��� ��� A = {1, 1/2, 1/3, ...1/n, ...}.

D��������� /. 6� �	# 
�	
 	 ����
�� f : [a, b] → R �� �?���	���
��
���	��� � [a, b] �� 
���� �"��
 	 ��	� ������ I(f), �	���� 
�� �����
�

��
���	� � f ��� a 
 b 	�� ���
�� �#
� b
a
f(x)dx, ���� 
�	
 �� 	�#

ε > 0 
���� �� 	 δε > 0 ��
� 
�� ������� �����
#, �� ∆ �� 	 �������
� [a, b] ��
� �∆� < δε, 
��� |S(f ; ∆; {ξi}) − I(f)| < ε �� 	�# ��
 �
�	�9��� ���
� {ξi} � 
�� ������� ∆.

�� �,��� "�)��" ���,�� I(f) =
� b
a
f(x)dx #�� ,� ���� �����2�4

����" ���� ������� ���� �� ���� *'�-+� (� �� ���� �� ��� ���� ��#� �
���,�� I(f) �� ���F�� *"� ��E+� �� �,��� "�)������ ���� ���� �� ��
���9 �� � ������� ��� �� � ���#���� �� ��� "������� ∆ ��" �� {ξi}, �
��� �� ���9�� ������ �� ∆, ���� ���� "�)��" ���#���� A��� � �����A ��
�∆� → 0 �� ��" ���� �� f �� ������� ���� ��,�� �� [a, b].
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E������ -6. ��
 k �� 	 ���
	�
 ������ 	�� ��
 f : [a, b] → R
�� 
�� ���
	�
 ����
��, f(x) = k �� 	�# x ∈ [a, b]. �� 	 �������
∆ : a = x0 < x1 < x2 < ... < xn = b 	�� �� 	 ��
 � �	�9��� ���
�
{ξi} � �
& 
�� ����������� ?���	�� ��� ��

S(f ; ∆; {ξi}) =
n�

i=1

f(ξi)(xi − xi−1) = k
n�

i=1

(xi − xi−1) = k(b− a),


��� 	�� 
�� ?���	�� ���� 	�� �)�	� 
 
�� ���
	�
 ������ k(b − a),
���� f �� ��
���	��� � [a, b] 	�� �
� ��
���	� I(f) = k(b− a).

���� ��� ��� #�����#���" ���#�����% �� ����� ��� ���� ��,����� ��"
�� #������ "���#��� I(f)% ������� �� ��� �� ���� ���9�

E������ -&. �� ���
	���& ��
 f(x) = x, x ∈ [0, 1].  ���

S(f ; ∆; {ξi}) =
n�

i=1

f(ξi)(xi − xi−1) =
n�

i=1

ξi(xi − xi−1).

+���� ξi ∈ [xi−1, xi], i = 1, 2, ..., n, �� �	� ���
�
n�

i=1

ξi(xi − xi−1) =
n�

i=1

	
ξi −

xi + xi−1

2



(xi − xi−1)+

+
n�

i=1

xi + xi−1

2
(xi − xi−1)

+����
n�

i=1

xi + xi−1

2
(xi − xi−1) =

1

2

	�� ����� �� 	�# �"�� ε > 0 	�� �� 	�# ������� ∆ ��
� �∆� < ε�����
n�

i=1

	
ξi −

xi + xi−1

2



(xi − xi−1)

����� < ε,

�� ���� 
�	
 �����
n�

i=1

ξi(xi − xi−1) −
1

2

����� < ε

�� 	�# ������� ∆ ��
� �∆� < ε.  ��� ��	�� ���� 
�� �����
�� 	����


�	

� 1

0
xdx = 1

2
.

�� ���� ���,���� �� ��� #��#����" ���� ���K '+ :��� � ���#����
f : [a, b] → R �� ������� ���� ��,��; ��" -+ (� f �� ���� ��,��% ���

"� �� #������ ��� "�)���� ���� ���
� b
a
f(x)dx; ��� �� ,� �� ���� ���

�������� �����9�
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T
����� '/. ��
 f : [a, b] → R �� 	 ?���	�� ��
���	��� ����
���
 ��� �
 �� ������& ���� �f� = sup

x∈[a,b]
|f(x)| �� 	 ���
� �������

P����. ��� I(f) =
� b
a
f(x)dx ��" ��� ε > 0 ,� � ����� ���,��%

ε = 1/10 ��� ������#�� ��� ∆ : a = x0 < x1 < x2 < ... < xn = b ,� �
"������� �� [a, b] ��#� ����

*'�/+ |I(f) − S(f ; ∆; {ξi})| < 1/10,

��� ��� ��� �� ���9�� ������ {ξi} �� ∆. ������� ���� f �� ��,���"�"
�� ∞� ��� f �� ��,���"�" �� ����� �� � ��,�������� [xj−1, xj]. ���

�� #��� � ��� ���9�� ����� ξj ���� ξ
(1)
j , ξ

(2)
j , ..., ξ

(k)
j , ... ��#� ����

f(ξ
(k)
j ) → ∞, ���� k → ∞. ?��

S(f ; ∆; {ξi}) =

�
n�

i=1,i�=j
f(ξi)(xi − xi−1)

�
+ f(ξ

(k)
j )(xj − xj−1) → ∞,

���#� #�����"�#�� ��� ���F������ *'�/+� ��� f ���� ,� ,���"�"� �

)$ %��'�(3 �(�� ��� �-��� �&&���������

D��������� 0. ��
 f : [a, b] → R �� 	 ������ ����
�� 	�� ��

∆ : a = x0 < x1 < x2 < ... < xn = b �� 	 ������� � [a, b]. ��

m = inf

x∈[a,b]
f(x), 
�� ��	�
 �	��� � f � [a, b], M = sup

x∈[a,b]
f(x), 
��

���	
��
 �	��� � f � [a, b], mi = inf
x∈[xi−1,xi]

f(x), 
�� ��	�
 �	��� � f �

[xi−1, xi] 	�� Mi = sup
x∈[xi−1,xi]

f(x), 
�� ���	
��
 �	��� � f � [xi−1, xi],

i = 1, 2, ..., n.  �� ������� ����

*-�'+ s∆(f) =
n�

i=1

mi(xi − xi−1), S∆(f) =
n�

i=1

Mi(xi − xi−1)

	�� �	���� 
�� ������� 	�� ������
����# 
�� ������� C	���" ���� 	�$
���	
�� 
 ����
�� f 	�� 
 ������� ∆.

���% s∆(f) ��" S∆(f) #�� ,� ����������" �� ��� ��� �� ��� ���#��"
����� �� ��#��� ��� �� <� �- ��" �����#������ <� �/�

(� �� #���� ���� � ����

*-�-+ m(b− a) ≤ s∆ ≤ S(f ; ∆; {ξi}) ≤ S∆ ≤M(b− a),

��� ��� ��� �� ���9�� ������ {ξi}, ξi ∈ [xi−1, xi], i = 1, 2, ..., n *��� ����
<� �0+�

���#� ��� ��� �� ���� ���,��� {s∆}, ���� ∆ ���� �� ��� ��� ��
��� "�������� �� [a, b], �� ����� ,���"�" ,� M(b − a) *��� *-�-++% �����



-� !��?
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F����� 2.

F����� 3.

�� ��� ����� ����� ,���" I∗(f) �� {s∆}. ��� ���� ���,�� �� #����" ���
������� C	���" ��
���	� �� f. ���#� ��� ��� �� ���� ���,��� {S∆}, ����
∆ ���� �� ��� ��� �� ��� "�������� �� [a, b], �� ����� ,���"�" ,� m(b−a)
*��� *-�-++% ����� �� ���  ������� ����� ,���" I∗(f) �� {S∆}. ��� ����
���,�� �� #����" ��� ������� C	���" ��
���	� �� f. ���� ��� �2������
��� ���#� ����� ��� !��,��2 ���� ���� ��� ��� �F���� <�� ������#�% ���
f : [a, b] → R ,� ��� ������ ���#� ����#����� �� � �������� ���,��
�� [a, b] ��� ����� 0 ��" �� �� ���������� ���,�� �� [a, b] ��� ����� 1.
���% I∗(f) = 0 ��" I∗(f) = 1. � ��9� ���� � #������% ��� �� #����"��
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F����� 4.

��� "�������� ∆ ��" ∆′ �� [a, b] ��#� ���� ∆′ #������� ��� ������ �� ∆
��" ���,� ���� �""������� ����� ������� :� ����� ���� ��K ∆ ≺ ∆′.
�""�� ��##�������� �� ∆ ���� ��� ����� c �� � ����% �� #�� ������
����� *"� �� ���� � ��#����E4��� <� �1+ ����K

*-�/+ s∆ ≤ s∆′ ≤ S∆′ ≤ S∆.

F����� 5

�9�� ��� ��� ��,������ "�������� ∆′ ��" ∆′′ �� [a, b], �� #��
#������#� ��� A�����A "������� ∆′′′ = ∆′ ∪ ∆′′ ���#� #������� ∆′ ��"
∆′′ �� ��� ���� ����K ∆′ ≺ ∆′′′ ��" ∆′′ ≺ ∆′′′. ��� *-�/+ ,�#����K

s∆′ ≤ s∆′′′ ≤ S∆′′′ ≤ S∆′′,
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�� s∆′ ≤ S∆′′ ��� ��� ��� ��,������ "�������� ∆′ ��" ∆′′ �� [a, b].
��� ��� ���F������ I∗(f) ≤ I∗(f) �� #����E $�������% ���#� mi =

inf
x∈[xi−1,xi]

f(x), 9����� ��� "������� ∆ )2�"% ��� #�� )�" � ��F���#�

{ξ(n)i } �� ���,��� �� [xi−1,xi] ��#� ���� f(ξ
(n)
i ) → mi �� n→ ∞. ���%

�� #���� �� �� ���� �� s∆ ��� #�� )�" ������� ���� �� ��� ����
S(f ; ∆; {ξ(n)i }) ��� � )2�" ∆. �� ���� �� ���� ���� ��� S∆. ��� �� ������

��� ���� f : [a, b] → R �� ������� ���� ��,�� ���� I(f) =
� b
a
f(x)dx

��" ��� ε > 0 ,� � ����� ���� ���,��� ��� δε > 0 ,� ����� ���� � ��#�
���� �� �∆� < δε ����

*-�0+ |I(f) − S(f ; ∆; {ξi})| < ε

4
��� ��� ���9�� ������ {ξi} �� ��� "������� ∆. �9� ��� ��� ���� ��
���9�� ������ {ξ′i} ��" {ξ′′i } ���� ��� �������� ����K

*-�1+ |S∆ − S(f ; ∆; {ξ′i})| < ε

4
��" |S(f ; ∆; {ξ′′i }) − s∆| <

ε

4
.

��% ��� #�� �����K

S∆ − s∆ ≤ |S∆ − S(f ; ∆; {ξ′i})| + |S(f ; ∆; {ξ′i}) − I(f)|+
+ |I(f) − S(f ; ∆; {ξ′′i })| + |S(f ; ∆; {ξ′′i }) − s∆| <

ε

4
+
ε

4
+
ε

4
+
ε

4
= ε.

��� S∆ − s∆ < ε ��� ��� "������� ∆ ���� �∆� < δε. :� H��� �����"
�� �����#����� �� ��� �������� ,���# �������

T
����� '0. �C	���" =��
����� f : [a, b] → R �� ?���	�� ��$

���	��� �� 	�� ��# �� I∗(f) = I∗(f), ���� �� 	�� ��# �� �� 	�# ��	��
��	� ������ ε > 0, 
���� �� 	�
��� ��	�� ��	� ������ δε > 0 ���� 
�	

�� ∆ �� 	�# ������� ��
� �∆� < δε, �� �	� 
�	
 S∆ − s∆ < ε.

P����. (� ������� �� ����� ��� #�������� :� "����� ��� #�����
����� I∗(f) = I∗(f) ,� I(f) ��" ��� �� ����� ���� I(f) �� ��� ���F��
����� ����� �� ��� ��� ������� ���� S(f ; ∆; {ξi})% ���� �∆� → 0. ���
� ��� ε > 0 ,� � ����� ���� ���,�� ��" ��� δε > 0 ,� ��� #��������"�� 
����� ���� ���,�� ��#� ���� �� ∆ �� ��� "������� ���� �∆� < δε, ���
��� ���� S∆ − s∆ < ε. ���#� s∆ ≤ S(f ; ∆; {ξi}) ≤ S∆ *��� -�-+ ��"
���#� s∆ ≤ I∗(f) = I∗(f) = I(f) ≤ S∆ ��� �,����� ����

|S(f ; ∆; {ξi}) − I(f)| ≤ S∆ − s∆ < ε

��� ��� "������� ∆ ���� �∆� < δε ��" ��� ��� ��� �� ���9�� ������
(ξi) �� ∆. �

R����� ''. �?���	�� =��
����� �
 �� �
 ��3���
 
 ���� 
�	

f : [a, b] → R �� ?���	�� ��
���	��� �� 	�� ��# �� 
���� �� 	 ��	�
������ I(f) ���� 
�	
 �� 	�# ��)����� {∆n} � �������� � [a, b] ��
�
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�∆n� → 0 	� n → ∞ 	�� �� 	�# ��
 � �	�9��� ���
� {ξ(n)i } � ∆n,

n = 1, 2, ..., �� �	� 
�	
 S(f ; ∆n; {ξ(n)i }) → I(f), ���� n→ ∞.  ���&
�� �� 9�� 
�	
 f �� ��
���	��� � [a, b], �� �	� ��� ��� �����	� 
#���
� ��������& �� ���
	��� 
�� �)�����
	�
 ��������& ���� 
��� ��������
∆n : a = x0 < x1 < x2 < ... < xn = b �� ����� xi − xi−1 = b−a

n
��

	�# i = 1, 2, ..., n. *��� �� ��� 
�	
 xi = a + i b−a
n
�& ∆n ������� ��#

� n. �� n < m, 
��� ∆n ≺ ∆m 	�� �∆n� = b−a
n

→ 0, ���� n → ∞.

 ���& �� �	� ��� I(f) 	� 
�� ����
 � 	 ��)����� {S(f ; ∆n; {ξ(n)i })}
�� ��� �	�
����	� �	���� � 
�� �	�9��� ���
�� �� ���
	���& �� �	�


	9� ξ
(n)
i = 1

2
(xi−1 + xi) = a + 2i−1

2
b−a
n
	�� 
�� 	���"��	
��,

� b

a

f(x)dx ≈ R(f ;n)
def
= S(f ; ∆n; {ξ(n)i }) =*-�6+

=
b− a

n

n�

i=1

f

	
a +

2i− 1

2

b− a

n



*-�&+

�� n �	��� �����& �� �	���� �
�� ���
	���� ��
��� ��"��	�� ��#.& �#
��	���� 	�������

!��,��2 ��������� �� ����� ��� �� ���#�� ��������� ��� ������4
#�� ��F���#��� ���#� �� ������� #�����  ���� �� �"���#� ��� ����� ��� b
a
f(x)dx, �� �� #����� �2�#��� #������ ��% �� ����� �� ���" �� 9���

�� �� �2����� � ����� ��� �2�����#� !��,��2 ��������� �� ���"�"� ���
�� #�� �����2����� �� ,� "�B����� �����"�� 
�� #����� �����2�����
�������� �� ���#� �� ��� ��� ���� ���� �� �2����E ��� �� ��� ����� ��
�� ���� �����#���� ,�� ,���# �����������

T
����� '1. ��
 f : [a, b] → R �� 	 ��
��� ������	���� �
�����	����� ����
���  ��� f �� ?���	�� ��
���	��� � [a, b].

P����. ������� ���� f �� � "�#������ ���#���� ��" ���� �� �� ���

� #������� ���#���� *�� ��� ����
� b
a
kdx = k(b − a) �� �2����� -6+�

��� �� ��� !��,��2 ��������� *��� ������� '0+� ���#� Mi = f(xi−1)
��" mi = f(xi) *f �� "�#������ + ��� ��� ����

S∆ − s∆ =
n�

i=1

[f(xi−1) − f(xi)] (xi − xi−1) ≤*-�7+

�∆�
n�

i=1

[f(xi−1) − f(xi)] = �∆� (f(a) − f(b)) .*-�3+

<�� � ����� ���� ���,�� ε > 0 �� �� ��I#���� �� ��9� δε = ε
f(a)−f(b) .

@��� f(a) �= f(b) ,�#���� f ��� �������" ��� �� ,� � #������� ���#�����



-� !��?
�P ��$� ��! @�(� �		�(��(
�� 1&

(�"��"% �� �∆� < δε = ε
f(a)−f(b) , ���� �� *-�7+ ��  ��K S∆ − s∆ <

ε
f(a)−f(b) (f(a) − f(b)) = ε ��" !��,��2 ��������� ���9�� �

T
����� '6. ��
 f : [a, b] → R �� 	 ��
����� ����
���  ��� f
�� ?���	�� ��
���	����

P����. :� � ��� ����� !��,��2 ���������� ��� ε > 0 ,� � �����
���� ���,�� ��" ��� δε > 0 ,� ������� ����� ���� ���,�� *���#� "�4
���"� �� ε+ ��#� ���� �� |x′ − x′′| < δε, ��� ��� ���� |f(x′) − f(x′′)| <
ε
b−a *f �� ��������� #���������% ��� C��D% �� 13+� ��� �� ��9� � "�4
������ ∆ : a = x0 < x1 < x2 < ... < xn = b ���� �∆� < δε. ���
Mi−mi = f(x′i)− f(x′′i ) <

ε
b−a ��� x′i, x

′′
i ∈ [xi−1, xi], i = 1, 2, ..., n *���

C��D% �� /-+� @��#�%

S∆ − s∆ =
n�

i=1

(Mi −mi)(xi − xi−1) <

<
ε

b− a
(x1 − a+ x2 − x1 + x3 − x2 + ...+ b) = ε.

���� f �� ������� ���� ��,�� �� [a, b]. �

R����� '-. 	� ��
 f : [a, b] → R �� ���� 
�	
 f �� ��
����� �
[a, b) 	�� f �	� 
�� ����
 y0 = lim

xրb,x �=b
f(x) 	
 b, y0 �= f(b), ���� f �� �


��
����� 	
 b. ��
 "f : [a, b] → R&

"f(x) =

�
f(x), x ∈ [a, b)
y0, x = b

.

�
 �� �	�# 
 ��� 
�	
 
�� ?���	�� ���� � f 	�� � "f ������
����# 	��

�� �	�� ��
� 
�� ��# �"���
�� ���� ξn = b. �� 
��� �	�
 �	��& 
��
��
����
��� � 
��� �	�9��� ���
 
 �
� ���� 	�� f(b)(b−xn−1) 	��
y0(b − xn−1) ������
����#� -�
& ���� �∆� → 0, b − xn−1 → 0, 
���

�
� ��
���	�� �"��
� � �
 �����
	�����# 	��
� b
a
f(x)dx =

� b
a
"f(x)dx.

 �� �	�� �� 
��� �� f �� �
 ��
����� 	
 a, ��
 �
 �	� ���
� ���� ����

� 
�� ����
 	
 a. '�����& �� c ∈ (a, b) 	�� �� f �� ��
����� �
[a, c) ∪ (c, b], ��
 �
 �� �
 ��
����� 	
 c, ��
 �	���� ���
� ���� ����
�
	
 c 
���& ����� �"
������ ��9� 	��� �� f |[a,c) �f ���
���
�� 
 
��
��
���	� [a, c)� 	�� �� f |(c,b] ������
����#& �� �
	�� 
�	
 �
� ��
���	��� c
a
"f(x)dx 	��

� b
c
"f(x)dx �"��
� '�����& �
 �� �
 ��3���
 
 ��� 
�	
� b

a
f(x)dx �"��
� 	��

*-�'.+

� b

a

f(x)dx =

� c

a

"f(x)dx+

� b

c

"f(x)dx.
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�� �	�
����	�& ���� f �� ��
����� � [a, b], 
��� 
��� �	�
 ���	
��
������,

*-�''+

� b

a

f(x)dx =

� c

a

f(x)dx+

� b

c

f(x)dx.

=������� 	�� 
���� 	��� �����	
���& �� �	� ����������# ����

�	
 �� c1, c2, ..., cN , a ≤ c1 < c2 < ... < cN ≤ b 	�� 
�� ���)�� N ���
�
� �����
����
# �� f 	
 ����� ���� ����
� �"��
 	�� 	�� ���
�& 
��� ��
�	�,

*-�'-+

� b

a

f(x)dx =

� c1

a

"f(x)dx+

� c2

c1

"f(x)dx+ ...+

� b

cN

"f(x)dx.

*��� �� ���	��# ��

� a
a
f(x)dx = 0 �� ���� ��
�	
�� 	���	���  �� ����$


�� "f �� 
�� �"
����� � f 	
 
�� ���� � 
�� ����������� ��
���	��
�# 
�� �	���� � 
�� ���� ����
� � f � '�����& �
 �� �	�# 
 ���� ���
���� 
�	
 
� ��
����� ���
 	 ���
� ������ � ���
� ����
�	��#& 	

����� 
��# �	�� ���
� ���� ����
�� ����
��� f 	�� g, ����� ��!��� 	

��
 � 	 ���
� ��
 � ���
� �� [a, b], 	�� � �
 �����
	�����# ��
�$
��	��� 	��

*-�'/+

� b

a

f(x)dx =

� b

a

g(x)dx.

�� ���
	���&

g(x) =

�
x, x �= 1

2
0, x = 1

2

, g : [0, 1] → R,

�� ��
���	��� 	�� � 1

0

g(x)dx =

� 1

0

xdx =
1

2
,

	� �� 7��
 ����� �� �"	���� �>�  �� ��	�� �� 
�	
 �� 
�� ����
�� ��
������& �� � �
 �	�� ��
� �
 	
 	 ���
� ������ � ���
� ��� [a, b],
���� �� 	�� ��
����
�� �� 
�� ��
���	
�� ������ � 
��� ����
��� ��
���
	���& ��

f(x) =

�
1, x ∈ [0, 1)
2 x ∈ [1, 2]

.

+����
� 2

0
f(x)dx =

� 1

0
dx+

� 2

1
2dx = 1 + 2 = 3, ���� �"	���� �A� �� �

�
 �	�� � 
�� �	��� � 
�� ����
�� �� �
� �����
����
# ���
 x = 1.

:� #��  ��� � ����  ������ ����� ��� ��� �� ��� F�������� "��#����"
�,���% ,� �����"�#�� � ��� ,���# �������
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D��������� 1. 6� �	# 
�	
 	 �����
 A � R �	� �������� ��	����
��$��	����� ��� ��� ���
� L(A) = 0� �� �
 �	� �� ������ �# 	 ���
� �
	 ���
	��� ��
 � ��
���	�� {In}, n = 1, 2, ..., ��
� ��� � 
���� ����
���∞
n=1 l(In) 	� ��	�� 	� �� �	�
�  ��� ��	�� 
�	
 �� 	�# ��	�� ��	�

������ ε > 0, 
���� �� 	 ��
 ����
� � ���
	���� � ��
���	�� {In} ����

�	
 A ⊂ ∪∞n=1In 	��

�∞
n=1 l(In) < ε.

E������ -7. �� ���
	���& �� A = {a}, 	 ���
& �	� 
�� �$��	����
���� ������& ��
 ε > 0 �� 	 ��	�� ��	� ������ 	�� ��
 
�� ��
���	�
I = (a − ε/4, a + ε/4). +���� a ∈ I 	�� l(I) = ε/2 < ε, �� ��


�	
 
�� �������� ��	���� � A �� ���& ���� L(A) = 0. �
 �� �	�#

 ��� 
�	
 �� B,C 	�� 
� ��
� ��
� B ⊂ C 	�� L(C) = 0, 
���
L(B) = 0. '�����& �� A1, A2, ..., At �	�� �������� ��	����� ���&

��� L (∪ti=1Ai) = 0 ����� �
%�� 6�	
 �	����� �� ���
�	� � 	 ���
� ��

� �$��	���� ��� ��
� �� �	�� 	 ���
	��� ��
 � �$��	���� ��� ��
�.
�� 
���� ���� 	�	�� 	 �$��	���� ��� ��
.

D��������� 6. ( �	
���	
��	� �7��
 �	 ����
�� �� ���
	���� �	�
	 �����
# �P� 	���
 ����#����� �	���� � 	 �����
 D � R �� 
��
�����
 A ⊂ D � 	�� 
�� ���
� 	
 ����� 
��� �����
# �P� �	��� �	�
�������� ��	���� L(A) = 0.

<�� ������#�% �� D �� � "����� �� R% � ���#���� f : D → R �� ����
#��������� �� D �� ��� ��� A �� "��#��������� ������ �� f ��� ��,�� ��
������� 5���� <�� ������#�% �� A �� � )���� ��� �� �������

� ������ #�������� ��� �����" ,� � <���#� ���������#���% @����
��,�� �� *'7&14'30'+�

T
����� '&. ��������� ���
����� ��
 f : [a, b] → R �� 	 ����
���
 ��� f �� ?���	�� ��
���	��� �� 	�� ��# �� �
 �� ������ 	�� 
�� �����

A � [a, b] � 	�� 
�� ���
� 	
 ����� f �� �����
����� �	� 
�� ��������
��	���� ���& ���� �� 	�� ��# �� �
 �� ������ 	�� 	��� ��
����� �
[a, b].

�� ����� �� ���� ������ �� ���� ��#���#�� ��" �� #����� ,�  ����
����� 
�� #�� )�" �� ��� ������#� �� C	�4D% Q'-�'.� :� ����� ����� ����
,���# ������� �� ��"�� �� ����� ���� ����� ���������� �� ��� "�)����
���� ����

T
����� '7. ��
 f : [a, b] → R �� 	 ������ ��������� ��
�����
����
�� ��
 �� ��
����� ��
 	 ���
� ������ � ���
� 	
 ����� �
 �	�
���
� ����� ����
���  ��� �
 �� ��
���	����



6. -� !�<(�(� (�������

P����. ���� ������� '& �� �� ���� � �� ��� ���� � ��� �� � )����
���,�� �� ������ ��� ��,�� �� ������� 5���� ?�� ���� ���� #���� ������
���� �2����� -7� �

T
����� '3. ��
 f : [a, b] → R �� 	 ?���	�� ��
���	��� ����
��
	�� ��
 g : [a, b] → R �� 	 ������ ����
�� ����� �� �)�	� 
 f 	���


����#������  ��� g �� 	�� ��
���	��� 	��
� b
a
f(x)dx =

� b
a
g(x)dx. ��

�	�
����	�& �� f �� �)�	� 
 ��� 	���
 ����#�����& 
��� f �� ��
���	���

	��
� b
a
f(x)dx = 0.

P����. ��� A ,� ��� ��,��� �� [a, b] �� ���#� f �� ��� #���������%
��� B ,� ��� ��,��� �� [a, b] �� ���#� g �� ��� #��������� ��" ��� C ,�
��� ��,��� �� ����� x ∈ [a, b] �� ���#� f(x) �= g(x). :� #�� ��� ����
��� "��#��������� ������ �� g ��� #�������" �� A ∪ C ��" ��� ��,�� ��
������� �� ���� ���� ����� �� 5��� *��� �2����� -7+� �� g �� ���� ��,��
*��� ������� '&+�� ����� ��� ��#��" ���������% �� �� ���� � �� ���

���� ,��� ���� ���,��� I =
� b
a
f(x)dx ��" J =

� b
a
g(x)dx #�� ,� ��4

���2�����" ,� ��� ���� ���� �� ������� ����� (� ��� ε4��� �,�����"
�� I �� #�� )�" � ���,�� �� ��� ���� *� ������� ���+K

S(f ; ∆; {ξi}) =
n�

i=1

f(ξi)(xi − xi−1),

����� �� #�� #����� ξi ��,������ �� [xi−1, xi]. ���#� ���� ���� ��������
#����� ���� ��� ��,�� �� ������� �F��� �� 5��� *���;+% �� #����� ,�
#�������" �� C, �� ����� �� �� ����� � ξi ∈ [xi−1, xi] ��#� ���� ξi /∈
C. ���% f(ξi) = g(ξi) ��" S(f ; ∆; {ξi}) = S(g; ∆; {ξi}). (� �∆� ��
��I#������ �����% S(g; ∆; {ξi}) ,���� � �� ��� ε4��� �,�����" �� J. ��
��� �������#���� (I−ε, I+ε)∩ (J−ε, J+ε) �� ��� ����� ��� ��� ε > 0.
@��#� I = J. �

T
����� -.. ��
 f : [a, b] → R �� 	 ?���	�� ��
���	��� ����
��
	�� ��
 |f | : [a, b] → R �� 
�� ����
�� ������ �# |f | (x) = |f(x)| �
��
	����
� �	��� � f��  ��� |f | �� ?���	�� ��
���	��� 	��

���
� b
a
f(x)dx

��� ≤
� b
a
|f(x)| dx.
P����. ���#� f �� ������� ���� ��,��% ���� f �� ,���"�" *���

������� '/+� �� ����� ��M > 0 ��#� ���� |f(x)| ≤M ��� ��� x ∈ [a, b].
?�� ���� ���� ����� ���� |f | �� ,���"�"� ��� x0 ,� � #��������� �����
�� f. ��� x0 �� � #��������� ����� ��� |f | . (�"��"% �� xn → x0, ����
f(xn) → f(x0) ��"% ���#� ||f(xn)| − |f(x0)|| ≤ |f(xn) − f(x0)| *�����
��E+% ��� ��� ���� |f(xn)| → |f(x0)| , ���� x0 �� ���� � #��������� ����� ���
|f | . @��#�% �� z �� � "��#��������� ����� �� |f |% �� #����� ,� � #���������
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����� ��� f. <������ ��  �� ���� ��� ��� A �� ��� "��#��������� ������ ��
|f | �� #�������" �� ��� ��� B �� ��� "��#��������� ������ �� f. ���#� f ��
������� ���� ��,��% ��� �4������� �� B �� 5���� ��� ��� �4�������
�� A �� ���� 5��� *��� �2����� -7+�

��� ��� {∆n} ,� � ��F���#� �� "�������� �� [a, b], ∆n : a < x
(n)
1 <

x
(n)
2 < ... < x

(n)
kn

= b, ��#� ���� �∆n� → 0. ��� S(f ; ∆n; {ξ(n)i }) →
I(f) ��" S(|f | ; ∆n; {ξ(n)i }) → I(|f |). ?��

���S(f ; ∆n; {ξ(n)i })
��� =

�����
n�

i=1

f(ξ
(n)
i )(x

(n)
i − x

(n)
i−1)

����� ≤

≤
n�

i=1

���f(ξ
(n)
i )

��� (x
(n)
i − x

(n)
i−1) = S(|f | ; ∆n; {ξ(n)i }).

�� |I(f)| ≤ I(|f |), ����
���
� b
a
f(x)dx

��� ≤
� b
a
|f(x)| dx. �

(� ��� �������� �� ��� �� ����� ���� ,���# ���������� �� ��� ���4
���� ���� ��,�� ���#����� ���#� Int[a, b], "�)��" �� � )2�" ��������
[a, b].

T
����� -'. ��
 Int[a, b] �� 
�� ��
 � 	�� ?���	�� ��
���	���
����
��� � [a, b].

	�  ��� Int[a, b] �� 	 ���
� �����	�� � 
�� ���
� ��	�� � 	�� ����$

��� ������ � [a, b]. '�����& �� f, g ∈ Int[a, b] 	�� α, β ∈ R& 
���

*/�'+

� b

a

[αf(x) + βg(x)]dx = α

� b

a

f(x)dx+ β

� b

a

g(x)dx.

�� �� f, g ∈ Int[a, b] 	�� f(x) ≤ g(x) �� 	�# x ∈ [a, b], 
���� b
a
f(x)dx ≤

� b
a
g(x)dx. �� �	�
����	�& �� f(x) ≥ 0, 
���

� b
a
f(x)dx ≥ 0.

�� �����	�&
� b
a
f(x)dx �	# �� ��� ��
 f(x) �= 0 �� 	
 ��	�
 �� ���


x.
�� �� c ∈ (a, b) 	�� �� f ∈ Int[a, c] 	�� �� f ∈ Int[c, b], 
��� f ∈

Int[a, b] 	��

*/�-+

� b

a

f(x)dx =

� c

a

f(x)dx+

� b

c

f(x)dx

�� [a, b]∩ [c, d] = ∅, �� �����
�
[a,b]∪[c,d] f(x)dx =

� b
a
f(x)dx+

� d
c
f(x)dx.

6� 	�� ��

� a
a
f(x)dx = 0 	��

� a
b
f(x)dx = −

� b
a
f(x)dx. 6�
� 
���

�
	
��& ��
 l, m, n �� 
���� 	���
�	�# ��	� ������� �� 
�� ��
���	� [a, b]&

��� �� f : [a, b] → R& ��
���	���& �� �	�,

*/�/+

� n

l

f(x)dx =

� m

l

f(x)dx+

� n

m

f(x)dx
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�� ��
 g : [a, b] → [0,∞) �� 	 ��
����� ����
�� ���� 
�	
� b
a
g(x)dx = 0.  ��� g(x) = 0 �� 	�# x �� [a, b].

P����. �+ ��� z ,� � #��������� ����� ��� f ��" ��� g, ����� f, g ∈
Int[a, b] ��" ��� α, β ,� ��� ��,������ ���� ���,���� ��� �� 9���
���� z �� ���� � #��������� ����� ��� αf + βg, ����� (αf + βg)(x) =
αf(x)+βg(x) ��� ��� x ∈ [a, b]. ���% ��� "��#��������� ��� �� ������ ���
αf+βg �� � ��,��� �� ��� ����� �� ��� ��� �� "��#��������� ������ �� f ��"
��� ��� �� "��#��������� ������ �� g. ���#� ����� ���� ��� ���� ���� ���
�4������� 5���% �� ��� ���� ��� �4������� �� ��� ��� �� "��#���������
������ �� αf + βg �� ���� 5���� ���% ���#� f ��" g ��� ,���"�"% �� ��
���� �� ��� ���� αf + βg �� ���� ,���"�"� ��� �� ��� ��� ������� '&
��" )�" ���� αf + βg �� ���� ��,��� <������ */�'+ �� ���� ��� �������
����% �� �� �� ���� ���� ��� ����� �������

,+ ��� {∆n}, ∆n : a < x
(n)
1 < x

(n)
2 < ... < x

(n)
kn

= b% ,� � ��F���#� ��

"�������� ���� �∆n� → 0 ��" ��� ξ
(n)
i ∈ [x

(n)
i−1, x

(n)
i ], i = 1, 2, ..., kn, ,� �

#��������"�� ��F���#� �� ���9�� ������ �� ��� ���#� f(x) ≤ g(x) ���
��� ����

S(f ; ∆n; {ξ(n)i }) =
n�

i=1

f(ξ
(n)
i )(x

(n)
i − x

(n)
i−1) ≤

≤
n�

i=1

g(ξ
(n)
i )(x

(n)
i − x

(n)
i−1) = S(g; ∆n; {ξ(n)i }).

�9�� ������ ���� ���� n→ ∞, ��  �� ����
� b
a
f(x)dx ≤

� b
a
g(x)dx.

#+ ���#� ��� "��#��������� ��� �� f �� [a, b] �� ��� ����� �� ��� "��4
#��������� ���� �� f �� [a, c] ��" �� f �� [c, b] �����#������% �� ���
���� ��� �4������� �� ��� )��� ��� �� 5���% ���� f �� ���� ��,�� ��
[a, b], �� �� �� ���� ��,�� �� [a, c] ��" �� [c, b] �����#������� ��� {∆′

n},
∆′
n : a < x

′(n)
1 < x

′(n)
2 < ... < x

′(n)
k′n

= c, ,� � ��F���#� �� "��������

�� [a, c], ���� �∆′
n� → 0 ��" ��� ξ

′(n)
i ∈ [x

′(n)
i−1, x

′(n)
i ], i = 1, 2, ..., k′n,

,� � #��������"�� ��F���#� �� ���9�� ������ �� ��� ��� ���� {∆′′
n},

∆′′
n : a < x

′′(n)
1 < x

′′(n)
2 < ... < x

′′(n)
k′′n

= c, ,� � ��F���#� �� "��������

�� [c, b], ���� �∆′′
n� → 0 ��" ��� ξ

′′(n)
i ∈ [x

′′(n)
i−1 , x

′′(n)
i ], i = 1, 2, ..., kn,

,� � #��������"�� ��F���#� �� ���9�� ������ �� ��� :� ��� ����

∆n = ∆′
n ∪ ∆′′

n �� � "������� �� [a, b] ���� {ξ(n)i } = {ξ′(n)i } ∪ {ξ′′(n)i } �� �
#��������"�� ��� �� ���9�� ������� ���#� �∆n� → 0, ��" ,�#����

S(f ; ∆n; {ξ(n)i }) = S(f ; ∆′
n; {ξ′(n)i }) + S(f ; ∆′′

n; {ξ′′(n)i }),

��� ��� ����
� b
a
f(x)dx =

� c
a
f(x)dx +

� b
c
f(x)dx. ��� �� ��� ��� ����

���� �F������ ��" ��� "�)������
� a
b
f(x)dx = −

� b
a
f(x)dx ��� a < b, ��
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��"�� �� ����� */�/+� ������ ��� ������#� ���� m < n < l. ���% ����
*/�-+ ��  ��K

� l

m

f(x)dx =

� n

m

f(x)dx+

� l

n

f(x)dx.

�� � n

l

f(x)dx = −
� l

n

f(x)dx =

� n

m

f(x)dx−
� l

m

f(x)dx,

��
� n
l
f(x)dx =

� m
l
f(x)dx+

� n
m
f(x)dx.

"+ ������ ���� ����� �� � c ∈ [a, b] ��#� ���� g(c) > 0 *�� g(x) < 0,
��� �������� �� #��������� ����� ���+� ���#� g �� #���������% ����� ��
�� ������ �������� [c − ε, c + ε] ⊂ [a, b], ε > 0, ��#� ���� g(x) > 0 ���
��� x ∈ [c− ε, c+ ε] *��� C��D% ������� /0+� $�������% ����� �� � �����
x0 ∈ [c − ε, c + ε] ���� g(x0) = inf

x∈[c−ε,c+ε]
g(x) *��� C��D% ������� /-+�

���% g(x0) > 0. ?��
� b

a

g(x)dx =

� c−ε

a

g(x)dx+

� c+ε

c−ε
g(x)dx+

� b

c+ε

g(x)dx ≥ 2ε	g(x0) > 0,

���#� #�����"�#�� ��� ����������� @��#�% g(x) = 0 ��� ��� x ∈ [a, b].
�

R����� '/. 6� �	# 
�	
 	 ������ r ∈ R �	� �� ���� 	���"��	
��
��
� ������
� ��� 	 ����� �����
 A �
�� �	���"��	
�� ��
�� � R ��
�� 	�# ��	�� ��	� ������ ε > 0 �� �	� ��� 	� ������
 aε � A
���� 
�	
 |r − aε| < ε. �� ���
	���& 	�# ��	� ������ r �	� �� ����
	���"��	
�� ��
� �	
��	� ������� ����� A �� Q& 
�� ��
 � �	
��	�
��������� ��
 �� f : [a, b] → R �� 	 ?���	�� ��
���	��� ����
���

 ��� I(f) =
� b
a
f(x)dx �	� �� ���� 	���"��	
�� �# 	� ������
 � 
��

��
 � 	�� ?���	�� ���� � 
�� ��� S(f ; ∆; {ξi}) ���� �����
�� 1��

,$ ���� �-�����$ 	�/���5���'��1 ����(��

(� ��"�� �� �������� � "�)���� ���� ���
� b
a
f(x)dx, ��������� ��

���" A���� ��������A� ��� ��� ���� ������ �� ����� ���� ,���# �������
���#� ������ �� ���� ,���#��� �� ���� �� ������" ���������#��

T
����� --. �'�	� �����	�� ��
 f : [a, b] → R �� 	 ��
���$
�� ����
�� 	�� ��
 g : [a, b] → [0,∞) �� 	 �����	
��� 	�� �����
��
����� ����
���  ��� 
���� �� 	 ��	� ������ ξ ∈ [a, b] ���� 
�	


*0�'+

� b

a

f(x)g(x) dx = f(ξ)

� b

a

g(x) dx.
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�� �	�
����	�& �� g(x) = 1 �� 	�# x ∈ [a, b], �� ��
 
�� ��	����	� ���	�
�����	�,

*0�-+

� b

a

f(x) dx = f(ξ)(b− a).

 ��� �	�
 �����	 �	#� 
�	
 
�� 
�	�����	� 	��	 F(	�-G ���� ����A�
�� �)�	� 
 
�� 	��	 � 
�� ���
	���� ��
� 
�� �	�� [a, b] 	�� 
�� �����

�)�	� 
 
�� ����	
� � f 	
 	 ���
 ξ ∈ [a, b].

F����� 6

P����. ���#� f �� #��������� �� [a, b]% �� �� ,���"�" ��" ��� �����
��" ����� ,���"� ��� �����5�"% ���� ����� ��� x1 ��" x2 �� [a, b] ��#�
���� m = f(x1) = inf

x∈[a,b]
f(x) ��" M = f(x2) = sup

x∈[a,b]
f(x) *��� C��D%

�� /-+� ���#� m ≤ f(x) ≤M ��" g(x) ≥ 0, ��� ��� ����

mg(x) ≤ f(x)g(x) ≤Mg(x),

��� ��� x ∈ [a, b]. ��� �� ��� ��� ������� -' ��" )�"K

m

� b

a

g(x) dx ≤
� b

a

f(x)g(x) dx ≤M

� b

a

g(x) dx.

���#� g(x) �� #��������� ��" ��� �"����#�� �� 5���% ��� ��� ����
� b

a

g(x) dx > 0

*��� ������� -'+% �� �� #�� "���"� ��� ���� ���F�������� ,�
� b
a
g(x) dx :

m ≤
� b
a
f(x)g(x) dx
� b
a
g(x) dx

≤M.
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:� ��� ��� !��,��2 ������� *��� C��D% �� //+ ��� ��� ���#���� f

*f([a, b]) = [m,M ]+ ��" )�" � ξ ∈ [a, b] ��#� ����
� b
a f(x)g(x) dx� b

a g(x) dx
= f(ξ),

���� ������� *0�'+� �

E������ -3. ��
 �� ��� 
�� ��	����	� ��	� �����	 �� ���� 

���� 
�	
 I =

� 100

10
e−x

2
dx < 1

293
, � I �� 	 ���# ��	�� ������� ������&

��� �����	 �/��� �� ��� 
�	
 I = 90e−ξ
2
, ����� ξ ∈ [10, 100]. -�



�� ������
 �	��� � e−x
2
�� e−100 < 2−100, � I < 90

2100
< 27

2100
= 1

293
.

��� �� ��� ����������� �� � ����  ������ #��� ��� ,���# ������� ��
������ *��� ������� '+�

T
����� -/. ����
�$������� �����	� ��
 f : [a, b] → R �� 	
��
����� ����
���  ��� F (x) =

� x
a
f(t) dt �� 	 �����
��� �� f, ����

F �� ��!����
�	��� 	�� F ′(x) = f(x) �� 	�# x ∈ [a, b]. '�����& ��
G(x) �� 	�# �����
��� � f � [a, b], 
���

*0�/+

� b

a

f(x) dx = G(b) −G(a).

P����. �9� x0 ∈ [a, b] ��" ��� �� ���"� ��� �������� �����K

*0�0+ lim
x→x0

F (x) − F (x0)

x− x0
= lim
x→x0

� x
a
f(t) dt−

� x0
a
f(t) dt

x− x0
.

?��% ���� ������� -'% #+% ��  ��
� x

a

f(t) dt−
� x0

a

f(t) dt =

� a

x0

f(t) dt +

� x

a

f(t) dt =

� x

x0

f(t) dt,

��% ������� ��� #�����#�� ���� ������� *0�-+ �� *0�0+% ��  ��

*0�1+ lim
x→x0

F (x) − F (x0)

x− x0

= lim
x→x0

f(ξx)(x− x0)

x− x0

= lim
x→x0

f(ξx).

���#� ξx �� ,������ x ��" x0% ���� ξx → x0, �������� x → x0. ���#�
f �� #���������% ��� ���� ����� �� *0�1+ �� f(x0). ���% �� H��� �����"
���� A��� ���� ���#����A F �� ������ �� � ��������� �� f �� [a, b].

��� ��� G ,� ������� ���������� ������ / ���� ���� G(x) =
F (x) + C, ����� C �� � ���� #�������� ���%

G(b) −G(a) = F (b) − F (a) =

� b

a

f(x) dx.

�

������4���,��5 ������� *0�/+ �� ���� ���� ��� ���#��������� ���#4
������
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T
����� -0. ��
 f : [a, b] → R �� 	� ��
���	��� ����
�� 	�� ��


F �� 	 �����
��� � f � [a, b].  ���
� b
a
f(x) dx = F (b) − F (a).

P����. <�� ��� "������� ∆ = {a = x0, x1, ..., xn = b} �� ��� �����4
��� [a, b] ��� ���K

n�

i=1

[F (xi) − F (xi−1)] = F (b) − F (a).

?��% ���� ��� �� ��� � ������� *��� C��D% ���0% ����1+ �� ��� ��������
[xi−1, xi], �� )�" ci ∈ [xi−1, xi] ��#� ���� F (xi)− F (xi−1) = f(ci)(xi −
xi−1). ���%

n�

i=1

f(ci)(xi − xi−1) = F (b) − F (a).

(� �� ��9� "�������� ∆ ���� �∆� → 0, �� )����� )�" ����
� b

a

f(x) dx = F (b) − F (a).

�

E������ /.. ��
 �� ����
�
� 1

0
x2dx.   ��� ���
�$������� ��$

���	 �� ���� 	 �����
��� ����
�� �� f(x) = x2. +����
�
x2dx = x3

3
,

�� �	� 
�	

� 1

0
x2dx = x3

3

���
1

0
= 1

3
− 0

3
= 1

3
.

E������ /'. ��
 �� ����
� lim
x→0

� x
0
e−t2dt

x
. +���� �� �	�� 
�� ��$

��
�����	
� �	�� 0
0
, �� �	� 	���# �5*H���
	� ����� -�
 
�� ����
��

G(x) =
� x
0
e−t

2
dt �� 	 �����
��� � g(x) = e−x

2
���� 
����� �1�� +

G′(x) = g(x) 	�� �� ����
 �� �)�	� 
 lim
x→0

e−x
2

= 1.

E������ /-. ( ���
 �� ����� � 
�� ������
 [0, π
2
] �� 	 ����	�

���� � ����� F (x) = x sin x. ���� 
�� ��9 � F � [0, π
2
].

�� ���9

W =

� π
2

0

x sin xdx = −
� π

2

0

x(cosx)′dx
,� �����

=

− x cosx|
π
2
0 +

� π
2

0

cosxdx = 0 + sin x |
π
2
0 = 1.

E������ //. @� 
�� ������
 [0, 2π] �� �	�� 	 �����
# ����
��
f(x) = 1

1+cos2 x
. ��
 �� ��� 
�� �	�� � 
�� ���� ([0, 2π], f(x)) . �� ��
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��	��� 
�� �	��	��� x ��
� 	 ��� �	��	��� t �# 
�� �����	 tan x = t,
�� ��
 ,

mass =

� 2π

0

1

1 + cos2 x
dx =

� 0

0

... = 0 !,

����� �� �
 
���% 6���� ��� �� �	9� 	 ���
	9�. +���� 
�� �	�����
x→ tan x = t �� �
 ��7��
��� � [0, 2π], �
 �� �
 	 ���	��� � �	��	����
� 
��� �	�
 ��
���	��  �� �� ��
���	� �� 
��� ��	��� � �	��	��� ���
−π

2
, π

2

�
. + ��
 �� �	9� 	 
�	���	
�� x → x − π

2
= z � 
�� ��
���	�

[0, 2π] :

*0�6+

� 2π

0

1

1 + cos2 x
dx =

� 3π
2

−π
2

1

1 + sin2 z
dz,

���	��� cosx = cos(z + π
2
) = − cos(π − z − π

2
) = − sin z.  �� �	�


��
���	� �� �/�A� �	� �� ���

��
� 3π

2

−π
2

1

1 + sin2 z
dz =

� π
2

−π
2

1

1 + sin2 z
dz +

� 3π
2

π
2

1

1 + sin2 z
dz.

�� �� 
�� �	�
 ��
���	� � 
�� �	�
 ��� � ��
���	�� �� �	9� 
�� 
�	���	
��
���	��� � �	��	���� z → z − π = u, �� ��


� 3π
2

π
2

1

1 + sin2 z
dz =

� π
2

−π
2

1

1 + sin2 u
du,

���	��� sin z = sin(π + u) = sin(π − π − u) = − sin u.  ���
� 3π

2

−π
2

1

1 + sin2 z
dz = 2

� π
2

−π
2

1

1 + sin2 z
dz = 4

� π
2

0

1

1 + sin2 z
dz.

�� 
��� �	�
 ��
���	� �� �	� �	9� 
�� ��	��� � �	��	��� tan z = t 	��
�
	��,

4

� π
2

0

1

1 + sin2 z
dz = 4

� ∞

0

1

1 + 2t2
dt =

4√
2

� ∞

0

1

1 +
�√

2t
�2d

�√
2t
�

=
4√
2

arctan
√

2t

����
∞

0

=
√

2π,

���	��� sin2 z = t2

1+t2
& z = arctan t 	�� dz = 1

1+t2
dt �� z ∈ [0, π

2
). *���

� ∞

0

1

1 + 2t2
dt

def
= lim

A→∞

� A

0

1

1 + 2t2
dt,

���� �
 �� 	 ���
 �"	���� � 	� ������� ��
���	� � 
�� ���
 
#�� ����

�� ��"
 ��	�
����
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2$ �-� ����(�� �� � ��(�� �� Rn

��#��� ���� ��� n4"���������� ���� ��#��� ���#� Rn �� � A �������4
#��A ���#� ���� ��� ��#��"��� "�����#�

d(�,�) =
�

(y1 − x1)2 + (y2 − x2)2 + ... + (yn − xn)2,

����� � = (x1, x2, ..., xn) ��" � = (y1, y2, ..., yn) ��� ��� ��,������
�������� �� Rn� �� ��� �	�� ���� #����� � ∈ Rn ��" ��"��� r > 0, ��
Rn, �� � ��,��� B(�, r) �� Rn, �� ��� �������� ����K

B(�, r) = {� ∈ Rn : d(�,�) < r}
� ����� � �� � ��,��� A �� Rn �� ���" �� ,� �� ��
���� ���
 �� A
*�������� �� Rn+ �� ����� �� � ���� ���,�� r > 0 ��#� ���� ��� ������
���� ,��� B(�, r) �� #�������" �� A. (� ��� ��� ����� �� A ��� ��������
������ �� ��� ���� A �� �� ��� �����
 �� Rn. �� ����	�# ∂A �� �
��,��� A �� Rn �� ��� ����� �� ��� ��� ������ � �� Rn ��#� ���� ��� ���
r > 0 ��� ,��� B(�, r) #������� �� ����� ��� ����� ���� A ��" �� �����
��� ����� ���� ��� �����"� �� A �� ��� ���� ����� A∪ ∂A �� #����" ���
�
�����	�� ������ �� A �� Rn. (� A = A∪∂A, ���� �� ��� ,���"��� ∂A
�� A �� #�������" �� A, �� ��� ���� A �� ������ :� ��� ���� � ��,��� A
�� ������ �� Rn �� ����� �� � ��I#������ ��� � ���� ,��� B(�, R) ���#�
#������� A. @��� � = (0, 0, ..., 0) ∈ Rn. ��� � ��" � ,� ��� ������ ��
Rn ��" t � �����,�� ����� *���,��+ �� ��� ���� �������� [0, 1].�� #����"
��,��� �� Rn

[�,�] = {� ∈ Rn : � = (1 − t)�+ t�, ��� � t ∈ [0, 1]}
�� #����" �� �����
��� ������
 �� Rn ���� �2��������� ������ � ��" �. �
��,��� P = ∪i=ni=1 [�i−1, �i] �� Rn �� ���" �� ,� � ��#��	� ����  �������"
,� ��� A�����#��A �0, �1, ...,�n. :� ���� ��� ���� ��� ������ �0 ��" �n
��� �����
�� ,� ��� ���� ���� ���� P. � ��,��� A �� Rn �� ���" �� ,�
�����
�� �� ��� ��� ������ �� �� #�� ,� #����#��" ,� � ���� ���� ����
P. � ����� B �� Rn �� � ,���"�" ��,��� �� Rn. � ��	�� �� Rn �� ��
���� ��" #����#��" ��,��� �� Rn. ���#� ��� ����� �,��� ������� H���
�������" ��" ���� "��#����" �� C��D% �� ���� ��9 ��� ���"�� �� ��� ��
)�" �2������ ��" #������2������ �� ��� �� ����� �������% ,� "����� 
��������� % �� Rn ��� n = 1, 2, ��" 3.

D��������� &. ( �����
 A �� Rn � 
�� ���

A = [a1, b1] × [a2, b2] × ...× [an, bn]

�� �	�� 
 �� 	 �	�	���������� �� Rn. ( ���
� ���� E = ∪ni=1Ai �
�	�	����������� Ai& ���� 
�	
 �� 	�# i �= j 
�� ��
�����
�� �����
 Ai ∩
Aj �	� � ��
���� ���
 �� Rn, �� �	���� 	� ������
	�# ������ -#
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�����
��& 
�� ��	���� �� 
�� ������ � 
�� 	��� �	�	���������� A ��

�� ������

m(A) = (b1 − a1)(b2 − a2)...(bn − an).

 �� ��	���� m(E) � 
�� 	��� ������
	�# ����� E �� �# �����
��

m(E) =
n�

i=1

m(Ai).

6� �	# 
�	
 	 �����
 B � Rn �� I��	� ��	���	��� �� �	� 	 ������
�� Rn 	�� �
� ��	���� �� �
� ������ �� 
�� �����	
��� ��	� ������
m(B) �� �� 	�# ε > 0 
���� 	�� 
� ������
	�# ������ Eεint 	�� E

ε
ext

��
� 
�� ������� �����
���,
0� Eεint ⊆ B ⊆ Eεext
�� m(Eεint) ≤ m(B) ≤ m(Eεext) 	��
1� m(Eεext) −m(Eεint) < ε.
 ���� 
���� �����
��� �	# 
�	
 B �� ��	���	��� 	�� �
� ��	����

������� �� 
�� �����	
��� ��	� ������ m(B) �� 	�� ��# �� B �	�
�� ���� 	���"��	
�� �� ������� ���� ��
���� ��������� 	�� ����

�"
���� ��
������ �# 
� ��)������ {E(m)
int }m, {E

(m)
ext }m � ������
	�#

������ �� Rn :

E
(1)
int ⊆ E

(2)
int ⊆ ... ⊆ E

(p)
int ⊆ ... ⊆ B ⊆*1�'+

... ⊆ E
(q)
ext ⊆ ... ⊆ E

(2)
ext ⊆ E

(1)
ext,*1�-+

���� 
�	


*1�/+ m(B) = lim
m→∞

m(E
(m)
ext ) = lim

m→∞
m(E

(m)
int ).

<�� ������#�% � �������������" �� R �� � #����" �������� [a, b]. ��
��#� ��������� [a, b] ��" [c, d] ���� �� �������� ������ �� #����� �� ��"
���� �� ����� �������#���� �� ����� �� �� �� ������ � ����� *:�� #�����
�� #������ ��� "�����#� ������;+� �� ������� *��� ��� �� �� ���� #���+
�� �� �������� [a, b] �� �2�#��� ��� ��� �� b − a. �� ������� �� � )����
��,��� �� ������ �� R �� �F��� �� 5���� ?�� ���� �,��� �� ��)���� ��,���
�� ������ �� R ; <�� ������#�% ��� �� ����� ���� ��� ��� C = { 1

n
}n ���

������� 5��� �� R. (�� ���� � �� #������#� ��� ��F���#�� ��9� �� *1�'+�

:� ��9� ��� ��� E
(p)
int, p = 1, 2, ... ��� ����� ��� ∅. <�� E(q)

ext �� ��9� ���
�����

E
(q)
ext = ∪2q

n=1

�
1

n
− 1

2(n+2)q
,

1

n
+

1

2(n+2)q

�
∪
�
0,

1

2q + 1

�

(� �� ���� �� ��� ���� ���� ����� �� � "��H���� ���% ���� ��� �������#����
,������ ��� ��� "�����#� �� ����� �� ���� ����� �� ������ $�������%

��� ��� �� �� E
(q)
ext �� �F��� ��

�2q

n=1
1

2(n+2)
q−1 + 1

2q+1
. ���#� 1

2(n+2)
q−1 ≤ 1

23
q
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��� ��� ���� m(E
(q)
ext) ≤ 1

23
q−q + 1

2q+1
→ 0, ���� q → ∞. @��#� ���

������� �� C �2���� ��" �� �� �F��� �� 5���� �� ���� �2����� �� �
����������,�� ��,��� �� R �� ��� ��� F = [0, 1] ∩Q� ���#� F #�������
�� �������� ������ ������ R% �� #����� #������ � ���������� ��������� ��%
�� F ���� �������,��% ��� ������� ����" ,� 5���� ?�� ���� �� ��� ����

,�#���� �� #����� #������#� � ��F���#� (E
(q)
ext)q% ����� ��#� E

(q)
ext �� �

)���� ����� �� ���������% ��� �� ���#� ����� �� #����� �� ���� ���

�����% F ⊂ E
(q)
ext ��� ��#� q ��" m(E

(q)
ext) → 0, ����� q → 0. (�"��"%

�� ����� #��"������ [0, 1] ⊂ E
(q)
ext ��� ��� q = 1, 2, ..., ���� m(E

(q)
ext) ≥ 1

��" �� ��� ��F���#� (E
(q)
ext)q #����� ���" �� 0. (� ��� ���� ������ ���

#�� ����� ���� �� � ��,��� A �� �������,�� �� R ��" ��� ������� 5���%
���� �� #����� ���� �������� ������� ����������% �� �� �� �������,�� ��"
��� �� �������� ������% ���� ��� ������� ���� ,� 5��� *:��;+� ��
������� �� � �������,�� ��,��� A �� R �� ������ #����" ��� ����
�&
l(A)� :��� �� ��� #����#���� ,������ ��� ������ �� � ��,��� �� R ��
��,�� ��� ������� 5��� *��� !�)������ 1+ ��" ��� ������ �� � ��,���
�� R �� ������� 5���; (� �� #���� ���� � ��,��� �� R �� ������� 5���
*�� �� ���� � �� ,� �������,��E+ ���� ,� ,���"�"� (� �� ���� #����
���� � ��,��� �� R �� ������� 5��� ��� ���� ��� ��,�� �� ������� 5���
*���9 #�������� �� ,��� "�)�������E+� �� ��� N∗ = {1, 2, ..., n, ...} #��
,� #�����" ,� ��� "��H���� �����

∪∞n=1[n− 1

2ns+1
, n +

1

2ns+1
]

��� ��� s ≥ 1. ���#� ��� ��� �� ��� ��� ��� �� ��� ��������� �� ���� �����
��

∞�

n=1

1

2ns
=

1

2s
	 1

1 − 1
2s

=
1

2s − 1

��" ���#� 1
2s−1

→ 0, ���� s → ∞, �� ��� ���� ��� ��,�� �� �������
�� N∗ �� 5��� ��" �� �� ��� ,���"�"% ���� �� #����� ,� �������,��% ��
�����#���� �� #����� ���� ��� ������� 5����

������� ���������� �2����� �� � 5��� >��"�� ������� ��� �� R ��
��� ������ ������ ���� �9� ��� �������� A0 = [0, 1]% "���"� �� ���� /
�F��� ��,���������%  �� ��� ��� ��""�� ���� ��,�������� (1/3, 2/3) ��"
�,����

A1 = [0, 1/3] ∪ [2/3, 1] ⊂ A0.

�9� ��� ��#� �� ��� ,��� "��H���� ��������� �� A1 ��" ���#��" �� ���
���� ���� :� �,����

A2 = [0, 1/32] ∪ [2/32] ∪ [2/3, 7/32] ∪ [8/32, 1] ⊂ A1 ⊂ A0.
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:� #������� �� ���� ��� ��"  �� � ����� �� ��,����

A0 ⊃ A1 ⊃ ...An ⊃ An+1 ⊃ ...

�� �������#���� C = ∩∞n=1An �� �� ��)���� ��,��� �� [0, 1]. ��� ��,���
�� #����" � ������ ��,���� ���#� m(An) =

�
2
3

�n → 0, ���� n → ∞, ���
������� �� 5���� (� �����#���� ��� ��,�� �� ������� �� ���� 5����

� �������������" �� R2 �� ������ � ��#��� ���� �����#� *��� �� �,,��4
����� ���� A��#��� ��A+ ���� ��� ��"�� �������� �� ��� #���"������ �2��
*��� <� �&+� (�� ������� �� �F��� �� ��� ����� ���� ��� ���� �� ��#�
� ��#��� �� �� #�� "�"�#� �������� ��� ��� ����� �� � ��������� ���%
� ����� �� �� ���� ��� � "��# *�� ��� ����� �� ��� ����� �� ���� �� ����
���� ��� ���#��,�" �� ��� #��#�������#� �� ���� "��#+� ���9 �� <� �&�

F����� 7

(�"��"% ��� ���� �� ��� ��������� ��� [EFGH] �� �F��� �� ��� ����
�� ��� ��#��� �� [HH ′JG] = l(EF ) 	 l(HH ′). �� ���� �� ��� ����� ��
[KLM ] �� � ���� ���� ��� ���� �� ��� ��������� ��� [KLNM ]. � )�"
��� ���� �� � "��# ���� #����� �� W ��" �� ��"��� R, �� �����2�����
��� "��# ���� ��� �����#� ,���"�" ,� � �� ���� ���� �� ���� n ��"��
���#��,�" �� ��� ,���"��� #��#�� �� ���� "��#� ���% ��� �� �� α, ��
��"���� *��� <� �&+% �� �F��� �� 2π

2n
= π

n
. �� ��� ���� �� ��� ���� �� ��

�F��� �� n 	 2R sin π
n
	R cos π

n
	 1

2
. @��#�% ��� ���� �� ��� "��# ��

lim
n→∞

R2 cos
π

n
	 sin π

n
π
n

	 π = πR2.

�� ��� �� �� ��� ,���"��� #��#�� �� ��� �,��� "��# ��

lim
n→∞

n 	 2R sin
π

n
= 2πR lim

n→∞

sin π
n

π
n

= 2πR.
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E������� /. +
	�
��� ��
� 
�� �����	 �� 
�� 	��	 � 	 ���
	����
	�� � 	 
��	����& ��� �����	� �� 
�� ���� 	��	� � 	 �#������& �
	 ��� 	�� � 	 ����
�� � 	 ��� (πR2h, πR

√
R2 + h2 	�� π(R +

r)
�

(R− r)2 + h2)& ����� h �� 
�� �����
 � 
�� ����������� �����

�� ���� �� � �� ��� ,���"�" ,� � #����" ���� ���� ���� #�� ,�
#������" �� � ��� �� ����� �� ����� ��� *��� <� �7+�

F����� 8

�� �������#���� �� ��� ��#��� ��� ���#� ,���� �� �� ����������
) ��� ��� �� �������� ������ ������ R2 �� ��" ���� �� ������ �� �� �����%
�� �� � ����� �� � �� ���� �� � ���� �������� �� ��� �� ��� �2��� <�� �
����� ���������� ) ��� ��� <� �3�

(� <� �'. �� ��� ��� �� #���� A���� ��������A ���� �� ����������
) ��� �  ������ ����� ) ��� A.

(� <� �'' �� ��� ��� �� #���� A���� �2������A ���� �� ����������
) ��� �������  ������ ) ��� A.

(� <� �'- �� ��� ��� ������������ ���#��� �� �����2������� A����
��������A ��" A���� �2������A ���� ���������� ) ���� Ei ��" Eo �����#4
������% �  ������ ����� ) ��� B.

�� ������� �� � �������,�� ) ��� A �� R2 *� ����� ) ���E+ ��
������ #����" ��� 	��	 σ(A). �� ����� �� � )���� ����� �� ������ �� ��
� )���� ����� �� �� ����� �� ����� ��� 5��� *:��;+� �� ���� �� ����
��� � )���� ����� �� #����� �� #���� C1 *��������� ��
� ������%+�

R����� '0.   ����� 
�� 	��	 σ(A) � 	 ��	���	��� �����
 A �
R2 �� ���� 
�� 	��� ���
� ����� � ���
	����� 	� ������
	�# �������
+���� 	�# ���
	���� �� ����� 	 ���� � 
� 
��	����� �	� ����	���%�
��
� 
���� ��
�����
��� 	 ������
 � ��� 	��	� 	�� ����� 	�# 
��	����
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�	� �� ���� ������ �# ���
	�����& �� �	� ��� �� �����
�� > 
��	�����
���
�	� � ���
	�����& �	���# 	� ������
	�# ����� �	� �� 	 ���
� ����
� 
��	������  �� �	�� �� 
��� �� ���
�	� � ���
	����� �� ��� �����& �
�����	� ��#���& �
��

� �������������" �� R3 �� �� ����� �������������" [a, b]× [c, d]× [e, f ]
���#� ��� ��� ��"� ��#�� �������� �� ��� #���"����� ������� �� �������#4
���� ,������ ��� ��#� �������������"� #������� �� �������� ������ ������
R3 �� ��" ���� �� �� �� ������ �����% � �����% � �� ���� �� � ���� �� � ��#4
��� ���� �����#� �������� �� ��� �� ��� #���"������ ������� �� �������
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vol(A) �� � �������,�� ��,��� A �� R3 �� ������ #����" ��� ������ ��
������ �� � )���� ��� �� ������% � ���#����� ������ #���� �� � ���#�4
���� ������ �����#�� *"�)�� ���� ,� ����� � ���� ���#����� ������
#�����+ �� 5���� (� ���� #��� �� ���� #�� ��,������� �������������"� ����
�������"����% ,����% �� ���� ������"����% ��#�
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E������� 0. +
	�
��� ��
� 
�� �����	 � ����� � 	 �	�	����������&
��� �����	� 
 ����
� 
�� ����� � 	� 	���
�	�# ���)�� �	�	�$
���������& � 	 
�
�	�����& 	 �#������& 	 ��� 	�� 	 ����
�� � 	 ���
�
�� 	��	 � 
�� �	���×h, 1

3
×
�� 	��	 � 
�� �	���×h, πR2�	��	 � 
��

�	����×h, 1
3
× πR2�	��	 � 
�� �	����×h 	�� πh

3
(R2 + r2 +Rr)�& �����

h �� 
�� �����
 � 
�� ����������� ������

(� �� ��� �� "�I#��� �� ��� ���� �� A,B ��� ��� �������,�� ) ��� *C
�������,�� ⇒ C ,���"�"+ �� Rn, ���� A ∪ B% A ∩ B, A \ B ��� ����
�������,�� ��"

*1�0+ m(A ∪B) = m(A) +m(B) −m(A ∩B).

:� ���� ��� ���� �� A ⊆ B ��" ,��� ��� �������,��% ���� m(A) ≤
m(B). (� � ��,��� A �� R �� �������,�� ��" ��� ������� �� 5���% ���� ���
��,�� �� ������� �� ���� 5���� ����������% �� �� ��� ���� *��� A = N+�

�� �������� ������ �� ���"������� �� ���� ��������

T
����� -1. ( ����� A � Rn �� ��	���	��� �� 	�� ��# �� �
�
����	�# �� ��	���	��� 	�� �
� ��	���� �� �)�	� 
 ���� �� �	�
����	�&
�� �� �	� ��� 	 ��������� ��
� �	�	��
����	
�� �� 
�� ����	�#
∂A � 	 ����� A � Rn, 
��� A �
���� �� ��	���	��� �� Rn.

<�� ��� #��� n = 2 ��� #�� )�" � ����� �� C	�4D �� �� C���D� (�
 ������% ��� ����� ������� � ������� ���� <�� �� ��������� �� �����% ���
���� <� �'-�

6$ ����� �� &���� ��(��� '�(���� '* ���&-��� �� �(�������

��� f : [a, b] → R+ ,� � ,���"�" ���#���� "�)��" �� ��� ��������
[a, b] ���� ����� ����� ������� ��� Df ,� ��� ����� ) ��� ,���"�" ,�
��� ����� x = a, x = b, ��� �� ���� [a, b] ��" ���  �����# �� f *��� ���
���#��" ) ��� [ABCD] �� <� �'% ���'+�

T
����� -6. 6�
� 
�� 	��� �
	
�� f �� ?���	�� ��
���	��� �
[a, b] �� 	�� ��# �� 
�� ��	�� ����� Df �	� 	 ��	���� �	� 	��	� �� R2

	�� 
���

*6�'+ m(Df) =

� b

a

f(x)dx.

P����. ������ ���� f �� ���� ��,�� �� [a, b]. ���% ��� ��� "�������

∆ : a = x0 < x1 < ... < xn = b,

��� ����� �� #��������"�� ��#��� ��� ���#�  ��� ���� �� ��� ��������
!��,��2 ���

s∆(f) =
n�

i=1

mi(xi − xi−1)
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�� �� ���������� ) ��� ���#� #����� Df A���� ��������A� (�� ���� ��
s∆(f) *��� <� �7+� �� ���������� ) ���  �������" ,� ��� ����� �� ���
��#��� ��� ���#� ������ �� ��� �������� !��,��2 ���

S∆(f) =
n�

i=1

Mi(xi − xi−1)

#�����Df A���� �2������A� �� ���� �� ���� ���� ) ��� �� �F��� �� S∆(f).
�� ���� ��,����� !��,��2 #�������� *��� ������� '0+ ���� ���� Df ��
�������,�� ��" ��� ���� �� ��� #����� ����� �� {s∆(f)} ��" {S∆(f)}
���� �∆� → 0, ���� m(Df) =

� b
a
f(x)dx.

������ ��� ���� Df �� �������,�� ��" ��� ���� �� m(Df ). ��� ��
��� ��� ������� -1 ��"% ,� ���9�� �� <� �'-% �� ��� ���� ��� ���
ε > 0, ������� ���� ��� ���������� ) ���� Eεint ��" E

ε
ext ���#� ������

�� "�)������ &% �� #�� )�" � "������� ∆0 �� ��� �������� [a, b] ��#� ����

S∆0(f) − s∆0(f) < ε. <�� ��� ����� "������� ∆ ≻ ∆0, ��� E
s∆(f)
int ��"

E
S∆(f)
ext ,� ��� ��� ���������� ) ����  �������" ,� ��� ��#��� ��� ���#�

 ��� ���� �� ��� #��������"�� !��,��2 ���� ���� ��� �������� ��"�2�
���

*6�-+ Eεint ⊂ E
s∆(f)
int ⊂ Df ⊂ E

S∆(f)
ext ⊂ Eεext

��"

*6�/+ m(E
S∆(f)
ext )(= S∆(f)) −m(E

s∆(f)
int )(= s∆(f)) < ε.

�9�� ��� �� ��,������ "������� ∆′ �� [a, b] ��" "������ ,� ∆ =
∆′ ∪ ∆0 �� ��� ���� �∆� ≤ �∆0� ��" ∆ ≻ ∆0. �� S∆(f) − s∆(f) < ε.
?� ���9�� �� *6�-+ ��" *6�/+ �� ��� ���� {s∆(f)} ��" {S∆(f)} ���� �
#����� ����� ���� �∆� → 0. ��" ���� ���� ����� �� m(Df). @��#� f

�� ���� ��,�� �� [a, b] ��"
� b
a
f(x)dx = m(Df ). �

R����� '1. �� ���
	���& �� f(x) ≥ 0 �� ������ 	�� ��
�����
� [a, b] �"���
 �	#�� 	 ���
� ������ � ���
�& 
��� Df �� ��	���	���
	��

� b

a

f(x)dx = m(Df).

E������ /0. ��
 f(x) = sinx, x ∈ [0, 2π]. 6� 	�� ��
����
�� ��

�� ����
	
�� � 
�� �	
���� 	��	 ��� ����01�

(���#��� 
�� ���	�9 02 �� ��� 
�	
 
�� 	��	 � 
�� �+� �	�
 �� �)�	�



� π
0

sin xdx = − cosx |π0= 2. ��& �� �� 
	9� 	 �������

∆ : π = x0 < x1 < ... < xn = 2π
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	�� 	 ��
 � �	�9��� ���
� {ξi}i=1,n, ξi ∈ [xi−1, xi], 
��� 
�� ����$
������� ?���	��5� ���

Sf(∆; {ξi}) =
n�

i=1

f(ξi)(xi − xi−1)

�� ���	
���& ���	��� f(ξi) = sin ξi ≤ 0.  ��� 
�� 	��	 ������ �� 	 ��$
���	
��� ������� �� 
�� ����
 � 
�� ������� ����

−Sf(∆; {ξi}) = −
n�

i=1

f(ξi)(xi − xi−1) =

n�

i=1

|f(ξi)| (xi − xi−1) = S|f |(∆; {ξi}).

*���� �
� �	��� �� −
� 2π

π
sinx dx = cosx |2ππ = 2.  ���& 
�� �	
���� 	��	

�� �)�	� 
 4 	�� �
 �� �
 �)�	� 

� 2π

0
sinxdx = 0!.

(�  ������% �� f : [a, b] → R �� #��������� ������ ���������� *���
���#��������� ��� �� ������ A ��� ��� ��,�� �� ������� 0+% ���� ���
���� ,���"�" ,� ���  �����# �� f, [a, b] ��" ��� ����� x = a, x = b ��
�F��� �� ��� ���#��" ���� �� <� �'0% ����

*6�0+ area(Df ) =

� b

a

|f(x)| dx,

�� ���� ����  ������ #����
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E������ /1. ��
 �� ����
� area(Df) �� f : [−2, 1] → R& �����

f(x) =

�
x+ 1, x ∈ [−2,−1),
x3, x ∈ [−1, 1]

.

+����

|f(x)| =





−x− 1, x ∈ [−2,−1),
−x3, x ∈ [−1, 0),
x3, x ∈ [0, 1],

�� �	�

area(Df ) =

� 1

−2

|f(x)| dx =

� −1

−2

(−x− 1)dx+

� 0

−1

(−x3)dx+

� 1

0

x3dx

= −
	
x2

2
+ x


����
−1

−2

− x4

4

����
0

−1

+
x4

4

����
1

0

= 1.

������� ���� f, g : [a, b] → R ��� ��� ���#����� #��������� ������
���������� ��" f(x) ≥ g(x) ��� ��� x �� [a, b]. ��� �� �� #���� ���� ���
���#��" ���� �� <� �'1 �� �F��� ��

� b

a

f(x)dx−
� b

a

g(x)dx =

� b

a

[f(x) − g(x)]dx.
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?�� �������� �� � ��,�������� [c, d] ⊂ [a, b], g(x) ≥ f(x), x ∈ [c, d],
�� #������ ��� ���� A,������ g ��" fA ,� ��� �������

� d

c

[g(x) − f(x)]dx =

� d

c

|f(x) − g(x)| dx.

���% ��  ������% ��� ���#��" ���� areaf,g ,������ f ��" g �� <� �'6
#�� ,� #������" ,� ��� �������

areaf,g =

� b

a

|f(x) − g(x)| dx.

(�"��"%

areaf,g =

� c

a

[g(x) − f(x)]dx+

� d

c

[f(x) − g(x)]dx+

+

� e

d

[g(x) − f(x)]dx+

� b

e

[f(x) − g(x)]dx =

� b

a

|f(x) − g(x)| dx.

E������ /6. ��
 �� ����
� 
�� 	��	 ��
���� f(x) = sinx 	��
g(x) = sin 2x, x ∈ [0, π].  �� ���
 �	# �� 
 �9 	
 
�� ��	����� � f
	�� g �� ����0>�

+���� 
�� ��
�����
�� ���
� � 
���� ��	����� 	�� x = 0, x = π
3
	��

x = π, �� �	� ���
�,

areaf,g =

� π

0

|sin x− sin 2x| dx.
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+���� 	 ��
����� ����
�� 9���� 
�� �	�� ���� ��
���� 
� �����$
�
��� ���� � �
 �6�#.$��� C	���" 
����� �� C��D�& 
�� ���� � 
��
����
�� h(x) = sin x − sin 2x �� 
�� ���� � h(π

4
) = 1√

2
− 1 < 0 �


�� ��
���	� [0, π
3
].  �� ���� � h(x) � 
�� ��
���	� [π

3
, π] �� 
�� ���� �

h(3π
4

) = 1√
2

+ 1 > 0.  ���&

areaf,g =

� π
3

0

(sin 2x− sinx)dx+

� π

π
3

(sin x− sin 2x)dx =

− cos 2x

2

����
π
3

0

+ cos x |
π
3
0 − cosx |ππ

3
+

cos 2x

2

����
π

π
3

=
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1

4
+

1

2
+

1

2
− 1 + 1 +

1

2
+

1

2
+

1

2
=

11

4
.

������ ��� ���� �� ���� � ����� ���������# #����

(Γ) :

�
x = x(t)
y = y(t)

, x ∈ [a, b],

��#� ���� x(t) �� �� ��#������ ���#���� �� #���� C1 ��" y(t) �� � ���4
�� ����� #��������� ���#���� *��� <� �'7+�
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��� ��� ���� �� ��� "����� D(Γ), ,���"�" ,� (Γ), ��� �� ����
[x(a), x(b)] ��" ��� ����� x = x(a), x = x(b), #�� ,� �����2�����" ,�
�������8� ���� �� ��� ����K

*6�1+ S(Γ)(∆; (ξi)) =
n�

i=1

y(ξi) (x(ti) − x(ti−1)) ,

����� ∆ : a = t0 < t1 < ... < b = tn �� � "������� �� ��� �������� [a, b]
��" (ξi), i = 1, 2, ..., n, ξi �� �� ��,������ ��� �� )2�" ���9�� ������
��� ∆. 
�� #�� ��� �� ��� �8� ������� ��� ���#���� x(t) ������#��" ��
[ti−1, ti] ��" )�"K

x(ti) − x(ti−1) = x′(ηi)(ti − ti−1)

��� �� ηi ∈ (ti−1, ti). :��� �∆� → 0, ηi ��" ξi ,�#��� #����� ��"
#������ ���#� x′(t) �� #���������% x′(ηi) ��" x′(ξi) ,�#��� #����� ��"
#������ �� ��� ���� �,��� #�� ,� ���� �����2�����" ,� ���� �� ���
����K

S∗(Γ)(∆; (ξi)) =
n�

i=1

y(ξi)x
′(ξi) (ti − ti−1) .
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?�� ����� ���� ���� ��� �������8� ���� ��� � ��� ���#���� f(t) =
y(t)x′(t), t ∈ [a, b]. @��#� ��� ���� �,��� #�� ,� #������" ,� ���
�������

*6�6+ area(D(Γ)) =

� b

a

y(t)x′(t)dt.

(� x(t) �� ��#������ �� "�#������ ������ ���������� *�� �� ��#������ 
�� "�#������ �� ��#� ��,�������� �� � )2�" "������� a = c0 < c1 < ... <
ck = b+% ���� �,������� ������� *6�6+ ���� ,� ��,�������" ���� � ����
 ������ �������

*6�&+ area(D(Γ)) =

� b

a

y(t) |x′(t)| dt.

�� ���� ������� ���9� �� �� �""����� �� ���� ����  �������5�����% x(t)
�� � ������ ���#����� ���#���� �� [a, b] ��" *��+ y(t) �� ���#����� #��4
������� �� ��� ���� ���������

E������ /&. ��
 �� ����
� 
�� 	��	 ������ �# 
�� 	"�� Ox 	��

�� 	�� � 
�� �#����

(Γ) :

�
x = a(t− sin t)
y = a(1 − cos t)

, t ∈ [0, 2π],

����� a > 0 �� 	 �	�	��
��� +���� x′(t) = a(1 − cos t) ≥ 0, �� �	�
	���# �����	 �A�A� 	�� ���

area = a2

� 2π

0

(1 − cos t)2dt = a2

� 2π

0

(1 − 2 cos t+ cos2 t)dt =

= 2πa2 + 0 +
a2

2

� 2π

0

(1 + cos 2t)dt = 3πa2.

��������� ��� #����� ��� ����������" �� ����� #���"������M(ρ, θ),
����� ρ �� ��� "�����#� ���� O �� M ��" θ �� ��� �� �� �� ��"����

,������ Ox4�2�� ��"
−−→
OM. �� ρ ≥ 0 ��" θ #�� ,� ��  ������ ��� ����

���,��� <�� ��� )2�" θ �� � )2�" �������� [α, β], ��  ��� ρ = ρ(θ), ����
�� ����#��,� ��� "�����#� ����M �� O �� ��� �������� "���#���� �� ���
���� �2�� #��������"�� �� ���� θ. ��� �� #������ ��� ���� ,���"�"
,� ���  �����# �� � #��������� *�� ���#����� #���������+ ������ θ →
ρ(θ), θ ∈ [α, β] ��" ��� ���� θ = α, θ = β *��� <� �'3+�

��� �� #����"�� � "������� ∆ : α = θ0 < θ1 < ... < θn = β ��
��� �������� [α, β] ��" �� ��,������ ��� {ξi}, ξi ∈ [θi−1, θi] �� ���9�� 
������ ��� ∆. ��� �� �����2����� ��� ����� ���� ,���"�" ,� ��� ��#
(θi−1θi) ��" ��� ���� θ = θi−1 ��" θ = θi ,� ��� ���� �� ��� ��#���
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�� ��� "��# �� ��"��� ρ(ξi) ��" #����� O, ,���"�" ,� ��� ��# (θi−1θi) .
� ���� 9���� ���������� ������� ���� ���� ���� ���� ���� �� �F��� ��
1
2
[ρ(ξi)]

2(θi − θi−1)% ����� θi − θi−1 �� �������" �� ��"����� ��� ����
������� �� �� ��#� ��� ���� �� � ����� �� �� ,���� ρ(ξi)(θi−θi−1) *��� ����
��� �� �� ��� ��# (θi−1θi) �� ���� #��#��+ ��" ��� �� ρ(ξi). �� ��� �����
���� #�� ,� ���� �����2�����" ,� ��� �������� ���

Sρ(θ)(∆; {ξi}) =
n�

i=1

1

2
ρ2(ξi)(θi − θi−1).

?�� ���� ���� ��� �� �2�#��� � ������� ��� ��� ��� ���#���� θ → 1
2
ρ2(θ)%

θ ∈ [α, β]. @��#� ��� ���� �� �F��� �� ��� #��������"�� ������� ����4
 ���

*6�7+ area =
1

2

� β

α

ρ2(θ)dθ.

E������ /7.  �� �	����� �� 
�� ����� ρ = ρ(θ) = a(1 + cos θ),
θ ∈ [0, 2π) 	�� a > 0 �� 	 �	�	��
�� ���� �����<�� ��
 �� ��� �����	
�A�:� �� ���� 
 ����
� 
�� 	��	 ������ �# 
��� �	�����,

area =
1

2

� 2π

0

a2(1 + cos θ)2dθ =
a2

2

�
2π +

� 2π

0

cos2 θdθ

�
=

= πa2 +
a2

4

� 2π

0

(1 + cos 2θ)dθ =
3πa2

2
.

E������ /3. ��
 �� ������� 
�� ��	�� ρ = ρ(θ) = 3θ, ����� θ ∈
[0, 5π

2
] ���� �����0�� ��
 �� ��� 
�� 	��	 � 
�� �	
���� ����� � �����0�
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+���� 
�� �	#
−−→
OM, M(ρ(θ), θ) ����� 
�� ����� �	
���� ����� I 
�


���� 
�� 	��	 � 
�� �	
���� ����� ��,

area =
1

2

� 5π
2

0

9θ2dθ − 1

2

� π
2

0

9θ2dθ =
93π3

4
.
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E������ 0..  �� ��	���� � 
�� ����� ρ = ρ(θ) = a sin 3θ, �����
θ ∈ [0, 2π] �	� 
�� ��� � 	 ����� ��
� 
���� ��	J�
� ���� ��������
+���� sin 3θ ���
 �� ���	
�� � �)�	� 
 ���& �� �	�� 
�	


θ ∈ [0,
π

3
] ∪ [

2π

3
, π] ∪ [

4π

3
,
5π

3
].
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=���
� 
�� 	��	 � 
�� �	
���� ����� �� �������  �� �#���
�# �

�� ����� ��
� ������
 
 
�� 
���� ���
���
 ����� ���� ������� ����� ����



area = 3 	 1

2

� π
3

0

a2 sin2 3θ dθ =
πa2

4
.
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7$ �-�  ��(�� �� � ���������� �����

��� f : [a, b] → R+ ,� � #��������� ���#���� "�)��" �� ��� ��������
[a, b] ���� ����� ����� ���� ������� ��� D ,� ��� ����" �,�����" ,� ���
�������� �� ��� ��# y = f(x), x ∈ [a, b], �����" Ox4�2��� �� ��,������
"������� ∆ : a = x0 < x1 < ... < xn = b  ���� ���� �� � "������� ��
D ���� n ����"� D1,D2, ...,Dn. Di #�� ,� �,�����" ,� ��� �������� ��
��� ���� ��# y = f(x), ,�� ������#��" �� ��� �������� [xi−1, xi]. :� #��
���� �����2����� ���� ��# y = f(x), x ∈ [xi−1, xi] ���� ��� �� ����
[Mi−1Mi], ����� Mi−1(xi−1, f(xi−1)) ��" Mi(xi, f(xi)). �� ��� ����" Di
#�� ,� �����2�����" ,� � ������� �� � #��� ���� r = f(xi−1), R =
f(xi) ��" h = xi − xi−1. *���9 �� <� �-/ ��" ��9� ��� ���� �������� 
��� #����"��� ������" �� ��������+�

���� ��� � ������� ���� ��� �2��#��� 0 �� )�" ����

vol(Di) ≈
π

3
(xi − xi−1)


f(xi−1)

2 + f(xi)
2 + f(xi−1)f(xi)

�
.
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@��#�%

*&�'+ vol(D) ≈ π

3

n�

i=1


f(xi−1)

2 + f(xi)
2 + f(xi−1)f(xi)

�
(xi − xi−1).

��� �� )2 ��� � ��� �� ���9�� ������ (ξi)i, ξi ∈ [xi−1, xi], i = 1, 2, ..., n.
���#� f �� #���������% �� ��� ���� �∆� �� ��� "������� ∆ �� ������� ��"
�������% ���� f(xi) ��" f(xi−1) ��� #����� ��" #����� �� f(ξi). ���
������� &�' ,�#����

*&�-+ vol(D) ≈ π
n�

i=1

f(ξi)
2(xi − xi−1) = Sπf2(∆; (ξi)),

� ������� ��� ��� ��� ���#���� πf2, ��� "������� ∆ ��" ��� ��� ��
���9�� ������ (ξi). ��

*&�/+ vol(D) = π

� b

a

f2(x)dx.

<������ *&�-+ ���� ���� �� #�� ���� �����2����� ��� ������ �� ��� ��4
�������� ����" D ���� ��� ��� �� ������� �� ��� #����"��� Ci,  �������"
,� ��� �������� �� ��� ���� y(x) = f(ξi) ��� ��� x ∈ [xi−1, xi], �����"
Ox4�2�� *��� <� �-0+�

E������ 0'. ��
 �� ��� 
�� ����� � 	 �	�� � �	���� R > 0, ��
R3.

+��� 	 �	�� �� 
�� �
	
��	� ���� �����	
�� �# 
�� �
	
�� � 
��
	�� y =

√
R2 − x2, x ∈ [−R,R] � 
�� ������ � �	���� R, x2 + y2 = R2,
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	���� Ox$	"���  ���&

vol = π

� R

−R
(R2 − x2)dx = 2π

� R

0

(R2 − x2)dx =

= 2π

	
R2x− x3

3


����
R

0

=
4πR3

3
.

8$ �-� �����- �� � �(� � �� R3

��� (Γ) ,� � #���� �� R3 ����������" ,� ��� ���������# ����

*7�'+ (Γ) :





x = x(t)
y = y(t)
z = z(t)

, t ∈ [a, b].

��� ∆ : a = t0 < t1 < ... < tn = b ,� � "������� �� ��� ��������
[a, b] ��" ��� Mi(x(ti), y(ti), z(ti)), i = 0, 1, ..., n, ,� ��� #��������"�� 
"������� �� (Γ), ���� ��� ��� � ����� � ��� ��#��� ������ −→r (t) =
(x(t), y(t), z(t)) , t ∈ [a, b], *��� "���������� ������ �� ��� �� ����
[a, b] ���� ��� #���� (Γ) �� � ��,��� �� R3+ �� ��� "������� ∆. ��� l(∆)
,� ��� ��� �� �� ��� ���� ���� ���� [M0M1...Mn].

D��������� 7. 6� �	# 
�	
 
�� ����� (Γ) �� ���
��	��� �� 
���� �"��
�
	 �����	
��� ��	� ������ l(Γ), ���� 
�	
 �� 	�# ε > 0, 
���� �"��
�
δε > 0 ��
� 
�� ������� �����
#, �� ∆ �� 	 ������� � 
�� ��
���	�
[a, b], �∆� < δε, 
��� |l(∆) − l(Γ)| < ε.  ��� �����	
��� ��	� ������
l(Γ) �� �	���� 
�� ����
� � (Γ) 	�� �
 �	� �� ���� 	���"��	
�� �# ����
��
� ��#��	� ����� � 
�� ��� [M0M1...Mn] ���������� 	�����
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(� �� ��� "�I#��� �� ����� ���� ��� �������� �� ,� ��#��)�,�� "���
��� "����" �� ��� ���������# �������������� �� (Γ). �� ���� �� ����
��� ��� ��� �� �� (Γ)� ��� ���,�� l(Γ) "�)��" �,��� �� ���F��� ���
�� �������� ��� l(Γ).

��� �� #����"�� � ���������# �������������� �� � ������ #���� (Γ)
*��� *7�'++% � "������� ∆ : a = t0 < t1 < ... < tn = b �� ��� �������� [a, b]
��" � ��� �� ���9�� ������ (ξi)i, ξi ∈ [ti−1, ti] ��� ��� i = 1, 2, ..., n.
?� "�)������ 7 �� #�� �����2����� ��� ��� �� l(Γ) ����

*7�-+ S =
n�

i=1

###−−−−−→Mi−1Mi

### =

=
n�

i=1

�
[x(ti) − x(ti−1)]2 + [y(ti) − y(ti−1)]2 + [z(ti) − z(ti−1)]2.

*��� <� � -1+�
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���#� x(t), y(t) ��" z(t) ��� �� #���� C1, ������� �� ��� � �������
�� ���� �� ��#� �������� [ti−1, ti], ��  ��

x(ti) − x(ti−1) = x′(ai)(ti − ti−1) ≈ x′(ξi)(ti − ti−1),

y(ti) − y(ti−1) = y′(bi)(ti − ti−1) ≈ y′(ξi)(ti − ti−1),

z(ti) − z(ti−1) = z′(ci)(ti − ti−1) ≈ z′(ξi)(ti − ti−1),
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����� ai, bi, ci ∈ [ti−1, ti] ��� ��#� i = 1, 2, ..., n. ���% S #�� ,� ����
�����2�����" *���� �∆� → 0+ ����

S1 =
n�

i=1

�
x′(ξi)

2 + y′(ξi)
2 + z′(ξi)

2(ti − ti−1).

(�"��"% ���#� ��� ���#����

H(u, v, w) =
�
x′(u)2 + y′(v)2 + z′(w)2,

u, v, w ∈ [a, b]×[a, b]×[a, b] �� ��������� #���������% ���� ��� ��� ε > 0,
����� �2���� δε > 0 ��#� ����

|H(u′, v′, w′) −H(u′′, v′′, w′′)| < ε

b− a

��

|u′ − u′′| , |v′ − v′′| , |w′ − w′′| < δε

. ���% �� �∆� < δε ��� ��� ����

|S − S1| ≤
n�

i=1

|H(ai, bi, ci) −H(ξi, ξi, ξi)| (ti − ti−1) ≤

≤ ε

b− a
	 (b− a) = ε.

?�� ���� ��� S1 �� � ������� ��� ��� ��� ���#����

f(t) =
�
x′(t)2 + y′(t)2 + z′(t)2.

�� ��� #���� (Γ) �� ��#��)�,�� ��" ��� ��� �� #�� ,� #������" ,� ���� 
��� �������

*7�/+ l(Γ) =

� b

a

�
x′(t)2 + y′(t)2 + z′(t)2dt.

�� �2�������� ds =
�
x′(t)2 + y′(t)2 + z′(t)2dt �� #����" ��� �������

�� ��� �� �� ��� ��# Γ, ���� �� �� A��� �����A �� ��� ��� �� �� ��� ��#
�Mi−1Mi �� Γ, ���� ��� "�����#� ,������ Mi−1Mi �� ����� ���� ��
��� �� #������ ��� ��� �� �� ��� ������"�

�
x = a cos3 t
y = a sin3 t

, t ∈ [0, 2π], a > 0

��� #���� �� � ����� #����% �� z(t) = 0 �� ��� �,��� �������� :� ���
���� ��� ��������� ���� �� ��� ���������# �F������ �� ��� ������"� ��
x
2
3 +y

2
3 = a

2
3 . ��� ��� #���� �� ��������# �������� �� Ox ��" Oy �2���

@��#� ��� ��� �� ��
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l = 4

� π
2

0

�
9a2 cos4 t sin2 t+ 9a2 sin4 t cos2 tdt = 12a

� π
2

0

�
cos2 t sin2 tdt =

= 12a

� π
2

0

|cos t sin t| dt = 6a

� π
2

0

sin 2tdt = −3a cos 2t|
π
2
0 = 6a.

E������ 0-. ��
 M(x) �� 	 ����� ���
 � 
�� ������
 [a, b]

�� 	 ���� � �����
−→
f �	�	���� 
 
�� Ox$	"�� ����
�� ��9� 
�� �����


����
	
�� � [a, b], ���� ���� a 
 b”. ���� �����A�

F����� 26

��
 
�� ��� �������� � 
��� ���� �� 	 ��
����� ����
�� f(x),
x ∈ [a, b]. ��

∆ : a = x0 < x1 < x2 < ... < xn = b

�� 	� 	���
�	�# ������� � [a, b] 	�� {ξi} �� 	 ��
 � �	�9��� ���
�
� �
& 
��� �� �	� ���� 	���"��	
� 
�� ��9 �

−→
f 	��� 
�� ����
��

������
 [xi−1, xi] ��
� f(ξi)(xi − xi−1).  ���& 
�� ��9 �
−→
f 	���

[a, b] �	� �� ���� 	���"��	
�� ��
� 
�� ?���	�� ��� S(f ; ∆; {ξi}) =�n
i=1 f(ξi)(xi − xi−1). �� 
�� ����
�� f �� ��
���	���& 
��� 
�� ��9

W[a,b]

−→
f �

−→
f 	��� 
�� ������
 [a, b] �� 7��


� b
a
f(x)dx.

9$ �&&��3����� ���&(������ �� ������� ���������$

��� f : [a, b] → R ,� �� ���� ��,�� ���#����� �� "�)������ ������
�� ��� ������ �� ���� ��,����� *��� !�)������ /+ �� �F�������� �� ��� ��#�
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���� �� #�� ���� �����2����� ��� ���,�� I =
� b
a
f(x)dx ���� �������

���� �� ��� ����

Sf (∆; {ξi}) =
n�

i=1

f(ξi)(xi − xi−1),

����� ∆ : a = x0 < x1 < ... < xn = b �� � "������� �� [a, b] ����
�∆� ����� ���� � ��" {ξi} �� �� ��,������ ��� �� ���9�� ������% ξi ∈
[xi−1, xi] ��� ��� i = 1, 2, ..., n. ��� �� ��9� � �����#���� ���� �� "��������%
������ �)�����
	�
 ��������� ��� n ,� ��� � ���� � ��" ��� h = b−a

n
,

A��� ��#������A �� ��� "�������

∆n = a = x0 < a+ h = x1 < ... < a+ ih = xi < ... < xn = a+ nh = b.

��� "������� �� �� �2����� �� �� �F��"������ "������� ,�#���� xi −
xi−1 = h, � #������� ���,��� ��� �� ��9� ξi = xi−1+xi

2
, ��� ��"����� ��

��� �������� [xi−1, xi]. ���%

ξi =
a + (i− 1)h + a+ ih

2
= a +

2i− 1

2
h.

�� �� #�� ��� �� ���#��#� ��� �������� �����2�������K

*3�'+

� b

a

f(x)dx ≈ R(f ;n) =
b− a

n

n�

i=1

f

	
a+

2i− 1

2
h



.

��� ������� �� #����" ��� ���
	����� �����	� (� <� �-& ��� ���� ���� b
a
f(x)dx �� H��� ��� ���� �� ��� ����� �����#� ,���"�" ,� ���  �����#

�� f(x), ���� x ∈ [a, b], ��� Ox4�2�� ��" ��� �����#�� ����� x = a, y = b.
�� �����2����� R(f ;n) ���� ������� *3�'+ �� �2�#��� ��� ���#��" ����
�� <� �-&% ���� ��� ��� �� ��� ����� �� ��� ��� ��#��� ��� Di, ����� Di
��� �� � ,���� ��� �� ���� [xi−1, xi] ��" �� ��� �� f(ξi), ξi ,��� ���
��"����� �� [xi−1, xi].

:� #�� ���� ,� ���������" �� ��� ����� err = |I − R(f ;n)| . (� ���
���#���� �� ���� ��,��% ���� ����� ,�#���� ������� ��" �������% ����
n→ ∞.

E������ 0/. ��
 �� ��� 
�� ���
	����� �����	 
 ��	��	
� 
��
�����
� ��
���	� I =

� 1

0
e−x

2
dx. *����� '	
���	
��� ��� 
�	
 ����
��

f(x) = e−x
2
�	� �
 	�# �����
��� ����� ���� �"������� �# ������
	�#

����
���� �� 	� 	���"��	
� ����
	
��& 
	9� n = 5; 
��� ξ1 =
x0+x1

2
= 0.1, ξ2 = x1+x2

2
= 0.3, ξ3 = x2+x3

2
= 0.5, ξ4 = x3+x4

2
= 0.7 	��

ξ5 = 0.9. +&

I ≈ 1

5
[exp (−0.01) + exp (−0.09) + exp (−0.25) +*3�-+

+ exp (−0.49) + exp (−0.81)].*3�/+
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?�� ���� �,��� ��� ����� �� H��� ���� ��"� �� ���� ���� �����2�4
������;

��� �� �������� ��� ����� �� ��� #��� �� ��#��� ��� ������� *3�'+%
���� f �� � ���#���� �� #���� C2 �� [a, b].

<�� ����% �� )2 �� i ∈ {1, 2, ..., n} ��" �� ��� �� �������� ��� �����
erri ��"� ,� ��,�������� 

� xi
xi−1

f(x)dx ���� ��� ���� f
�xi−1+xi

2

�
(xi −

xi−1) �� ��� ��#��� �� ���#� ��� ��� ,���� ��� �� ���� [xi−1, xi] ��"
��� ��� �� f(ci), ����� ci = xi−1+xi

2
�� ��� ��"����� �� ���� ���� �� ����

*��� <� �-7+�
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��� �� "����� ,�M2 = sup
x∈[a,b]

|f ′′(x)| ��" ��� �� ����� ����� �������

�� ��"�� 2 �����" ��� ����� ci, ����

*3�0+ f(x) = f(ci) +
f ′(ci)

1!
(x− ci) +

f ′′(c)

2!
(x− ci)

2,

����� ci �� � ����� �� ��� �������� [xi−1, xi]. ���%

erri =

����
� xi

xi−1

f(x)dx− f

	
xi−1 + xi

2



(xi − xi−1)

���� =

=

����
� xi

xi−1

[f(x) − f(ci)]dx

���� ≤
|f ′(ci)|

1!

����
� xi

xi−1

(x− ci)dx

����+

+
M2

2

����
� xi

xi−1

(x− ci)
2dx

���� = 0 +
M2

2

�
(xi − ci)

3

3
− (xi−1 − ci)

3

3

�
=

=
M2

2

�
(xi − xi−1+xi

2
)3

3
− (xi−1 − xi−1+xi

2
)3

3

�
= M2

h3

24
=

M2

24n3
(b− a)3.

��  ��,�� �����

err =

�����I −
n�

i=1

f(ci)(xi − xi−1)

����� =

�����
n�

i=1

� xi

xi−1

(f(x) − f(ci)) dx

����� ≤

≤
n�

i=1

erri ≤ n 	 M2

24n3
(b− a)3 =

M2

24n2
(b− a)3.

���

*3�1+ err ≤ M2

24n2
(b− a)3,

����� M2 = sup
x∈[a,b]

|f ′′(x)| .

��� �� #��� ,�#9 �� �2����� 0/ ��" �������� ��� ����� �� ����

��"� ,� �����2������ I =
� 1

0
e−x

2
dx ���� R

�
e−x

2
; 5

�
. ��� �� �����4

��� M2 :

f ′(x) = −2xe−x
2

; f ′′(x) = (−2 + 4x2)e−x
2

.

���% |f ′′(x)| ≤ 2 ���� x ∈ [0, 1] ��"

err ≤ 2

24 	 25
	 13 =

1

300
<

1

100
.

@��#�% ��� ��� ���� *3�-+ �����2������ ��� ���� ��� ���� �� ����� -
�2�#� "�#������

��  ������ �"�� �,��� �� �� ��,������� ��� ��� ���� ���#���� f :
[a, b] → R ���� ������� ���% #����" �� ��
����	
��� ����
��% �������
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���� ���������� ���� ��� ������� ���� (� ��� #��� �� ��#��� ��� ��4

���2�������% �� ��,�������" f ���� "f ��#� ���� "f(x) = f(ci) ��� ���

x ∈ [xi−1, xi)% i = 1, 2, ..., n. ��� �� �����2�����" I =
� 1

0
e−x

2
dx ����

� b

a

"f(x)dx =

n�

i=1

� xi

xi−1

f(ci)dx =
n�

i=1

f(ci)(xi − xi−1) = R(f, n).

(� *3�'+ �� �����������" ��� ���#���� f(x), x ∈ [xi−1, xi] ���� � ������4
���� �� "� ��� 0, ���#� ��� ��� ���� ����� �� ��� ���#���� �� ��� �����
ci = xi−1+xi

2
, ��� ��"����� �� [xi−1, xi]. (� ������" �� � ���������� �� "�4

 ��� 0, �� ����������� f(x), x ∈ [xi−1, xi] ���� ��� ���F�� ���������� ��
"� ��� 1 *� �� ���� �� � ����+% ���#� ��� 2 ������ �� #����� ���� ���
 �����# �� f, ������ ��� ������ Mi−1(xi−1, f(xi−1)) ��" Mi(xi, f(xi))
*��� <� �-3+% ��  ��

I =

� b

a

f(x)dx ≈
� b

a

"f(x)dx =

=

n�

i=1

� xi

xi−1

"f(x)dx =
n�

i=1

area[xi−1xiMi−1Mi].

���#� ��� ) ��� [xi−1xiMi−1Mi] �� � �����5��"% ��� ���� �� �F��� ��
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b−a
2n

[f(xi−1) + f(xi)] . ���%

*3�6+ I ≈
n�

i=1

b− a

2n
[f(xi−1) + f(xi)] =
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=
b− a

2n

�
f(a) + f(b) + 2

n�

i=1

f(xi)

�
def
= T (f, n).

��� ���� ������� �� #����" ��� 
�	������ �����	� 
�� #�� ���� ��������
��� ����� err = |I − T (f, n)| �� ���� #���K

*3�&+ err ≤ M2

12n2
(b− a)3,

����� M2 = sup
x∈[a,b]

|f ′′(x)| . <�� � ����� �� ���� ���� ���F������ ��� ���

������#� C��D% �� �'/3�
���� ��� ������ ���� ���� �����5��"� �������  ���� � ,����� �����24

������� ���� ��� ��#��� ��� �������% ��� ���������#�� ���������� ��
������ *3�1+ ��" *3�&+ ��� #�������% ������% ��� ���������� �� ����� ��
��� #��� �� ��� ��#��� ��� ������� �� ��� ����� ������� ���� ��� ������4
���� �� ��� #��� �� ��� �����5��"� �������� (� ���#��#�% ��������� ���
����� �� ��� #��� �� ��� �����5��"� �����2������� ������� #�� ,� ����
���� ���� ��� �� ���#� �� ��� ��#��� �� ������� *��� ��� ���� �F��"��4
���� "�������+� ��������� �� ��  ������E *,� "����� % )�" ��� ����
�2������E+� ���#� ,��� R(f, n) ��" T (f, n) ��� #����� ��� �� I, ����
n→ ∞, ��� n ��� � ���� � ��� #�� ��� ������ ��#��� ��� �� �����5��"�
��������

(� ��"�� �� �,���� A,�����A �����2������� �������� �� ���" �� A��4
���������A ��� ���� ���" ���#���� f(x) ,� � ���������� P (x) �� � )2�"
"� ��� n. ��� ����� �� )2 n + 1 "�����#� ������ x0 < x1 < ... < xn
�� [a, b] ��" �� )�" � ���������� P (x) �� "� ��� n ��#� ���� P (xi) =
f(xi) ��� ��� i = 0, 1, ..., n. :� ����� ��� ���� ���� ���� ����������
�� ���F�� ��" �� �� #����" ��� ��
����	
�� ��#���	� �� f �� ���
���� {x0, x1, ..., xn}. (� ���#��#�% �� ������� "� ��� 9��� ��� ���4
����#�� �2�������� �� ��� ���#���� f(x). (� ��#� �� ������� ���� ������
{y0, y1, ..., yn} �� �� �� �  ���� )���� ���,�� �� ������ x0 < x1 < ... < xn.
���% f(xi) = yi ��� i = 0, 1, ..., n. @���� ��#� �� ������������� ����4
������ �� #�� ���#� ��� �����2������� f(x) ≈ P (x), x ∈ [a, b]. 
�� #��
����� ���� �� ��� ���,�� �� ��"�� ��  ������ ��"  ������ ��" �� ���� ���
A���������A "�����,���" *��� ������#� �� �� ��� �F��"������ "�������� ��
[a, b]+% ���� ��� ����� �f − P� = sup

x∈[a,b]
{|f(x) − P (x)|} ,�#���� �������

��" ������� *��� C��D ��� ������#�+� ��� �� ��� ���� ���� �����2�������
�� ��"�� �� )�" �� �����2������� �� ��� ���� ���

� b

a

f(x)dx ≈
� b

a

P (x)dx.
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��� ���� ���� ��� #�� ,� ������ #������" ���� ��� "� ��� �� P �� ����
��� � *�� #�� "����� �� ���������� ������� ���#� �� � ���#���� �� ���
#��I#����� �� P ��" �� a ��" b+� ���% ��� �����2����� #����������

��
� b
a
f(x)dx ��"�#�� �� �� ���� ���9�

��� �� ����������� ���  ������ ���,���� ����� n+ 1 ��"�� *������%
���,���% ��#�+ x0 < x1 < ... < xn ��" � )2�" ��,������ ��� �� n + 1
���� ���,��� {y0, y1, ..., yn}, ��� �� )�" � ���������� Ln(x) *���� L ��
���� �� ��� �+ �� "� ��� n ��#� ����

Ln(xi) = yi, i = 0, 1, ..., n,

���� ��� ���������� ���#���� Ln(x) �� ������ ����� � ��� xOy4�����
������ Mi(xi, yi), i = 0, 1, ..., n *��� <� �/.+�
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��#� � ���������� Ln(x) �� #����" � �	��	��� ��#���	� #����4
����"�� �� ��� ��"�� x0 < x1 < ... < xn ��" �� {y0, y1, ..., yn}.

T
����� -&. E���� x0 < x1 < ... < xn 	�� {y0, y1, ..., yn}, 
����
�� 	 ���)�� �	��	��� ��#���	� Ln(x) � ������ n ����� �� �	�����

����� 
�� ���
� Mi(xi, yi), i = 0, 1, ..., n.

P����. ��� ���������� Ln(x) �� "� ��� n #�� ,� ����������" ��

Ln(x) = a0 + a1x+ ...+ anx
n,

����� a0, a1, ..., an ��� ��9���� #��I#������ � "�������� Ln(x) �����
�� )�" ����� #��I#����� a0, a1, ..., an. ���"������ Ln(xi) = yi, i =
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0, 1, ..., n #�� ,� ���� ������� �� � ������ ������ �� �����,��� a0, a1, ..., an :



a0 + a1x0 + ...+ anx
n
0 = y0

a0 + a1x1 + ...+ anx
n
1 = y1

............................
a0 + a1xn−1 + ...+ anx

n
n−1 = yn−1

a0 + a1xn + ...+ anx
n
n = yn

.

�� "���������� �� ��� ������ �� � ���"�����"� "���������� �F���
�� %

0≤i<j≤n
(xj − xi), ���#� �� ��� 5��� ,�#���� xi �= xj ��� ��� i �= j.

��� ��� �������� �2���� ��" �� �� ���F��� �

� #������ "���#��� a0, a1, ..., an ,� ������ ���� ������ ������ �� ���
�  ��" �"�� ,�#���� #���������� �� ��� � "����������� �� � "�I#��� ��"
��� ������ �� �2�#� �����"� *� ,� ���,�� �� #��������� ������ ���
���" �� � ���� ,� )��� �����E+� � ��#��� �� ���� "�I#����% ���  ����
���������#��� >� �� �� ��� � *'&/6 S '7'/+ �������" � ��#� �����������
�����"� :� 9��� ���� ��� ��������� {1, x, x2, ..., xn} �� � ,���� �� ���
���� ��#��� ���#� Pn �� ��� ����������� �� "� ��� ���� �� �F��� �� n. ���
����� ���� ��� ���������� P (x) �� "� ��� ���� �� �F��� �� n #�� ,�
���F���� ������� �� ��� ����

P (x) = a0 + a1x+ ...+ anx
n,

����� x �� ��� �����,�� *�� #�� ��9� ��� ����� �� R+ ��" a0, a1, ..., an
��� ���� ���,��� ���#� #��������� "�)�� ��� ���������� P. ��  ����
�"�� �� �� ��� � ��� A�� #��� �A ��� ������� ,���� {1, x, x2, ..., xn} ��
Pn ���� ������� ��� ���� �����,�� ��� ��� ���������� ��� �� "�)�� n+1
����������� �� "� ��� n �� Pn :

*3�7+

ω0(x) = (x− x1)(x− x2)...(x− xn)
.................................................

ωi(x) = (x− x0)(x− x1)...(x− xi−1)(x− xi+1)...(x− xn)
.................................................

ωn(x) = (x− x0)(x− x1)...(x− xn−2)(x− xn−1).

@��� x0 < x1 < ... < xn ��� ��� )2�" ��"�� ��" ��� �� �����9 ���� ���
���������� ω0(x) "��� ��� #������ ��� ��#��� (x− x0), ω1(x) "��� ���
#������ ��� ��#��� (x− x1), ω2(x) "��� ��� #������ ��� ��#��� (x− x2)
��" �� ��� ��� �� ���� �����9 ����

*3�3+ ωi(xj) = 0 ��� ��� j �= i ��" ωi(xi) �= 0.

T
����� -7. 	�  �� ��
 � ��#���	��

{ω0(x), ω1(x), ..., ωi(x), ...ωn(x)}
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�� 	 �	��� �� Pn, 
�� ��	� ���
� ��	�� � 	�� ��#���	�� � ������ ����
� �)�	� 
 n.

��  �� ���)�� �	��	��� ��#���	� Ln(x) ����� �� �	����� 
�����

�� ��
 � ���
� Mi(xi, yi) ���� 
����� �>� �	� �� ��������
�� 	� 	
����	� �����	
�� � 
�� ��#���	�� ω0(x), ω1(x), ..., ωn(x),

*3�'.+ Ln(x) =
y0

ω0(x0)
ω0(x) +

y1
ω1(x1)

ω1(x) + ...+
yn

ωn(xn)
ωn(x).

P����. �+ ���#� ��� "�������� �� Pn �� n + 1 *{1, x, x2, ..., xn}
�� � ,���� �� ��E+% �� #����� ���� ���� ���� n + 1 ������ ��"����"���
�������� �� Pn *��� ��� #����� �� ������ �� �,��% ��� ������#� ��� C��#D
�� C��)D+� ���% �� �� ���� � �� ����� ���� ��� ��� �� �����������
{ω0(x), ω1(x), ..., ωn(x)} �� ������ ��"����"���� (�"��"% ��� �� ��9� �
������ #��,������� �� ����K

*3�''+ λ0ω0(x) + λ1ω1(x) + ...+ λnωn(x) = 0,

��� ��� x ∈ R� ��� �� ��� x = x0 �� *3�''+� ���#� ω0(x0) �= 0
*x0, x1, ..., xn ��� "�����#�+% ω1(x0) = 0, ..., ωn(x0) = 0, ��  �� ����
λ0 = 0. (� �� ��� ��� x = x1 �� *3�''+% �� )�" λ1 = 0, ��#� <������
�� )�" ���� ��� λ′� ��� 5���% ���� ��� ��� {ω0(x), ω1(x), ..., ωn(x)} ��
������ ��"����"��� �� Pn. @���� n + 1 �������� ��" "�������� ,�4
�� n + 1, ��� ����� ���������� Q #����� ,� �����"� ��� ������ ��,4
���#�  �������" ,� {ω0(x), ω1(x), ..., ωn(x)}. (� �� #���" )�" ��#� �
����������% �� #���" ����� � ��� ���,�� �� ������ ��"����"��� ���4
����� �� n + 2 ���#� �� ��� �����,�� ,�#���� ��� "�������� �� �2�#���
n+ 1 *��� � #����� �� ������ �� �,��% ��� ������#� C��#D �� C��)D+� ��
{ω0(x), ω1(x), ..., ωn(x)} �� ���� �  �������� ������ ��� Pn, ���� ���� ���
�� ����������� �� � ,���� �� Pn.

,+ ���#� {ω0(x), ω1(x), ..., ωn(x)} �� � ,����% ��� #�� ����� Ln(x) ��

*3�'-+ Ln(x) = -0ω0(x) + -1ω1(x) + ...+ -nωn(x).

� #������ -0, -1, ..., -n, �� ��##�������� ��9� x = x0, x1, ..., xn ��
*3�'-+� <�� ������#�% �� x = x0, ��  ��

y0 = Ln(x0) = -0ω0(x0),

,�#���� ω1(x), ..., ωn(x) ��� 5��� �� x0. ���% -0 = y0
ω0(x0)

. (� ��� ����

��� ��  �� ���� -1 = y1
ω1(x1)

, ..., -n = yn
ωn(xn)

, ���� �� H��� �����" �������

*3�'.+� �

E������ 00. ���
����	
�� ��
� �	�	��	�� ��
 �� ��
����	
� 
����
���
� M1(x1, y1), M2(x2, y2), M3(x3, y3) ��
� 	 �	�	��	& ���� ��
� 	
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�	��	��� ��#���	� � ������ 2. ��
 �� ��� �����	 �;�0<� 	�� ���

*3�'/+ L2(x) =
y1

ω1(x1)
ω1(x) +

y2
ω2(x2)

ω2(x) +
y3

ω3(x3)
ω3(x),

����� ω1(x) = (x− x2)(x− x3), ω2(x) = (x− x1)(x− x3) 	�� ω3(x) =
(x− x1)(x− x2).

E������� 1. 6��
� L2(x) �� x1 = 0.1, x2 = 0.5, x3 = 0.9 	��
y1 = 1, y2 = 1.5, y3 = 0.5. C�	� 
�� ��	���� � 
�� �����
��� �	�	��	%

������ ��� ���� �� �2����� 00 x2 �� ��� ��"����� �� ��� �� ����
[x1, x3]. ���% x2 = x1+x3

2
� ��� �� "����� ,� h ��� "�B����#��

*3�'0+ x2 − x1 = x3 − x2 =
x3 − x1

2
= h.

��� �� �������� I = I[x1, x3; y1, y2, y3] =
� x3
x1
L2(x)dx. ��� �� ��� ���

������� *3�'/+ �� #������ ���� ���� ���� ���� ���#�
*3�'1+� x3

x1

L2(x)dx = y1

� x3

x1

ω1(x)

ω1(x1)
dx+y2

� x3

x1

ω2(x)

ω2(x2)
dx+y3

� x3

x1

ω3(x)

ω3(x1)
dx.

�� �� ���� � �� #������ ��� ����� ���� ���� ���#� ������ �� ��� �� ��
��"� �� ��� ������� *3�'1+� <�� ����% ��� �� #��� � ��� �����,�� x ����
� ��� �����,�� s :

x = x1 + sh.

���% � x3

x1

ω1(x)

ω1(x1)
dx =

h

2

� 2

0

(s− 1)(s− 2)ds =
h

3
,

� x3

x1

ω2(x)

ω2(x2)
dx = −h

� 2

0

s(s− 2)ds =
4h

3
,

� x3

x1

ω3(x)

ω3(x1)
dx =

h

2

� 2

0

s(s− 1)ds =
h

3

��" ������� *3�'1+ ,�#����

*3�'6+

� x3

x1

L2(x)dx = y1
h

3
+ y2

4h

3
+ y3

h

3
.

��� �� #����"�� ��� � #��������� ���#���� f : [a, b] → R ��" �� �F��"��4
���� "������� a = x0 < x1 < x2 < ... < x2n = b �� ��� �������� [a, b] ����
2n ��"��% ����� n �� � ���5��� ������� ���,��� ��� h = xi−xi−1 = b−a

2n
.

:� ��9� ��� �������� ��� �� ������ ������K {x0, x1, x2}, {x2, x3, x4}, ...,
{x2n−2, x2n−1, x2n}. <�� ��#� {x2i−2, x2i−1, x2i} �� �����2����� ��� ��4
����#���� �� f �� ��� �������� [x2i−2, x2i] ,� ��� �� ��� � ����������

L
(i)
2 (x) ���#� #��������"� �� ��� ��"� ������ x2i−2, x2i−1, x2i ��" ���
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����� y2i−2 = f(x2i−2), y2i−1 = f(x2i−1) ��" y2i = f(x2i) ��� i =

1, 2, ..., n. (� ��� �����2������
� b
a
f(x)dx ����

S(f, n) =

n�

i=1

� 2i

x2i−2

L
(i)
2 (x)dx

��" �� ��� ���� ������� *3�'6+ �� #������ ��#� ���� �� ���� ���� ���%
���  ��� � b

a

f(x)dx ≈ b− a

6n
[f(x0) + f(x2n)+

*3�'&+
+4(f(x1) + f(x3) + ...+ f(x2n−1)) + 2(f(x2) + f(x4) + ...+ f(x2n−2))].

��� �����2������� ������� �� #����" +����� �����	 ��" �� f ��
�� #���� C4 ���� ��� ����� #�� ,� ��������" ,�

err =

����
� b

a

f(x)dx− S(f, n)

���� ≤
(b− a)5

2880
M4,

����� M4 = sup
x∈[a,b]

��f (IV )(x)
�� *��� C��D+� <�� n = 2 ���9 �� ��� <� � /'

�� ��� ��� �� �����2����� ���  �����# �� f ���� ��� ��#� �� ����,�����

F����� 31

(� �� ��9� �� �F��"������ "������� a = x0 < x1 < x2 < ... < xn = b
��" �� �� ����������� ��� ��# Mi−1Mi% ����� Mi(xi, f(xi)), ���� ���
�� ��� � ���������� �� "� ��� 1, ���� ���� ��� �� ���� [Mi−1Mi]% ��
 �� ��� �,��� "��#����" �����5��"� ������� *��� *3�6++�

E������� 6.  	9� n = 4 	�� f(x) = x2 ������ � [0, 1].  ���� 1

0
x2dx = 1

3
. 8�� 
�� 
���� 	���"��	
� �����	� R(f, n), T (f, n) 	��
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S(f, n) ��������� 	��� 
 	���"��	
� 
�� ��
���	�
� 1

0
x2dx. =��	��


�� �����
� ��
� 
�� �"	�
 ����
	
��& ���� ��
� 1/3.

#:$ ���'���� ��� �3�������

'� ������� ��� �������� "�)���� ���� ����K

�+
� e
1

ln2 x
x
dx; ,+

� ln 2

0

√
ex − 1dx; #+

� e
1

lnx
x2
dx;

"+
� π
0

1
1+cos2 x

dx; �+
� 2π

0
1

1+cos2 x
dx;

-� 	���� ���� �� f : [−a, a] → R% a > 0, f �� #��������� ��" ����%
����

� a
−a f(x)dx = 2

� a
0
f(x)dx.

/� 	���� ���� �� f : [−a, a] → R% a > 0, f �� #��������� ��" �""%
����

� a
−a f(x)dx = 0.

0� 	���� ���� �� f : R→ R �� #��������� ��" �����"�# �� �����" T >

0 *���� ����� ���� f(x+T ) = f(x) ��� ��� x �� R% ����
� α+T
α

f(x)dx =
� T
0
f(x)dx ��� ��� α ∈ R� (� �����#����% ����� ����

� T
2

−T
2

f(x)dx =
� T
0
f(x)dx �
1� ������� ��� ���� ,���"�" ,� ��� #����� *���� �������� ,� "���4

�� ��������� E+K
�+y = −x2, y = x2 ��" x = 2;
,+x = y2 ��" x2 + y2 = 2, x > 0;

#+ (x−5)2

16
+ (y−5)2

4
= 0;

"+xy = 1, y = 2x ��" y = 1
2
x;

�+y = x2 − 4x+ 6 ��" y = −3x2 + 6;
�+y = 2

5
x ��" x = 2 − y − y2.

6� �� #���� y = sin x, x ∈ [0, π
2
] ������� �����" Ox4�2�� ��" ����

�����" Oy4�2��� ������� ��� ��� ������� �� ��� ������������� ,�"���
���#� �������

&� <��" ��� ���� ,���"�" ,� ��� ��# �� ��� ����,��� y = 4x2, Ox4
�2�� ��" ��� ����� x = 0 ��" x = a *a > 0+% ���� ���� ��� "�)������
�� "�)���� ���� ��� ���� ������� �����

7� <��" ��� ���� ,���"�" ,� ��� #���������� �����5��"  �������"
,� ��� �����,��� y = 1/x, x = a, x = b *0 < a < b+ ��" Ox4�2���

3� ��� f : [0, 1] → R ,� � #��������� ���#���� "�)��" �� ���
�������� [a, b] ���� ������ �� R� 	���� ����

lim
n→∞

1

n

n�

k=1

f

	
k

n



=

� 1

0

f(x)dx.

��� ���� ������� �� #������ ��� �������� ������K
�+ S = lim

n→∞

�
1
n2

+ 2
n2

+ ...+ n−1
n2

�
;
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,+ S = lim
n→∞

15+25+...+n5

n6
;

#+ S = lim
n→∞

�
1
n+1

+ 1
n+2

+ ... + 1
n+n

�
;

"+ S = lim
n→∞

�
n

n2+12
+ n

n2+22
+ ...+ n

n2+n2

�
;

�+ S = lim
n→∞

√
1+
√

2+...+
√
n

n
√
n

.

'.� ���� ��� ��#� ���� F (x) =
� x
a
f(t)dt �� � ��������� �� f(x),

#������K

�+ lim
x→1

� x
1 ln tdt

x−1
; ,+ lim

x→0

� x
0

sin t
t
dt

x
; #+ lim

x→0

� x
0

√
1+t4dt

x3
.

''� <��" ���  �����# �� ��� ���#���� f(x) =
� x
0

sin t
t
dt, x ∈ R�

'-� ������� ��� ������ lim
A→∞

� A
0
e−ax cos bx dx ��"

lim
A→∞

� A
0
e−ax sin bxdx.

'/� <��" ��� ���� ,���"�" ,� ��� #����� y = 2 − x2 ��" y3 = x2.
'0� <��" ��� ���� ,���"�" ,� ��� Ox4�2�� ��" ��� ��# �� ��� #�#���"

�
x = a(t− sin t),
y = a(1 − cos t)

, t ∈ [0, 2π], a > 0.

'1� <��" ��� ���� ,���"�" ,� ��� #����K ρ = a(1+cos 2θ), θ ∈ [0, π]
*!��� ��E+�

'6� <��" ��� ���� ,���"�" ,� ��� ?��������8� ������#���K ρ2 =
a2 cos 2θ, θ ∈ [−π

4
, π

4
] ∪ [3π

4
, 5π

4
].

'&� <��" ��� ��� �� �� ��� #�����K �+ y = ln x, x ∈ [
√

3,
√

8]; ,+
x = 1

4
y2 − 1

2
ln y, y ∈ [1, e].

'7� <��" ��� ��� ��� �� ��� �������� #�����K

�+ ��� #�#���"K

�
x = a(t− sin t),
y = a(1 − cos t)

, t ∈ [0, 2π], a > 0,

,+ ��� #��"���"K ρ = a(1 + cos θ), θ ∈ [0, 2π] ��"

#+ ��� ������"�K x
2
3 + y

2
3 = a

2
3 , a > 0.

'3� <��" ��� ������ �� ��� ������������� ��������" "��������" ,�

��� �������� �� ��� ������� x2

a2
+ y2

b2
= 1, �+ �����" Ox4�2��N ,+ �����"

Oy4�2���

-.� ��� ��� ������� S = 2π
� ?

?
y
�

1 + y′2dx �� )�" ��� ���� ��
��� ����,���# ������  �������" ,� ��� �������� �� ��� ��# �� ����,���
x = 1

16
ay2, y ∈ [0, 4a], �����" Ox4�2���

-'� �� #���� y = a cosh x
a
*#�������+% a > 0, x ∈ [0, a] �������

�����" ��� Ox4�2�� ��"  ���� ���� �� � �����#� #����" #������"� <��"
��� ���� �� ���� #������"�

--� <��" ��� ������������� ����� �,�����" ,� ��� �������� �����"
��� Ox4�2�� �� ��� �+ #�#���"% ,+ #��"���" ��" #+ ������"� ���� ���
���,��� '7�
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-/� �� #��#�� x2 + (y − b)2 = a2, b > a% ������� �����" Ox4�2���
<��" ��� ��"� ���� ��" ��� ������ �� ��� �������� ����" *�����+�

-0� �� ����,��� y = x2, x ∈ [0, 1] ������� ������ �����" ��� )���
,���#���2 y = x. <��" ��� ��"� ���� ��" ��� ������ �� ��� �������� ����"
*@���K ��� �������8� ���� �� )�" ����������� �������� �� ��9� )���
�� ��� � �������� �� �2�� �� 45◦+�

-1� �������K �+
� √3

1

√
1+x2

x2
dx; ,+

� 2e

1
|lnx− 1| dx;

#+
� 1

−1
max

�
1
3

�x
, 3x

�
dx;

-6� ��� �� "����� ,� In ��� �������� "�)���� ���� ���
� π

2
0

sinn xdx,
n = 1, 2, ... . 	���� ���� In = n−1

n
In−2. ��� #������ I5 ��" I6.

-&� <��" ��� #���"������ �� ��� ���� #����� �� ��� ����� "�����
,���"�" ,� ��� ��# �� ����,��� y2 = x, y ≥ 0, ��� Ox4�2�� ��" ���
���� x = 2.

-7� <��" ��� �����2 �� ��� �������� �� ������� ��� ��� ��# �� ���
����2K

H :=





x = a cos t
y = a sin t
z = bt

, a, b > 0, t ∈ [0, 2π].

*@���K I =




Ixx Ixy Ixz
Ixy Iyy Iyz
Ixz Iyz Izz


 , ����� Ixx =

� 2π

0
(y2 + z2)ds, Ixy =

� 2π

0
z2ds, ��#�% ���� ��� �F���� �� ��� "�����#� �� � �����M(x, y, z) �� H

�� ��� Ox4�2��% �� ��� Oxy4�����% ��#� @��� ds =
�
x′2 + y′2 + z′2dt ��

��� ������� �� ��� �� �� ��� #���� H�
-3� ��� ��� ������� ds =

�
x′2 + y′2dt �� "�"�#� �� ����� ���

�������% ds =
�
ρ2 + ρ′2dθ, ��� � #����  ���� �� ����� #���"������K

ρ = ρ(θ). ��� ���� ���� ������� �� #������ ��� ��� �� �� ��� #��"���"K
ρ = a(1 + cos θ), θ ∈ [0, 2π], ����� a > 0.

/.� �� ����,��� y = x2

4
, x ∈ [0, 3], ������� �����" Oy4�2��� <��"

��� ������ �� ��� ��������� ����"�
/'� <��" ��� #���"������ �� ��� ���� #����� �� ��� ) ���� ,���"�"

,� ��� #�����K

�+ x2

a2
+ y2

b2
= 1, x, y ≥ 0, x = 0, y = 0; ,+ y = x2, y =

√
x, x ≥ 0.
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/-� ��� ��� �������� *��� ���� ��� #������ ���� ���� ���� ���� �� ���
)��� ����+K

L =

� 2π

0

�
x′2 + y′2dt,

xG =

� 2π

0
x
�
x′2 + y′2dt

L
,

yG =

� 2π

0
y
�
x′2 + y′2dt

L
�� ��"�� �� #������ ��� #���"������ �� ��� ���� #����� �� ��� ����K�

x = a(t− sin t)
y = a(1 − cos t)

, t ∈ [0, 2π).

//� ��� M1(0,
1
2
), M2(1, 1), M3(2,

1
2
), M4(3, 1) ��" M5(4,

1
2
) ,� 5

������ �� ��� xOy4������ :���� ��� �� ��� �8� ���������� ��� �����
������ ��" #������ ��� ���� ,���"�" ,� ��% ��� ����� x = 0, x = 4%
y = 0 ��" ���  �����# �� ���� �����������

/0� ��� ��� �����5��" �����" ���� n = 5 �� �����2������� #������� 4

0
xdx. ������� ���� ���� ��� ,� ������4���,��5
������� ��" �,����� ��� #�������" ������
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��&��&�� ���������1��" ���������

#$ ���� �� ������ �� �(������� �� ���  ����'��

�������% �������� �� ��� ���� � ��F���#� {xn} �� #����� ��� ��
b, b �� #����"���" �� ,� � ���� ���,��� ��� �� �2���" ��� ������ ��
#����� ��#� �� ��� A#�������"A ���� ���� R = R∪{−∞,∞}. (� b = ∞,
�� ��� {xn} �� #����� ��� �� b �� ��� ��� ���� ���,�� M, ����� �2���� �
���9 NM ��#� ���� �� n ≥ NM , ���� xn ≥ M. (� b = −∞, �� ��� ����
{xn} �� #����� ��� �� b �� ��� ��� ���� ���,�� M, ����� �2���� � ���9
NM ��#� ���� �� n ≥ NM , ���� xn ≤M.

��� A ,� � �������� ��,��� �� R� :� ��� ���� b ∈ R = R ∪
{−∞,∞} �� � ����
 ���
 �� A �� ����� �2���� � ���#������� ��F���#�
{an} �� �������� �� A ���#� �� #����� ��� �� b. <�� ������#�% 0 �� � �����
����� �� A =

�
1
n

�
��" ∞ �� � ����� ����� �� A = {n}. <�� �� �������� I

*)����% ��)����% #����"% ���� �� ������� #����" ��� ����+ ��� ����� �� I
�� �� ∂I, ��� ,���"��� �� I �� R% �� � ����� ����� �� I *����� ��E+�

D��������� 3. �����
 � 	 ����
�� 	
 	 ����� ���
� ��
 f : A→ R
�� 	 ����
�� ������ � 	 �����
 A � R ��
� ��	� �	���� 	�� ��
 b ∈ R
�� 	 ����
 ���
 � A. 6� �	# 
�	
 L = L(f, b) ∈ R �� 
�� ����
 � f
	
 b �� �� 	�# ��)����� {xn} , xn ∈ A, ����� �� ��������
 
 b, 
��
��)����� {f(xn)} �� ��������
 
 L. �� L �� ���
�& ���� �� L ∈ R& ��
�	# 
�	
 f �	� 
�� ���
� ����
 L 	
 b � 
�	
 f �	� 
�� ����
 L 	
 b. 6�
�
� 
��� �# L = lim

x→b
f(x).

(� �� ���� "�)������ �� ��9� ���� ��F���#�� {xn} , xn ∈ A, xn < b,
xn → b ����% �� ��� ����� Ll(f, b) = lim

xn→b,xn≤b
f(xn) �2��� ��" �� �� ���

���� ��� ��� ��#� ��F���#�% �� ��� ���� Ll(f, b) �� ��� ���
 ����
 �� f ��
b. (� �� ��9� ��F���#�� {xn} , xn ∈ A, xn > b, xn → b ����% �� ��� �����
Lr(f, b) = lim

xn→b,xn≥b
f(xn) �2���� ��" �� "��� ��� "����" �� ��� ��F���#�

{xn}, �� ��� ���� Lr(f, b) �� ��� ����
 ����
 �� f �� b. ��������� �� ��
��� �����,�� �� "�)�� ��� �� ����� ������� <�� ������#�% �� f : [0, 1] → R
��" b = 0, �� �� ��� �����,�� �� "�)�� ��� ���� ����� �� f �� 0. (� ����
#��� �� #��� Lr(f, 0) = L(f, b) ��� ����� �� f �� 0. Ll(f, b) ��" Lr(f, b)
��� #����" ��� ���� ����
� �� f �� b. ��� �� ��� ��� �,��� "�)������� ��

'.1
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#������ ��� ��"� ������ ��" ��� ����� �� f : R → R% f(x) = x2 + 1 ��
x = 2. (� xn → 2, xn ≤ 2, ���� f(xn) = x2

n + 1 → 5. �� Ll(f, 2) = 5. (�
�� ���� �� ��� ���� Lr(f, 2) = L(f, 2) = 5. ?��% ��

f(x) =

�
x2, �� x ≤ 2
3, �� x > 2

, f : R→ R,

���� Ll(f, 2) = 4, Lr(f, 2) = 3, ��" L(f, 2) "��� ��� �2��� ,�#����%
 �������� ����9�� % ��� ��F���#� {zn} ���#� �� #����� ��� �� 2 ��"
���#� ��� �� ��)���� ���,�� �� ����� �� ��� ���� ��" �� ��� �� �� ��

2, #�� ,� ������� ��9� � ����� �� ��� ��,��F���#�� �� ��%
*
z
(1)
kn

+
��"*

z
(2)
tn

+
, ��#� ���� z

(1)
kn

≤ 2 ��" z
(2)
tn ≥ 2. ��� ����� ���� f(z

(1)
kn

) → 4

��" f(z
(2)
tn ) → 3, ���� ��� ����� ��F���#� {f(zn)} ��� ��� � ���F��

����� ���� n→ ∞. ��� �� ��� �� ��� ���� ���� f ��� ��� � ����� �� 2.
�� �������� ������� ��9�� �� �� �� ��� �������� ,������ ��� ��"�

������ ��" ��� ����� �������

T
����� -3. ��
 A �� 	 �����
# �����
 � R 	�� ��
 b �� 	 ����

���
 � A �� R. ��
 �� 	����� 
�	
 �
� ���� ����
� � f 	
 b �"��
 	��

�	
 
��# 	�� �)�	� 
 M.  ��� f �	� 	 ����
 	
 b 	�� 
��� ����
 �� �)�	�

 M.

P����. ��� {xn} ,� � ��F���#� �� �������� �� A ���#� �� #�����4
 ��� �� b. (� ���� ��F���#� ��� ������ � )���� ����� �� ��� ���� �� b �� �
)���� ����� �� ��� �� �� �� b, ���� ��� ����� �� ��� ��F���#� {f(xn)}��
������ Ll(f, b) �� Lr(f, b) �����#������� ���#� ,��� ����� ���,��� ���
�F��� �� M, ��� ����� �� {f(xn)} �� M �� ���� #���� ������ ��� ����

��� ��F���#� {xn} �� ��� "��H���� ����� �� ��� ��,��F���#��
*
z
(1)
kn

+
��"*

z
(2)
tn

+
��#� ���� ��� ����� ��

*
z
(1)
kn

+
��� �� ��� ���� �� b ��" ��� �����

��
*
z
(2)
tn

+
��� �� ��� �� �� �� b. @��� A"��H����A ����� ���� ����� ���� ��4

F���#�� ���� �� ����� �� #������ ���#� ��� ���� ����� �� b ��" ��� �� ��

����� �� ��� ���� ����� ��� �F��� �� M,
*
f(z

(1)
kn

)
+

��"
*
f(z

(2)
tn )

+
���

,��� #����� ��� ��M. ��� �� ����� ���� ��� ����� ��F���#� {f(xn)} ��
#����� ��� ��M. <�� ���� ��� �� ��9� �� ε4��� �,�����" (M−ε,M+ε)
�� M. ���� ��� ��� ������� ���,��� N1 ��" N2 ��#� ���� �� kn ≥ N1

��" tn ≥ N2 ��� ��� ���� f(z
(1)
kn

) ∈ (M−ε,M ] ��" f(z
(2)
tn ) ∈ [M,M+ε).

��� N = max{N1, N2}, ���  ������� ������� �� ��� ��� {N1, N2}. ���%
�� m ≥ N, ���� xm �� ������ � z

(1)
kn

���� kn ≥ N1 �� � z
(2)
tn ���� tn ≥ N2.

��� f(xm) ∈ (M − ε,M + ε) �� ,��� #����� @��#�% f(xm) → M
�������� m→ ∞ ��" ��� ����� �� #�������� �
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R����� '6. +���� � 
�� ��	� ���� R �� �	�� 
� �����
��� 	����
	 ����� ���
 b, � 
�� ���
 	�� � 
�� ����
& �� ����
 �� �������� 

�����	���� 
����� �; 
 
�� �	�� � 	 ����
�� � �	�# �	��	����& �	#
� 
� �	��	����& �� 
�� ������� ������ ��
 A �� 	 �����
# ��	��
���� 	�� �����
��& ��� C��D �� ���
	���� � 
�� xOy$��	�� 	�� ��

� = (b1, b2) �� 	 ����
 ���
 � A. ��
 f : A → R �� 	 ����
�� �

� �	��	���� ������ � A ��
� ��	�	� ��	� �	�����  �� 
���
	
�� ��

 �	# 
�	
 �� 
�� ����
 	��� 	�# �
�	���
 ���� ����� �� �	����� 
�����
� �"��
� 	�� �
 ��� �
 ������ � 
�� �����
�� � 
���� ����� �
���
��	�� 
�	
 
���� �"��
 	 ��	� ������ L ���� 
�	
 �� {Mn = (xn, yn)} ��
	 ��)����� � ���
� � 	 ���� y − b2 = m(x− b1) �� 	�� ����� m& ����
yn − b2 = m(xn − b1) �� 	�# n, 
��� f(xn, yn) �	� 	 ����
 	
 ��� -�


��� �
	
����
 �� ���� 	� ����� ��� 
�� �"	���� ������ ��


f(x, y) =

� y
3√x+y , �� y �= − 3

√
x

0, �� y = − 3
√
x

,

f : R→ R�  	9� � = (0, 0) 	�� 	� 	���
�	�# ���� y = mx ����� �	����

����� (0, 0). �� (xn, yn) �� ���� 
�	
 yn = mxn, 
���

f(xn, yn) =
mx

2
3
n

1 +mx
2
3
n

→ 0,

���� (xn, yn) → (0, 0). -�
& �� (xn, yn) → (0, 0), xn �= 0 	�� yn = 3
√
xn,


���

f(xn, yn) =
1

2
� 0.

 ��� 0 �	��
 �� 
�� ����
 � f 	
 (0, 0). *����& ���� f �	� 
�� ����

0 � 	�# ����� ����� �� �	����� 
����� (0, 0), �
 �	� ����
 1/2 � 
��
����� ����� y3 = x. �
 �	� �� ����� 
�	
 	 ����
�� f ������ � 	
��	�� ��	�� A �	� ����
 L 	
 	 ���
 � � A �� 	�� ��# �� �
 �	� 
��
�	�� ����
 L 	��� 	�# ��
� ����� γ ����� �� �	����� 
����� � 	��
�� ��
	���� �� A.  ��� ���� ��� 
�� �	�
 
�	
 	�# ��)����� � ���
�
Mn(xn, yn) ����� �������� 
 � �	� �� ��
����	
�� �# 	 ��
� �����
γ ����� ��
	��� 
�� ���
 � 
�  ��� �	�
 �
	
����
 ������� 
 
�� ��$
����� �	�
� �� 	�# n = 2, 3, ..., 
���� ���
���
 ���
� Pn−1(xn−1, yn−1),
Pn(xn, yn), Pn+1(xn+1, yn+1) 	�� 
� �
�	���
 ����� dn−1, dn+1 ����� ��
�	����� 
����� Pn−1 	�� Pn+1 ������
����#& 
���� �� 	 �	�	��
��� �����
� ��	�� C1 � 
�� ���

Γn :=





x(t) = xn−1 + An−1(t− n+ 1) + An(t− n + 1)2+
+An+1(t− n+ 1)3 + Cn+1(t− n+ 1)4,

y(t) = yn−1 +Bn−1(t− n+ 1) +Bn(t− n + 1)2+
+Bn+1(t− n + 1)3 +Dn+1(t− n + 1)4

,
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t ∈ [n − 1, n + 1] ���� 
�	
 �
 �	���� 
����� �� 
���� ���
� 	�� ��

	����
 
 dn−1& dn+1 	
 
�� ���
� Pn−1 	�� Pn+1 ������
����#� ��
t = n−1, x(n−1) = xn−1 	�� y(n−1) = yn−1. +���� x

′(n−1) = An−1

	�� y′(n− 1) = Bn−1, �� �	� ��� An−1	�� Bn−1 ������
����# 	� �����

�� �����
�� � dn−1� ��
 (ln+1,mn+1) 
�� �����
�� � 
�� ���� dn+1.
 ��� 
�� ��3����
� An, An+1, Cn+1 �	� �� ��
������� �# ������ 
��
������� ����	� �#�
�� ��� 
����� ��9���� An, An+1, 	�� Cn+1�





4An + 12An+1 + 32Cn+1 = l2 − An−1

An + An+1 + Cn+1 = xn − xn−1 − An−1

4An + 8An+1 + 16Cn+1 = xn+1 − xn−1 − 2An−1

.

 �� ��
�����	�
 � 
��� ����	� �#�
�� �� �)�	� 
 −16, � 
�� �#�
��
�	� 	 ���)�� ���
���  ��� �	�
 �#�
�� �	�� ��� 
�� ����
��� 
�	

Γn �� 
	����
 
 dn+1 	
 Pn+1, x(n) = xn 	�� y(n) = yn. (� 	�	�$
��� �#�
�� �� y(x) ���� ��
������ 
�� ��3����
� Bn, Bn+1 	��
Dn+1. ���	��#& �� ���� 
 �
	�� 	� ��
����	
��� ����� Γ � ��	�� C1

�� 	 ��)����� {Pn(xn, yn)} ����� �������� 
 �, ���� 
�	
 Γ �	����

����� �, �� 
	9� 	 ��)����� � �
�	���
 ����� {dn} ��
� �
� ��)�����
� ���� {mn} ��������
 
 	 ��	� ������& �	# r 	�� Γ 
 �� 
�� 7��

���� � 	�� Γn, n = 2, 4, 6, ..., ���
���
�� 	��� 	�� 
�� ���
 � �
����
��
� 
�� �����	
�� x(∞) 	�� y(∞). 6��� t ���� ��� 1 �� 
 ∞,
t ∈ R& 
�� ����������� ���
 M(x(t), y(t)) ��� ��� P1(x1, y1) �� 

P (b1, b2). '�����& M(x(t), y(t)) �� �	����� 
����� P2, P3, ..., Pn, ...
�����������#�

	��#��#����% ��� "� �� ����� ���� � ���#���� f : A→ R ��� � �����
L �� � ����� ����� b ∈ R �� A ��" ��� "� �� #������ ��; :� ������
��9� �� ��,������ ��F���#� {xn} , xn ∈ A ��� ��� n, ���#� #����� �� ��
b ��" ���� ��9 ��������� �� ��� ��F���#� {f(xn)} �� #����� ��� �� L.
(� �� "� ��� 9��� ��� ����� �� L �� �"���#�% �� #������ ��� ����� ��
{f(xn)} �� �� �2���� ��"% �� ���� ����� �2���� ��" �� �� "��� ��� "����" ��
��� ��F���#� {xn} ���#� #����� �� �� b, �� ���� #��#��"� ���� f ���
���� ���� ����� H��� #������" �� ��� ����� b.

<�� ������#�% ��� �� ���"� �� ��� ���#���� f(x) = ln(x2 + 1) ��� �
����� �� x = 0. <�� ���� ��� xn → 0 ,� � ��F���#� ���#� #����� �� �� 0.
���% ��9�� #���� �� ��� ����� ���������� ���������� ���� ��F���#��%
��  �� ���� x2

n+1 → 1. ���#� ��� ���#���� ln : (0,∞) → R �� #���������
�� ,��� �� ���������� ���#���� *��� C��D+% ��  �� ���� ��� ��F���#�
ln(x2

n + 1) → ln 1 = 0. ��� ���� ���,�� "��� ��� "����" �� ���
#����� ��� �� 5��� ��F���#� {xn} , �� ��� ���#���� f(x) = ln(x2 + 1)
��� ��� ����� L = 0 �� x = 0. (� �����#����% ��� ,��� ��"� ������ �� f ��
5��� ��� �F��� �� 5����
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�� �������� ��� #��������� ��� ���� ������ �� ���� #�������

T
����� /.. �ε$δ ���
����� ��
 A �� 	� ��
���	� �� R 	�� ��
 b ��
	 ����
 ���
 � �
 �� R� ��
 f : A→ R �� 	 ����
�� ������ � A ��
�
��	� �	����� 	� (����� 
�	
 b �� ���
�& ���� �
 �� �� R�  ��� f �	� 	 ����

L ∈ R 	
 b �� 	�� ��# �� �� 	�# ε > 0 ����	��# ��	��� 
���� �"��
� 	 ��	�
������ δ ����� ������� � ε ���� 
�	
 �������� x ∈ A∩ (b− δ, b+ δ),

��� f(x) ∈ (L − ε, L + ε), ���� |f(x) − L| < ε.  ��� ��	�� 
�	
 �� ��
� ��
� x ���# ���� 
 b& 
��� f(x) ������ ���# ���� 
 L. �� (�����
�� 
�	
 b = ∞.  ��� f �	� 	 ����
 L 	
 b �� 	�� ��# �� �� 	�# ε > 0
����	��# ��	��� 
���� �"��
� 	 ��3����
�# �	��� ������ δ > 0 �����
������� � ε ���� 
�	
 �������� x ∈ (δ, b = ∞) �	 ��������� �∞�&

��� f(x) ∈ (L − ε, L + ε), ���� |f(x) − L| < ε.  ��� ��	�� 
�	
 �� ��
���� x ���# ���� 
 ∞, 
��� f(x) ������ ���# ���� 
 L. �� b = −∞&

��� δ < 0 	�� −δ �� �	��� �����& ���� �� 
��� �	�
 �	�� δ �� ���# ����

 −∞. '�����& 
�� �"������� �x ∈ (δ, b = ∞) �	 ��������� �
∞�� ���
 �� ����
�
�
�� ��
� �x ∈ (−∞, δ) �	 ��������� � −∞���

P����. �+ ������� ���� f ��� � ����� L ∈ R �� b ∈ R% ���� ��� ���
��F���#�� xn → b ��� ��� ���� f(xn) → L. (� ��� � )2�" ε > 0 ��#� �
���,�� δ "�" ��� �2���% ����% ��� ����� ������� ���,�� n = 1, 2, ..., ��
#���" )�" � zn ∈ A∩ (b−1/n%b+1/n) ��#� ���� f(zn) /∈ (L−ε, L+ ε).
��� zn → b ��" {f(zn)} "��� ��� #����� �� �� L, ���� L #����� ,�
� ����� ��� f �� b, � #�����"�#����E @��#� ��#� � δ ���� ��� ��F����"
���������� �� ��� ��������� �� ��� ������� ���� �2����

����������% ������ ���� ��� ��� ε > 0 ����� �2���� � δ ���� ���
�������� "��#��,�" �� ��� �������� �9� xn → b, xn ∈ A ��" ��9� ����
� ����� ε > 0. <�� ��� #��������"�� δ *���#� "����" �� ε+ ��� #��
)�" � ������� ���,�� N ���#� "����" �� ���� δ ��#� ���� �� n ≥ N,
���� xn ∈ A∩ (b− δ, b+ δ). ��� ��� ��� ���������� ��" #��#��"� ����
��� n ≥ N, f(xn) ∈ (L− ε, L+ ε), ���� f(xn) → L, �� L �� ��� ����� ��
f �� ��� ����� b.

,+ (� b = ∞, ��� �� ������ ���� L �� ��� ����� �� f �� b = ∞, ���� ��
xn → ∞, xn ∈ A, ���� f(xn) → L. (� ��� #���" )�" �� ε > 0 ��� ���#�
��#� � ��� � ���,�� δ *"����"�� �� ε+ ���� ��� �������� "��#��,�"
�� �������% ,+% "�" ��� �2���% ����% ��� ���� ε ��" ��� ��� n = 1, 2, ...
�� #���" #������#� � yn ∈ A∩ (n,∞) ��#� ���� f(yn) /∈ (L− ε, L+ ε).
@��#�% yn → ∞ ��" f(yn) � L, � #�����"�#����E �� ��#� � δ ����
�2����

����������% �� ��� ��� ����� ε > 0 ����� �2���� � δ ���� ��� ����������
"��#��,�" �� �������% ,+% ��9� � ��F���#� tn → b = ∞, tn ∈ A. <��
��#� δ ��� #�� )�" � ������� ���,�� M ��#� ���� �� n ≥ M, ��� ���
���� tn ∈ A∩ (δ,∞). ��� �� ��� ��� ��� ���������� ��" #��#��"� ����
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f(tn) ∈ (L − ε, L + ε) ��� ��� n ≥ M. ��� f(tn) → L ��" ��� �����
�� #�������"� �

��������� �� #����� ����  ���� ��� ����� L �� ��"�� �� ��� ���
�,��� "�)������ �� ��� ����� �� f �� b. <�� ������#�% ��� A = [0,∞)%
b = ∞ ��" f(x) =

� x
0
e−t

2
dt, ��� ������ �����#� ����� ���#���� ���#�

�� � ,���# ���������#�� ���� �� ��������#�� (� �� ��� ���������#� ��
�� �����" ���� ��� ���#���� g(t) = e−t

2
��� �� ���������� ����������%

�� �� #�� ����� �2����� f(x) �� � #���������� �� ���������� ���#4
����� *����������% ��������% ��� ��������#% �2��������� ��" �� �����4
��# ���#�����+� ���% �� xn → ∞, ��� "� �� ����� ���� ��� ��F���#�*
f(xn) =

� xn
0
e−t

2
dt
+

�� #����� ���; @�� "� �� #������ ��� �����;

�� �������� #�������� �� ���#�� #�� "�#�"� �� � ����� �� � ���#���� f
�� �  ���� ����� b ∈ R �2���� �� ���% �������  ���� � ���,�� L ���#�
#���" ,� �  ��" #��"�"��� ��� ��� ����� �������

T
����� /'. �=	���# ���
����� ��
 A �� 	� ��
���	� � R 	�� ��

b ∈ R �� 	 ����
 ���
 � �
� ��
 f : A→ R �� 	 ����
�� ������ � A,
��
� �	���� �� R� 	� �� b �� ���
�& ���� �� b ∈ R& 
��� f �	� 	 ����
 	
 b ��
	�� ��# �� �� 	�# ��	�� ��	� ������ ε > 0 
���� �� 	 ��	� ������ δ > 0
���� 
�	
 �� 
� ������� x′ 	�� x′′ 	�� �� A ∩ (b − δ, b + δ), 
��� 
��
���
	��� ��
���� f(x′) 	�� f(x′′) �� ���� 
�	� ε, ��� |f(x′) − f(x′′)| < ε.
�� �� b �� �
 ���
�& �	# b = ∞, 
��� f �	� 	 ����
 	
 b �� 	�� ��# �� ��
	�# ��	�� ��	� ������ ε > 0 
���� �� 	 �	��� ��	� ������ δ > 0 ���� 
�	

�� 
� ������� x′ 	�� x′′ 	�� ���	
�� 
�	� δ, 
��� 
�� ���
	��� ��
����
f(x′) 	�� f(x′′) �� ���� 
�	� ε, ���� |f(x′) − f(x′′)| < ε. �� b = −∞
�� ���
 ����	�� 
��� �	�
 δ ��
� 	 ���	
���& ��	� 
 −∞, δ, ���� �� 
���
�	�� δ < 0 	�� −δ �� ���# �	���� '�����& 
�� �"������� �x′ 	�� x′′
	�� ���	
�� 
�	� δ” ���
 �� ����
�
�
�� ��
� �x′ 	�� x′′ 	�� ���� 
�	�
δ”.

P����. �+ ������ ���� L �� ��� ����� �� f �� b. ��� ��� ε4δ #��4
������ *��� ������� /.% �++ ��� ε/2 ������" �� ε. ���% ����� �2���� �
δ > 0 ��#� ���� �� x ∈ A ∩ (b− ε/2, b + ε/2), ���� |f(x) − L| < ε/2.
�9� ��� ���� δ ��" ��� x′, x′′ ∈ A ∩ (b− ε/2, b + ε/2) ��� ��� ����
|f(x′) − L| < ε/2 ��" |f(x′′) − L| < ε/2. ?��

|f(x′) − f(x′′)| ≤ |f(x′) − L| + |f(x′′) − L| < ε/2 + ε/2 = ε.

����������% ������� ���� ��� ��� ε > 0, ����� �� � ���� ���,�� δ > 0,
��#� ���� �� ��� ���,��� x′ ��" x′′ ��� �� A ∩ (b − δ, b + δ), ���� ���
"�����#� ,������ f(x′) ��" f(x′′) �� ���� ���� ε, ��� |f(x′) − f(x′′)| < ε.
:� ���� ����� ���� f ��� � ����� L �� b. <�� ����% ��� xn → b, xn ∈ A,
��" ��� )2 � ����� ε > 0. <�� ���� ε �� ��9� ���� δ > 0, "�)��" ,�
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��� �,��� ����������� ��� N ,� � ������� ���,�� ��#� ���� �� n ≥ N,
���� xn ∈ A∩ (b−δ, b+ δ). ������� ��� ���������� �� ���� )2�" ε, ��
 �� ���� ��� ��� n,m ≥ N, ��� ��� ���� |f(xn) − f(xm)| < ε, ���� ���
��F���#� {f(xn)} �� � ���#�� ��F���#� ���#� ��� � ����� L, "����"�� 
�� ��� ��F���#� {xn} ���#� #����� �� �� b. (� �� ��9� ������� ��F���#�
yn → b ��" ��� ���� )2�" ε ���� ��� #��������"�� δ, ���#� xn, yn ∈
A ∩ (b− δ, b+ δ) ��� ��� n ≥ N∗, #����� �� ,��� ��F���#��% ��� ���
���� |f(xn) − f(yn)| < ε, ���� ��� ��F���#�� {f(xn)} ��" {f(yn)} ����
��� ��" ��� ���� ����� L. ��� ���� L �� ��� ����� �� f �� b.

,+ ������ ��� ���� b = ∞ ��" ���� f ��� ��� ����� L �� ∞. ���
� ��� ε4δ #�������� *��� ������� /.% ,++ ��� ε/2 ������" �� ε ��" #�������
��� ���� �������� �� �� ��� )���� #��� �+�

����������% ������ ���� ��� ��� ����� ���� ���,�� ε > 0 ����� ��
� ��� � ���� ���,�� δ > 0 ��#� ���� �� ��� ���,��� x′ ��" x′′ ���
 ������ ���� δ, ���� ��� "�����#� ,������ f(x′) ��" f(x′′) �� ���� ����
ε, ���� |f(x′) − f(x′′)| < ε. :� ���� ����� ���� f ��� ����� �� b = ∞.
<�� ���� ��9� � ��F���#� xn → ∞, xn ∈ A ��" �� ��,������ ����� ����
���,�� ε > 0. <�� ���� ε ��9� ��� �,��� δ ��" ��9� � ������� ���,��
N ��#� ���� �� n ≥ N, ���� xn > δ. �9� ��� n,m ≥ N. ���% xn,
xm > δ ��" |f(xn) − f(xm)| < ε, ���� ��� ��F���#� {f(xn)} �� � ���#��
��F���#�� �� �� �� � #����� ��� �� L ��F���#�� ��9� �� ��� ����� �� �+
��� #�� ����� ���� ���� L "��� ��� "����" �� ��� ��F���#� {xn} ���#�
#����� �� �� b. @��#� L �� ��� ����� �� f �� b = ∞. �

E������ 01. ��	��	�� ���� ����
��� ��
 �� ��� =	���# ���
����
��������� 	��� 
 ���� 
�	
 
�� �	��� �	��	�� ���� ����
�� f(x) =� x
0
e−t

2
dt, x ≥ 0, �	� 	 ����
�� ����
 	
 b = ∞.  	9� �� 
��� x′ 	��

x′′ ≥ 0 	�� ��
 �� ��	��	
� 
�� ���
	��� ��
���� f(x′) 	�� f(x′′) :

*'�'+ |f(x′) − f(x′′)| =

�����

� x′′

x′
e−t

2

dt

����� ≤
�����

� x′′

x′
e−tdt

����� =
���e−x′ − e−x

′′
��� ,

����� x′, x′′ > 1.  	9� �� 	 ��	�� ε > 0 	�� ���� δ > 0 �	���
����� ���� 
�	
 �� x ≥ δ �� �	� 
�	
 e−x < ε/2.  ��� �� �������
���	��� e−x → 0, ���� x → ∞. =���� �	�9 
 �����	 �0�0� ��
��	��# ��
 
�	


|f(x′) − f(x′′)| < ε/2 + ε/2 = ε.

 ��� =	���# ���
���� ��9� 	�� � f �	� 	 ����
 	
 ∞.  ��� ����
 ��
���
�� �#

�∞
0
e−t

2
dt 	�� �
� ����
	
�� ���� �� ����� �� 
�� ��"
 
�

��	�
���� �
 �� 	 ���
 �"	���� � 	� ������� ������	������ ��
���	��

�
 �� �	���� �� 
�� ��
��	
��� 
�� �D���� ��
���	�� 	�� �
� �	��� ��
√
π
2
.

6�# 	� �������� ��
���	��. -��	��� 
�� ��
���	� � ����� �� ������
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�� ��
���	� ����
	
�� � 
�� ����
�� e−t
2
�� �
 ���
� ��������� ��


�� ��"
 ���
�� �� ��	�� �#�
��	
��	��# �
��# ���� 
#�� � ��
���	���

)$ ��&��&�� ��������� �� �-� ���� �*&�

�� �� ��� �� ���� ���"��" ���� ���� �� #����" ��" ,���"�" ���������
�� �� ���� )���� ������ �� �����% ������ �� ��,���� �� ��� ���� A =
∪ni=1[ai, bi], ����� ai < bi ≤ ai+1 < bi+1 ��� ��� i = 1, 2, ..., n−1. ��� ��
#��� ��#� ���� �� ��,����% ������
	�# �����
��:� ����� ��� �2���" ���
����� ������ �� ������� ���� ���� �� ��#� ���� �� ��,���� �� ��,���"�"
��������� �� �� � ����� ,������ �� ���������� ��,��� ��" ��� �� ���
��,���"�" ��������� �� ��� ���� [a,∞) �� (−∞, b] ��"�� ��� ����������
���� ��� ��� �� ��#� ��,���� ���� �� #����� �� ���� � ������ <��
������#�%

B = (−∞,−5] ∪ [−5, 0] ∪ [1, 2] ∪ [5,∞)

�� ��#� � ������ ���#� �� #�� "�)��
� b
−∞ f(x)dx ,�

�∞
−b f(−y)dy *��9�

��� A#��� � �� �����,��A y = −x �� ���� ���"E+% �� #�� ��"�#� �����4
���� �� ��� "�)������ �� �� ���� ��� �� ��� �������� ����

�∞
a
f(x)dx,

����� f �� � ���#���� "�)��" �� [a,∞). <��
�∞
−∞ f(x)dx �� ������ "�4

)�� �� ,� lim
δ→∞

� δ
−δ f(x)dx. (� ���� ���� ����� �2����% ���� �� �� �F��� ��

� 0

−∞ f(x)dx+
�∞
0
f(x)dx *��� ����� "�)������� ,�����+� (� ��� ����� lim

δ→∞� δ
−δ f(x)dx �2����% �� #��� �� ��� �������	� �	��� *��+ �� ��� ��������

���� ���
�∞
−∞ f(x)dx. <�� ������#�% ��9� ��� ���� ���

�∞
−∞

1
x2+1

dx :

pv

� ∞

−∞

1

x2 + 1
dx = lim

δ→∞

� δ

−δ

1

x2 + 1
dx = tan−1 ∞− tan−1(−∞) = π.

D��������� '.. ��
 f : [a,∞) → R �� 	 ����
�� ������ � 
��
�������� ��
���	� ������
� ��
���	�� [a,∞) ��
� ��	� �	���� ���� 
�	

�
 �� ��
���	��� � 	�# �����
���	� � 
�� ��� [a, x] ⊂ [a,∞). �� 
��
��� ����
�� F (x) =

� x
a
f(t)dt, F : [a,∞) → R �	� 	 ����
 L ∈ R 	


b = ∞, �� �	# 
�	
 
�� �#���
�∞
a
f(x)dx �� ��������
 �� �"��
�� 	��

�
� �	��� �� 
�	
 L, ����
� ∞

a

f(x)dx = lim
x→∞

� x

a

f(t)dt,

�� 
��� �	�
 ����
 �"��
�� �� 
�� ����
 ��� �
 �"��
 	� 	 ��	� ������& ��
�	# 
�	
 
�� ��
���	�

�∞
a
f(x)dx �� ��������
 � 
�	
 �
 ��� �
 �"��
�

+��� ��
���	�� ��9�
�∞
a
f(x)dx,

� b
−∞ f(x)dx, �

�∞
−∞ f(x)dx 	�� �	����

������� ������	������ ��
���	�� � 
�� ���
 
#���
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<�� ������#�%
�∞
0

1
1+x2

dx �� #����� ��� ,�#����

lim
x→∞

� x

0

1

1 + t2
dt = lim

x→∞
[arctan x− arctan 0] =

π

2
.

���%
�∞
0

1
1+x2

dx = π
2
.

E������ 06. �E	�����5� 
�����
� ��
 �� 
	9� a > 0 	�� f(x) = 1
x

������ � 
�� �����
� ��
���	� [a,∞). ��
 �� 
	9� A > a 	�� ��
 ��
�
	
� 
�� 	�� � 
�� ��	���� � f ���
���
�� 
 [a,A] 	���� Ox$	"���
 �� ���� ����	�� � 
�� ���� �
	���� �� 
��� �	# �� ��9� 	 
�����
� ��

�� �	9� A � 
 ∞.  �� ������
�� 
�����
 �
	���� �� 
��� �	# ��
�	���� 	 E	�����5� 
�����
�  �� �����
� 	��	 ������ �# 
�� ��	���� �
f(x), x ∈ [a,∞)& 
�� ����� x = a 	�� 
�� Ox$	"�� ���� ����0�

F����� 1

�� � ∞

a

1

x
dx = lim

x→∞

� x

a

1

t
dt = lim

x→∞
[ln x− ln a] = ∞,

� 
��� �	�
 ������� ��
���	� �� ��������
� ��
 �� ����
� 
�� �����
� 
�� �����
��	�# ���� ������ �# 
�� E	�����5� 
�����
,

π

� ∞

a

1

x2
dx = π lim

x→∞

� x

a

1

t2
dt = π lim

x→∞

�
−1

x
+

1

a

�
=
π

a
.

 ��� 
�� ����� � 
��� �����
� ���� �� ���
�& �	���# π
a
. *���� 
�� �	�


������� ��
���	� � 
�� ���
 
#�� �� ��������
� �� a > 0 ��� 
 ���&

�� ����� ��� 
 ∞. K��# �
�	���%  �� 	��	 � 	 ����
����	� ���
�	�
���
�� � 
�� E	�����5� 
�����
 �� �����
� 	�� �
� ����� �� ���
�%

T
����� /-. ���� ���
����� ��
 �� ������� 
�� ����
��� 	��
�
	
�� ��� �����
�� 0<� �� 
�� ��
���	�

�∞
a
f(x)dx �� ��������
&


��� 
���� �"��
� 	
 ��	�
 �� ��)����� {qn} , qn → ∞, ���� 
�	
 f(qn) →
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0. �� �	�
����	�& �� 
�� ��
���	�
�∞
a
f(x)dx �� ��������
& 	�� �� lim

x→∞
f(x)

�"��
�& 
��� �
 ���
 �� ����  ���& �� 
�� ��
���	�
�∞
a
f(x)dx �� �����$

���
& �� f �� ��
����� 	�� �� lim
x→∞

f(x) �"��
�& 
��� f ���
 �� �������

*����& �� lim
x→∞

f(x) �"��
� 	�� �
 �� �
 �)�	� 
 ���& 
��� 
�� �������

��
���	�
�∞
a
f(x)dx �� ��������
�

P����. ��� n0 ,� ��� ����� ������� ���,��  ������ ���� a. ���
� ∞

a

f(x)dx =

� n0

a

f(x)dx+
∞�

n=n0

� n+1

n

f(x)dx.

?�� � n+1

n

f(x)dx = f(qn)

� n+1

n

dx = f(qn),

����� qn ∈ [n, n+1] *���� �������+� ���#� ��� ������
�∞
n=n0

� n+1

n
f(x)dx

�� #����� ���% ���  ������ ���� f(qn) #����� �� �� 5���% ���� n → ∞.
�� ����� ���������� ��� ������ #����F���#�� �� ��� "�)������ �� �
����� �� � ���#���� �� ∞ * lim

x→∞
f(x) = lim

n→∞
f(qn) = 0 ��� ��� ��F���#�

qn → ∞+ ��" �� ��� ,���# ���������� �� ��F���#�� �� � #����#� �����4
��� *��� C��D% :���������� �������+� (�"��"% �� f ���� ��� ,���"�"%
����� �2���� � ��F���#� {xn}% xn ∈ [a,∞) ��� n = 1, 2, ..., ��#� ����
f(xn) → ∞ *���N ��� #�� ������ ��� −∞ ������" ∞+� (� {xn} ������ ��
,���"�"% ����� �� � ��,��F���#� {xkn} �� {xn} ���� xkn → x0 ∈ [a,∞)
*���T��8� �����% � �����#���� #��� �� :���������� �������% ��� C��D+�
�� #��������� �� f ������� ���� f(xkn) → f(x0). ���#� {f(xkn)} �� �
��,��F���#� �� {f(xn)}% ���� f(xkn) → ∞. �� ���F������ �� ��� �����
�� � ��F���#� ������� ���� f(x0) = ∞, � ���� #�����"�#����E ��� ���
��F���#� {xn} �� ��� ,���"�" �� ∞. ��� {xtn} ,� � ��,��F���#� ��
{xn} ���� xtn → ∞. ���#� lim

x→∞
f(x) = 0, ��� ��� ���� f(xtn) → 0. ?��

f(xtn) → ∞, {xtn} ,��� � ��,��F���#� �� {xn} , ���� �� � ��� �,����
� #�����"�#���� *0 = ∞!+� @��#� f #����� ,� ��,���"�"� �

@��� �� �� �2����� �� �� ��,���"�" ���#���� f(x) �� [a,∞) ��#�
����

�∞
a
f(x)dx �� #����� ��� *#������� �� � ������� ���� ��� �� �

)���� ��" #����" �������� [a, b]!+� �9� N ��� � ���� � ��#� ���� N ≥ a
��" "�)�� f : [a,∞) → R% f(N + i) = N + i ��� ��� i = 0, 1, 2, ... ��"
f(x) = 0 ��� ��� x /∈ {N,N + 1, N + 2, ...}. ���� ���� ��� "�)������
�� �� �������� ���� ��� �� ��� )��� ���� ��" ������� '3 �� ��� �����∞
a
f(x)dx �� #����� ��� ��" �� �� 5���% �� ����� �� ���� ��#� ���� f ��

��,���"�"K f(N + i) = N + i→ ∞, ���� i→ ∞.
�� �������� �2����� �� � ����"��" �2������
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E������ 0&. ��
 a �� 	 ���
��� ��	� ������� �� 	�# α ∈ R ��
����� I(α) =

�∞
a

1
xα
dx.  ��� 
��� ��
���	� �� ��������
 �� 	�� ��# ��

α > 1. ������& �� α = 1, I(1) = lnx |∞a = ∞. (����� 
�	
 α �= 1.  ���

F (x) =

� x

a

1

tα
dt =

t−α+1

−α + 1

����
x

a

=
x−α+1

−α + 1
− a−α+1

−α + 1
.

+���� lim
x→∞

x−α+1 �� ���
� 	�� 0 �� 
��� �	��& �� 	�� ��# �� −α+ 1 < 0,

���� α > 1.

���� �� �  ���� ���,�� �� ������������ ,������ ��� �������� ��4
�� ���� �� ��� )��� ���� ��" ��� ������#�� ������� <���� �� ���% ��� �
���#���� f : [a,∞) → R+% ��#� ���� ��� ��� x > a ��� A������A ����4
 ���

� x
a
f(t)dt �2����% ��� �� ����� �������� *��� � )2�" ������� ���,��

N ≥ a)K

*-�'+

� ∞

a

f(x)dx =

� N

a

f(x)dx+
∞�

n=N

cn,

����� cn =
� n+1

n
f(x)dx, n = N,N+1, ... . (� �� #���� ���� ��� ��������

���� ��� �� #����� ��� �� ��" ���� �� ��� ���� ������#�� ������ �� ���
�� �� �� #����� ��� *�9��#� � �����E+� (� f ��� �������� ��" ���� �� �����
������ A�� �� ∞”, ���� ��������� �� ��� ������ ����� (�"��"% ��� f(x) =
sin 2πx, x ∈ [0,∞). ���#�

F (x) =

� x

0

sin 2πtdt = − cos 2πt

2π

����
x

0

=
1

2π
[1 − cos 2x] ,

��" ���#� cosx ��� �� ����� �� ∞, F (x) ��� �� ����� �� ∞. ��� ���
�������� ���� ���

�∞
0

sin 2πxdx �� ��� #����� ����

@������% cn =
� n+1

n
sin 2πxdx = 0 ��" ��� ������ �� ��� �� �� ��

������� *-�'+ �� �F��� �� 5���E
:� ��#��� � ��#� ������� *������� -'4��� ���� ��� ����% C��D+ ���#�

�� �����" ���� �� ��� �� � �� �������� ���� �����

T
����� //. ������� 
��
� ��
 f : [a,∞) → R+, �� 	 ����
�� f
������ � 	� ��
���	� [a,∞), a ≥ 0, ��
� �����	
��� �	����� (�����
	�� 
�	
 f �� 	 ��
����� 	�� 	 �����	���� ����
��� ��
 N �� 
��
���
 �	
��	� ������ ���	
�� � �)�	� 
 a 	�� ��
 cn = f(n) �� 	�#
n = N,N + 1, ... �  ��� 
�� ������� ��
���	�

�∞
a
f(x)dx �� ��������


�� 	�� ��# �� 
�� �������	� ������
�∞
n=N cn �� ��������
�

���#� ��� ����� �� ���� ������ ��� "��� �� C��D% ������� -'% �� ����
�� �����
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<�� ������#�% ��� ���� ���
�∞
a

1
x100+1

dx, a ≥ 0, �� #����� ��� ,�#����

��� ������#�� ������
�∞
n=[a]+1

1
n100+1

�� #����� ��� *����� ��� ����� #��4

������� ���� ���� ��� ������� ������ ��� α = 100 > 1, ��#�+� � ���
�� #������ "���#��� � ��������� ��� 1

x100+1
�� � #��5� �"��E ��"% �� ��

9��� ���� ���� ���� ��� �� #����� ��� ,�� �� #����� #������ �� �24
�#���% ����� �� ��� ���#��#��  ���; ���� �� � ,� ���E (� �� 9��� ����

���� ���� ��� �� #����� ��� �� #�� �����2����� �� ����
�M
a

1
x100+1

dx,
�����M �� � ��� � ������� ���,��� ?�� ���� ���� ���� ��� #�� ,� ������
�����2������� #������" ,� ���� ���� ���#����5�" ���������

(� �� ��� �� ��� �����2����� �����"� ��� #������� � "���� ���
�������� ���� ��� �� ������� #��5� �"��E ��� ����� �� �,���� "�B�����
������#�� ������ ���#� ��� ���"���� "�����,���" �� ∞. ��� �����
������ #����� �����2����� ���� ��9���� ���,��E

��� �� ��� �� ���" ���� ����� �� ��"�� �� "�#�"� �� �� ��������
���� ��� �� #����� ��� �� ���� � ,���# ���� �� �,�����" ,� ������� ���
���#�� #�������� ��� ������ �� ���#����� *��� ������� /'+�

T
����� /0. �=	���# ���
���� �� ������� ��
���	�� ��
��
 f : [a,∞) → R �� 	 ����
�� ����� �� ��
���	��� � 	�# ���
�

��
���	� [a, x] �� x ∈ [a,∞).  ���
�∞
a
f(x)dx �� ��������
 �� 	�� ��#

�� �� 	�# ��	�� ε > 0, 
���� �"��
� δ �	��� ����� 	�� ��������� � ε,

���� 
�	
 �� x′, x′′ ∈ [δ,∞), 
���
���
� x′′
x′
f(x)dx

��� < ε.  ��� �� �)���	���



 �	# 
�	

� x′′
x′
f(x)dx→ 0, �������� x′, x′′ → ∞.

P����. :� ������ ����� ������� /'% ,+ �� ��� ���#���� F (x) =� x
a
f(t)dt, ��#� �

E������ 07. ��
 �� �
��# 
�� ���������� � 
�� ��
���	� I =�∞
1

arctanx
x2

dx. D�	�
��	��# �� �	�
 
 ���� 
�	
 
�� ����
 � 
�� ����$


�� G(x′, x′′) =
���
� x′′
x′

arctanx
x2

dx
��� �� �)�	� 
 ���& �������� x′, x′′ → ∞,

����������
�#� ������& ��� 
�� �	��� ��	� 
����� ���� 
����� ���
	�� ��������

� x′′

x′

arctan x

x2
dx

����� = |arctan c|
�����

� x′′

x′

1

x2
dx

����� ≤
π

2

����
1

x′
− 1

x′′

���� → 0,

���� x′, x′′ → ∞.

��� ���� ���� �� ���� ���" �� "����� ����� ���� ������ �� ���#��#�
������ (� ���� #���� ��� �������� ���� ��"�#�� ��� ���"� �� ��� ��4
������ ���� ���� �� ��� )��� ����

�∞
a
f(x)dx �� ��� #��� �� ��� ����� 4

����� ���#���� |f(x)| . (� ��� ���� ���
�∞
a

|f(x)| dx �� #����� ���% �� ���
����

�∞
a
f(x)dx �� 	����
��# ��������
�
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T
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�	
 
�� ��
���	�

�∞
a
f(x)dx �� 	����
��# ��������
�  ��� �
 �� 	��

��������
�

P����. ���#�
�∞
a
f(x)dx �� �,�������� #����� ���% ��� ��� ����

��� ���� ���
�∞
a

|f(x)| dx �� #����� ���% �� ,� ���� ���#�� #��������
�� ���� ���� �����

� x′′

x′
|f(x)| dx

����� → 0,

�������� x′, x′′ → ∞� ���#������

� x′′

x′
f(x)dx

����� ≤
�����

� x′′

x′
|f(x)| dx

����� ,

��� ��� ����
���
� x′′
x′
f(x)dx

��� → 0, �������� x′, x′′ → ∞, ���� ��� ���� ����∞
a
f(x)dx �� ���� #����� ���� �

<�� ������#�% ��� �� ����� ���� ��� ���� ��� I =
�∞
1

sinx
x2
dx �� #��4

��� ���� :� ����� ����� ���� �� �� �,�������� #����� ���� (�"��"%�����

� x′′

x′

|sin x|
x2

dx

����� ≤
�����

� x′′

x′

1

x2
dx

����� =

����
1

x′
− 1

x′′

���� → 0,

���� x′ ��" x′′  � �� ∞. ������� � ��� ���#�� #��������% ��  �� ����
��� ���� ��� I �� �,�������� #����� ����

:�  ��� ��� ���� #����� ��#� #������� ��� �������� ���� ���� �� ���
)��� ���� �� ����� ����� ���#������

T
����� /6. ����	���� 
��
 0� ��
 f, g : [a,∞) → R+ �� 
�
����
��� ������ � 
�� ��
���	� [a,∞) ��
� �����	
��� �	����& ��
�$
��	��� � 	�# �����
���	� [a, x] ⊂ [a,∞) 	�� ���� 
�	
 f(x) ≤ g(x)
�� 	�# x ∈ [a,∞). �� ��

�∞
a
g(x)dx �� ��������
& 
���

�∞
a
f(x)dx ��

	�� ��������
� ��� ��
�∞
a
f(x)dx �� ��������
& 
���

�∞
a
g(x)dx �� 	��

��������
�

P����. :� ����� ��� ���#�� #�������� �� ,��� #�����
�+ (�

�∞
a
g(x)dx �� #����� ���% ����

�����

� x′′

x′
g(x)dx

����� → 0,

���� x′, x′′ → ∞. ?�������

� x′′

x′
f(x)dx

����� ≤
�����

� x′′

x′
g(x)dx

����� → 0,
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��
���
� x′′
x′
f(x)dx

��� → 0, �������� x′, x′′ → ∞. @��#�
�∞
a
f(x)dx �� #��4

��� ����
��+ (�

�∞
a
g(x)dx ���� #����� ���% ���� �+ �� ����" ���� �����∞

a
f(x)dx �� #����� ���% � #�����"�#����� ��

�∞
a
g(x)dx ���� ,�

"���� ���� �

<�� ������#�% ���#�
1

x8 + 7
<

1

x8

��" ���#�
�∞
1

1
x8
dx �� #����� ��� *α = 8 > 1 �� �2����� 0&+% ���� ����

������� ����� �� ����
�∞
1

1
x8+7

dx �� #����� ���� ���#�
� ∞

0

1

x8 + 7
dx =

� 1

0

1

x8 + 7
dx+

� ∞

1

1

x8 + 7
dx,

��" ���#�
� 1

0
1

x8+7
dx �� � ������ ���� ���% ��� ��� ����

�∞
0

1
x8+7

dx �� �
#����� ��� ���� ���� ��� �� ,�#����

lim
x→∞

� x

0

1

t8 + 7
dt = lim

x→∞

� 1

0

1

t8 + 7
dt+ lim

x→∞

� x

1

1

t8 + 7
dt =

=

� 1

0

1

t8 + 7
dt +

� ∞

1

1

t8 + 7
dt.

T
����� /&. �����
 ���	���� 
��
� ��
 f, g : [a,∞) → R+ ��

� ����
��� ������ � 
�� ��
���	� [a,∞) ��
� �����	
��� �	����&
��
���	��� � 	�# �����
���	� [a, x] ⊂ [a,∞). (����� �� 	���
�� 
�	

g(x) > 0 �� 	�# x ∈ [a,∞) 	�� 
�	
 
�� ������� ����
 ��"��
��,

lim
x→∞

f(x)
g(x)

= L ∈ R ∪ {∞}.
�� �� L �= 0,∞, 
��� 
�� ������� ��
���	��

�∞
a
f(x)dx 	��

�∞
a
g(x)dx

�	�� 
�� �	�� �	
���& ���� 
��# 	�� �����
	�����# ��������
 � �����$
���
�

��� �� L = 0 	��
�∞
a
g(x)dx �� ��������
& 
���

�∞
a
f(x)dx �� 	��

��������
�
���� �� L = ∞ 	��

�∞
a
g(x)dx �� ��������
& 
���

�∞
a
f(x)dx �� 	��

��������
�

P����. �+ �9� �� ε > 0 ��I#������ ����� ��#� ���� L−ε > 0 *���#�

f ��" g ���� ����� ����� ������% L �� ����� �����+� ���#� lim
x→∞

f(x)
g(x)

= L,

����� �2���� � ��� � ���� � δ > a ��#� ���� �� x ∈ [δ,∞), ����

*-�-+ L− ε <
f(x)

g(x)
< L + ε,
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*-�/+ (L− ε) g(x) < f(x) < (L+ ε)g(x).

(�
�∞
a
f(x)dx �� #����� ���% ����

�∞
δ
f(x)dx ��"

�∞
δ

f(x)
L−εdx ��� ����

#����� ���N ���#� g(x) < f(x)
L−ε , ��� ��� ����

�∞
δ
g(x)dx �� ���� #����� ���

*��� ������� /6+� ���#�
� ∞

a

g(x)dx =

� δ

a

g(x)dx+

� ∞

δ

g(x)dx,

�� ���� ����
�∞
a
g(x)dx �� #����� ���� (�

�∞
a
g(x)dx �� #����� ���% ����

(L + ε)
�∞
a
g(x)dx ��" (L+ ε)

�∞
δ
g(x)dx ��� ���� #����� ���� ���

��� ���� ���F������ �� -�/ ��" ������� /6 �� ��� ����
�∞
δ
f(x)dx �� ����

#����� ���� ���#�

*-�0+

� ∞

a

f(x)dx =

� δ

a

f(x)dx+

� ∞

δ

f(x)dx,

��� ��� ����
�∞
a
f(x)dx �� #����� ����

��+ (� L = 0, �� ������� *-�/+ �� ��� ���� ��� ���� ���F������ �� ���
���� ��

�∞
a
g(x)dx �� #����� ���% ���� ε

�∞
a
g(x)dx ��" ε

�∞
δ
g(x)dx ���

���� #����� ��� ��
�∞
δ
f(x)dx �� #����� ���� <��� ������� *-�0+ ��  ��

����
�∞
a
f(x)dx ������ �� #����� ����

���+ (� L = ∞, ���� ��� ��� )2�"M > 0, ����� �2���� � ��� � ���,��

δ > a ��#� ���� f(x)
g(x)

> M �� x ∈ [δ,∞). ���#� f(x) > Mg(x), x ∈ [δ,∞)

��" ���#�
�∞
a
g(x)dx ��" M

�∞
δ
g(x)dx ��� "���� ���% ����

�∞
δ
f(x)dx

�� "���� ���� ��� �� ����� � ��� ������� *-�0+ �� ��� ����
�∞
a
f(x)dx

�� "���� ���� �

<�� ������#�% ���#�

lim
x→∞

1
3√x2+1

1

x
2
3

= 1

��" ���#�
�∞
1

1

x
2
3
dx �� "���� ��� *α = 2/3 �� �2����� 0&+% ���� ����

������� ���� ����
�∞
1

1
3√x2+1

dx �� "���� ����

(� �� ������� /& �� ��9� a > 0 ��" g(x) = 1
xp
, ��  �� � ���� ������

�����

T
����� /7. �
��
 p� ��
 f : [a,∞) → R+ �� 	 ����
�� ������
� 
�� ��
���	� [a,∞) ��
� �����	
��� �	����& ��
���	��� � 	�# �����$

���	� [a, x] ⊂ [a,∞). ��


lim
x→∞

xpf(x) = L ∈ R ∪ {∞}.
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�� �� L �= 0,∞ 	�� p > 1, 
���
�∞
a
f(x)dx �� ��������
� �� L �= 0,∞

	�� p ≤ 1, 
���
�∞
a
f(x)dx �� ��������
�

��� �� L = 0 	�� p > 1, 
���
�∞
a
f(x)dx �� ��������
�

���� �� L = ∞ 	�� p ≤ 1, 
���
�∞
a
f(x)dx �� ��������
�

(� L �= 0,∞, �� #��� ��� ���,�� k = −p, (���5� ������ �� f(x).
<�� ������#�% �,�� "� ��� �� f(x) = x3 + 1 �� �F��� �� k = 3 ,�#����
lim
x→∞

x−3(x3 + 1) = 1. �� �,�� "� ��� �� ���F���� "��������"� (�"��"%

lim
x→∞

xpf(x) = lim
x→∞

xp
′
f(x) = L �= 0 ������� ���� lim

x→∞
xp−p

′
= 1, �� ����

p = p′.
��� p �� ���� ������ �� ���������� #�����#���" ���,����� <�� ��4

����#�% �� �� �����,�� �� ��� �� �����2������� ��9� ����K
� ∞

0

√
x+ 1 −√

x
3
√
x2 + 1

dx ≈
� 10000

0

√
x+ 1 −√

x
3
√
x2 + 1

dx?

� )�" �� ���������� ��������� ��
√
x+1−√x
3√x2+1

�� ��� �  ��" �"��E ���

�� ����� ���� ���� �������� ���� ��� �� ��� )��� ���� �� #����� ��� ��"
���� ��������� ���� ,� #�����

<�� ����% ��� �� ��� ���� p *��� ������� /7+K

lim
x→∞

xp
√
x+ 1 −√

x
3
√
x2 + 1

= lim
x→∞

xp�√
x+ 1 +

√
x
�

3
√
x2 + 1

=

= lim
x→∞

xp

x
1
2

��
1 + 1

x
+ 1

�
x
2
3
3

�
1 + 1

x2

=
1

2
lim
x→∞

xp

x
1
2
+ 2
3

�= 0,∞

�� ��" ���� �� p = 7
6
, ���#� ��  ������ ���� 1. ���% ��� ���� ��� ��

#����� ��� *��� ������� /7+ ��" �� #�� ��� ���� �����2�������� ��

�����2����� ���� ���
� 10000

0

√
x+1−√x
3√x2+1

dx �� � ������� ���� ��� ��" �� #��

,� ������ �����2�����" ,� ��� ��� ����� �����" "��#��,�" �� �������
'�

�2#��� ���#�� #��������% ��� ��� ����� �����  ���� �,��� ��� �,���
�������� ���� ���� �� � ����� ����� ���#����� @��� �� � ,���# ��" ���4
��� ���� �� �������� ���� ���� �� ���#����� ���#� ��� ��� ��#��������
����� ������

T
����� /3. �C�������
5� 
��
� ��
 f, g �� 
� ��
����� ����
���
������ � [a,∞) ��
� �	���� �� R� (����� 
�	
 
�� ���
� �����
���
����
�� F (x) =

� x
a
f(t)dt �� ������ � [a,∞), ���� 
���� �"��
� 	

������ M > 0 ���� 
�	
 |F (x)| ≤ M �� 	�# x ∈ [a,∞). 6� 	��
	����� 
�	
 g �� 	 ����
�� � ��	�� C1 � [a,∞) 	�� lim

x→∞
g(x) = 0.

 ���
�∞
a
f(x)g(x)dx �� ��������
�
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P����. :� ������ ����� ��� ���#�� #�������� *��� ������� /0+�
� x′′

x′
f(x)g(x)dx =

� x′′

x′
F ′(x)g(x)dx

by parts
= F (x)g(x) |x′′x′ −

−
� x′′

x′
F (x)g′(x)dx

mean formula
= F (x′′)g(x′′) − F (x′)g(x′)−

−F (cx′,x′′) [g(x′′) − g(x′)] , ����� cx′,x′′ ∈ [x′, x′′].

���% �����

� x′′

x′
f(x)g(x)dx

����� ≤

≤ |F (x′′)g(x′′)| + |F (x′)g(x′)| + |F (cx′,x′′)| [|g(x′′)| + |g(x′)|] ≤
*-�1+
M [|g(x′′)| + |g(x′)|] +M [|g(x′′)| + |g(x′)|] = 2M [|g(x′′)| + |g(x′)|] .

�9� ��� � ����� ε > 0 ��" ��� δ > 0 ,� ��� � ���� � ��#� ���� ��
x ∈ [δ,∞) ���� |g(x)| < ε

4M
. ��� �� ���� ,�#���� lim

x→∞
g(x) = 0. ��� δ

�� ��� ����#��" ��� δ �� ���#�� #��������K�����

� x′′

x′
f(x)g(x)dx

����� ≤ 2M [|g(x′′)| + |g(x′)|] < 2M
, ε

4M
+

ε

4M

-
= ε,

�� x′, x′′ ∈ [δ,∞). �

E������ 03. �C�������
5� ��
���	�� �� β �� 	 ��	� ������& 
�� ��$
����� ��
���	�

�∞
0

sinβx
x
dx �� �	���� 
�� C�������
5� ��
���	�� 6� �	�

	����� 
�	
 β > 0. ��
 �� ���� 
�	
 
��� ��
���	� �� ��������
� ����

� 	�� ��
 �� ���	�9 
�	
 
�� ����
�� sinβx

x
������ ���
�	��# ��# �

(0,∞) �	� �� �"
����� 
 	 ��
����� ����
��

h(x) =

�
sinβx
x
, �� x ∈ (0,∞)
β, �� x = 0,

������ � [0,∞).  ���& �� �	� ����
�
�
� 
�� ���
�	� ��
���	� ��
��∞
0
h(x)dx.  ��� �	�
 �� �� �����
��	�� ��
� 
�� ���
�	� �� ���	���

��� �
 �	

�� ��	
 �� ��
 �� x = 0, 
�� �	��� � 
�� ��
���	� ���
�
 ��	��� �� 
�	
 �� �� ��������
� +����

� ∞

0

sin βx

x
dx =

� 1

0

sin βx

x
dx+

� ∞

1

sinβx

x
dx,

�
 ���� �� ����� 
 ���� 
�	
 
�� �	�
 ��
���	�
�∞
1

sinβx
x
dx �� ��������
�

�� ���� 
 ���� 
��� �� 	���# 
�� C�������
5� 
��
 �# ��

��� f(x) =
sin βx, ����� �	� 
�� ���
�5� �����
��� F (x) =

� x
1

sin βtdt = cosβ
β

−
cos βx
β

������ �# 2
β
� [1,∞), 	�� g(x) = 1

x
, ����� �� � ��	�� C1 	��
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�����	���� 
 0 	
 ∞. *���� 
�� C�������
5� ��
���	� �� ��������
 ��
	�# �"�� β ∈ R�

E������ 1.. ��������5� ��
���	���  �� ������� ��
���	��
I =

�∞
0

sin x2dx 	�� J =
�∞
0

cosx2dx 	�� �	���� 
�� �������5� ��
�$
��	��� ��
 �� ���� 
�	
 I �� ��������
 ��� �	�
 �
� 	�� ��������
%��
�� 
���& ��
 �� ���
�

� ∞

0

sin x2dx =

� 1

0

sin x2dx+

� ∞

1

sin x2dx.

�
 �� ����� 
 ���� 
�	

�∞
1

sin x2dx �� ��������
� ��
 �� ���
�

F (x) =
� x
1

sin t2dt 	�� ��
 �� ��	��� 
�� �	��	��� t =
√
u. +

� x

1

sin t2dt =
1

2

� x2

1

1√
u

sinudu.

+���� 	�# ��	� ������ z ∈ [1,∞) �	� �� ���

�� 	� z = x2 �� 	� x ∈
[1,∞), �
 �� ����� 
 ��� 
�	
 
�� ��
���	�

�∞
1

1√
u

sin udu �� ��������
�

*��� �� 	���# 	�	�� 
�� C�������
5� 
��
 �� f(u) = sin u 	�� g(u) = 1√
u
.

+ 
�� ���
 �������5� ��
���	� �� ��������
� 6� ��	�� 	� 	� �"������
�� 
�� ��	��� 
 ���� ��� 
�� �	�� �	#%� 
�	
 
�� ����� �������5�
��
���	� �� 	�� ��������
�

+$ ��&��&�� ��������� �� �-� ������ �*&�

��� f : [a, b] → R ,� � *�������+ ���� ��,�� ���#���� �� ��� #����"
��" ,���"�" �������� [a, b]. ������ '/ ���� ���� �� ���� #��� f ����
,� � ,���"�" ���#����% ���� ����� �2���� � ���� ���,��M > 0 ��#� ����
|f(x)| ≤ M ��� ��� x ∈ [a, b]. �� ��2� ������ ����� �� ��� �������� 
�� ��� ������� ����������

T
����� 0.. ��
 f : [a, b) → R �� 	 ������ ����
�� � 
��
��
���	� [a, b) ����� �� ��
���	��� � 	�# ����� �����
���	� [a, x], �����
x ∈ [a, b).  ��� f �� ��
���	��� � 
�� ��
��� ��
���	� [a, b] 	��

*/�'+

� b

a

f(x)dx = lim
x→b,x<b

� x

a

f(t)dt.

�� f �� ��
���	��� � 	�# �����
���	� [y, b], ����� y ∈ (a, b], 
��� 	�	��
f �� ��
���	��� � 
�� ��
��� ��
���	� [a, b] 	��

*/�-+

� b

a

f(x)dx = lim
y→a,y>a

� b

y

f(t)dt
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P����. ���#� ��� ����� ��� ��� ��#��" ���� �� ��� ��������� �� ����
������� �� ��� ����� �� ��� )��� ����% �� ����� ����� ���� ���� ���� ����
� ����� ��� ���� ��,����� �� f �� [a, b] �� ����� ��� !��,��2 ���������
*������� '0+� ���#� f �� ,���"�" �� [a, b] ��� #�� #����� M > 0 ��#�
���� |f(x)| ≤ M �� [a, b]. ��� ε > 0 ,� � ����� �������� ���� ���,��
��" ��� δ1 = ε/2M. ��� δ > 0 ��#� ���� δ ≤ δ1 ��" ��� ��� ���������
∆ = {a = x0, x1, ..., xn−1 = b − δ1} �� ��� �������� [a, b − δ1] ����
�∆� < δ, ��� ���K

S∆ − s∆ =
n−1�

i=1

(Mi −mi) (xi − xi−1) < ε/2.

@��� Mi = sup
x∈[xi−1,xi]

f(x) ��" mi = inf
x∈[xi−1,xi]

f(x). ��� �� #����"�� ���

��� ���������

*/�/+ ∆′ = {a = x0, x1, ..., xn−1, xn = b} = ∆ ∪ {b}
�� ��� �������� [a, b]. (� �� 9��� ��� �,��� δ )2�"% ��� ��������� ∆′′ ��
[a, b], �∆′′� < δ, #�� ,� ����������" �� � ��������� ∆′ ��9� �� �������
*/�/+% ���� � δ′1 ≤ δ1, ������" �� δ1. ���

S∆′ − s∆′ ≤ S∆ − s∆ + (Mn −mn)δ1 ≤ ε/2 +M 	 ε/2M = ε.

������� !��,��2 ��������� ��  �� ���� f �� ���� ��,�� ��"
� b

a

f(x)dx = lim
�∆′�→0

S∆′ = lim
�∆�→0

S∆ =

= lim
δ1→0

� b−δ1

a

f(x)dx = lim
x→b,x<b

� x

a

f(t)dt.

�

<�� ������#�% ������� ���� ���� ������ �� )�" ���� ��� ���#������4
��� ���#���� f : [0, 1] → R%

f(x) =

�
x, �� x ∈ [0, 1)

2, �� x = 1
,

�� ���� ��,�� ��"
� 1

0

f(x)dx = lim
x→1,x<1

� x

0

tdt = lim
x→1,x<1

x2

2
=

1

2
.

:� ��� ���� � ���#���� f : I → R% "�)��" �� �� �������� I ����
���� ������ �� �������� 	
 	 ����
 ���
 b � I �� ����� �2���� �� �����
��� ��F���#� {xn} ���� xn ∈ I, xn → b ��#� ���� ��� ��F���#� {f(xn)}
�� ��� ,���"�"� <�� ������#�% f(x) = 1/x % x ∈ (0, 1] �� ��� ,���"�"
�� 0. :� ���� ��� ���� 0 �� � ������	� ���
 �� f. :� #�� ���� �����
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lim
x→0,x>0

1
x

= ∞, ���� f(x) = 1/x �� ��� ,���"�" �� 0. (� ��� "�)������

�� #�� ��9� xn = 1/n.

D��������� ''. ��
 [a, b] �� 	 ������ 	�� ����� ��
���	� �� R
	�� ��
 f : [a, b) → R ���� 
�	
 f �� ��
���	��� � 	�# �����
���	� [a, x],
x ∈ [a, b) 	�� f �� �������� 	
 b.6� �	# 
�	
 f �� ��
���	��� � [a, b] ��

�� ������� ����
 lim

x→b,x<b

� x
a
f(t)dt �"��
�& �� ���
� 	�� �� 
��� �	�� ��

���
� �
 �#
� b
a
f(t)dt.  ��� �	�
 ��
���	� �� �	���� 	� ������� ��
���	�

� 
�� ����� 
#�� ��
� ������	��
# 	
 b. 6� 	�� �	# 
�	
 
�� ��
���	�� b
a
f(t)dt �� ��������
�

E������� &. ��
 f : (a, b] → R �� 	� ��
���	��� ����
�� � 	�#
��
���	� [x, b]& x ∈ (a, b] ���� 
�	
 f �� �������� 	
 a. C���� 
��

���������� �
� b
a
f(t)dt �� 
��� �	�
 �	���

<�� ������#�% f(x) = 1/x, x ∈ (0, 1] �� ��,���"�" �� 0 ��"
� 1

0
1
x
dx

�� "���� ��� ,�#����

lim
x→0,x>0

� 1

x

1

t
dt = lim

x→0,x>0
[ln 1 − ln x] = ∞.

?��
� 1

0
1√
x
dx �� #����� ��� ,�#����

lim
x→0,x>0

� 1

x

1√
t
dt = lim

x→0,x>0
2t

1
2

����
1

x

= lim
x→0,x>0

,
2 − 2x

1
2

-
= 2.

(� f �� ��,���"�" �� �� �������� ����� c �� [a, b] ,�� ��� ��� ���� ����� x
a
f(t)dt, x > a, x < c ��"

� b
y
f(t)dt, y > c, y < b �2���% ����% ,�

"�)������%
� b
a
f(x)dx �2���� *�� #����� ���+ �� ,��� �������� ���� ����

�� ��� ��#��" ����
� c
a
f(x)dx ��"

� b
c
f(x)dx �2��� *��� #����� ���+� (�

���� ���� #��� �� ������ b

a

f(x)dx =

� c

a

f(x)dx+

� b

c

f(x)dx.

<�� ������#�% I =
� 1

−1
1
3√xdx �� #����� ��� ,�#���� ,��� ���� ���� I1 =� 0

−1
1
3√xdx ��" I2 =

� 1

0
1
3√xdx ��� #����� ���� (�"��"%

lim
x→0,x<0

� x

−1

1
3
√
t
dt = lim

x→0,x<0

�
3

2
x
2
3 − 3

2

�
= −3

2
,

��"

lim
x→0,x>0

� 1

x

1
3
√
t
dt = lim

x→0,x>0

�
3

2
− 3

2
x
2
3

�
=

3

2
.

���% I = I1 + I2 = 0.
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(� ��� #��� ���� �� ����� ��� �� ��� ���� ����
� c
a
f(x)dx ��

� b
c
f(x)dx

�� "���� ��� *���#����� ���+ ��� #�� "�)�� ��� ����#���� ����� ��

� b

a

f(x)dx

,� ��� �������� �������

pv

� b

a

f(x)dx
def
= lim

ε→0,ε>0

�� c−ε

a

f(x)dx+

� b

c+ε

f(x)dx

�
.

(� ���� ���� ����� �2����% �� ���#��#� ��� #�� ���9 ���� ��% ,��%�������
#��������% ,�#���� ��� ����� �� ���� � #����������

<�� ������#�%
� 1

−1
1
x
dx �� "���� ��� ,�#���� �������

� 0

−1
1
x
dx, ���� 1

0
1
x
dx �� #����� ����

@������% ��� ����#���� ����� ��
� 1

−1
1
x
dx �� 0. (�"��"%

� 1

−1

1

x
dx = lim

ε→0,ε>0

�� −ε

−1

1

x
dx+

� 1

ε

1

x
dx

�
=

= lim
ε→0,ε>0

[ln ε− ln 1 + ln 1 − ln ε] = 0.

� ��� �� ���#��#� ��� "�)������ '' �� ������� � ���� "�I#��� ���9
,�#���� �� ���� #������ ���� ���� �� ��� ����

� x
a
f(t)dt. (� ���#��#��

���,���� �� ���� �� 9��� �� ��� �������� ���� ��� �� ��� ��#��" ����� b
a
f(x)dx ���� ��� ������� �� b �� #����� ��� �� ���� (� �� �� #����� ���%

���� �� #�� �����2����� �� ����
� b−ε
a

f(x)dx ��� � ���� ����� #�����
�������� ���,�� ε. <�� ������#�% ε = 10−6. ���% �� #������ ���� ����

������� ���� ���
� b−ε
a

f(x)dx ��� #�� ��� ��� �����2����� �������
H��� ���"��" �� ������� -� � "�#�"� ��� #����� ��#� �� �� ��������

���� ��� �� ��� ��#��" ����
� b
a
f(x)dx ���� ��� ������� �� b, �� ���"

���� A�����A�
:� ,� �� ���� � ����"��" �2������

E������ 1'. ��
 I(α) =
� b
a

1
(b−x)αdx �� 	� ������� ��
���	� � 
��

����� 
#�� ��
� ������	��
# 	
 b, ����� α �� 	 �"�� ���
��� ��	� �������
��
 �� ���� 
�	
 �� ��
���	� �� ��������
 �� 	�� ��# �� α < 1. ������&

*/�0+ I(α) = lim
x→b,x<b

� x

a

1

(b− t)α
dt.

-�
 � x

a

1

(b− t)α
dt = −(b− x)−α+1

−α + 1
+

(b− a)−α+1

−α + 1
,
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�� α �= 1, 	�� � x

a

1

(b− t)α
dt = ln

b− a

b− x
,

�� α = 1. �
 �� �	�# 
 ��� 
�	
 
�� ����
 �� �1�/� �"��
� �� 	�� ��# ��

α < 1. �� 
��� �	�
 �	�� I(α) = (b−a)−α+1

−α+1
.

(� F (x) =
� x
a
f(t)dt, x ∈ [a, b) �� ��� ���� ���#���� �� ������ ���

���#���� f ���#� ������� �� ��� ���� "�)������% ����
� b
a
f(t)dt �� #��4

��� ��� �� ��" ���� �� ��� ���#���� F : [a, b) → R ��� � *���F��+ )����
����� �� ��� ����� b. ��� �� #�� ����� ���  ������ ���#�� ���������
*��� ������� /'% �++ ��� ��� ���#���� F ��" �,����K

T
����� 0'. �=	���# ���
���� �� ������� ��
���	�� ��� ��
 f :
[a, b) → R �� 	 ����
�� ����� �� ��
���	��� � 	�# ���
� ��
���	� [a, x]

�� x ∈ [a, b).  ���
� b
a
f(x)dx �� ��������
 �� 	�� ��# �� �� 	�# ��	��

ε > 0, 
���� �"��
� δ ��	�� ����� 	�� ��������� � ε, ���� 
�	
 ��

x′, x′′ ∈ (b− δ, b), 
���
���
� x′′
x′
f(x)dx

��� < ε.  ��� �� �)���	���
 
 �	# 
�	

� x′′
x′
f(x)dx→ 0, �������� x′, x′′ → b, x′, x′′ ∈ [a, b) 	�� x′, x′′ < b.

E������ 1-. ��
 �� 	���# 
��� �	�
 =	���# ���
���� 
 ��� �� 
��
������� ��
���	� � 
�� ����� 
#��

� 2

1
sinx√
x−1

dx �� ��������
 � �
�

*��� x = 1 �� 
�� ���)�� ������	��
# � f(x) = sinx√
x−1

� (1, 2].  	9� 	�

ε > 0 	�� ��
 �� ��	��	
� 
�� )�	�
�
#
���
� x′′
x′

sinx√
x−1

dx
��� . 8���� 
�� ��	�

�����	 ���� 
����� ���& �� ��

� x′′

x′

sin x√
x− 1

dx = sin c

� x′′

x′

1√
x− 1

dx.

 ���& �����

� x′′

x′

sin x√
x− 1

dx

����� ≤ 2
√
x′′ − 1 + 2

√
x′ − 1 < ε,

�� x′, x′′ ∈ (1, 1 + δ), ��
� δ = ε2

16
. *��� 	 ��������� � 1 �� (1, 2] ��

� 
�� ��� (1, 1 + δ), ��
� δ ��	�� ������

�� ���������� ���� ��� �������� ���� ���� �� ��� )��� ���� �� ���
���� #����� (�"��"% �� �� ���� � �� ��� ������" �� ∞, ��� ���� ���,�� b
��" ������" �� ��� ��� �,�����" (δ,∞) �� ��)����% ���� δ ��� � ���� �%
��� A��� �,�����"A (b− δ, b) = [a, b) ∩ (b− δ, b+ δ) �� b �� A = [a, b)�
���� ��� ����� ������� �������� �� �������� ���� ���� �� ��� )��� ����
#�� ,� ����������" ������ ���" ,� ���" ��� �������� ���� ���� �� ���
��#��" ����% �� ,� #����% �� ������ �� ������� ���� ���� ���� �������
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���#�� #�������� �� ���� ���" �� "����� ����� ���� ������ �� ���#��#�
������ (� ���� #���� ��� �������� ���� ��"�#�� ��� ���"� �� ��� ��4

������ ���� ���� �� ��� ��#��" ����
� b
a
f(x)dx, ���� ��� ������� �� b, ��

��� #��� �� ��� ����� ����� ���#���� |f(x)| . (� ��� ���� ���
� b
a
|f(x)| dx

�� #����� ���% �� ��� ����
� b
a
f(x)dx �� 	����
��# ��������
�

T
����� 0-. �	����
� ���������� ������� ����������� +�����


�	
 
�� ��
���	� � 
�� ����� 
#��&
� b
a
f(x)dx, ��
� ������	��
# 	
 b, ��

	����
��# ��������
�  ��� �
 �� 	�� ��������
�

P����. ���#�
� b
a
f(x)dx �� �,�������� #����� ���% ��� ��� ���� ���

���� ���
� b
a
|f(x)| dx �� #����� ��� ����% ,� ���� ���#�� #��������% ��

���� ���� �����

� x′′

x′
|f(x)| dx

����� → 0,

�������� x′, x′′ → b� ���#�
�����

� x′′

x′
f(x)dx

����� ≤
�����

� x′′

x′
|f(x)| dx

����� ,

��� ��� ����
���
� x′′
x′
f(x)dx

��� → 0, �������� x′, x′′ → b, ���� ��� ���� ����∞
a
f(x)dx �� ���� #����� ���� �

<�� ������#�% ��� �� ��� ���� ���� ������ �� ����� ���� ��� ���� ���

I =
� 1

0
sin( 4

√
x)√
x

dx, ���� ��� ���F�� ��� ������� x = 0, �� #����� ���� :�

����� ����� ���� �� �� �,�������� #����� ���� (�"��"%
� x′′

x′

|sin( 4
√
x)|√
x

dx ≤
�����

� x′′

x′

1√
x
dx

����� =
���2
√
x′′ − 2

√
x′
��� → 0,

���� x′ ��" x′′  � �� 0. ������� � ��� ���#�� #��������% ��  �� ����
��� ���� ��� I �� �,�������� #����� ����

���% )��� �� ��� ��  ��� ���� #������� ��� �������� ���� ���� �� ���
��#��" ���� �� ����� ����� ���#������

T
����� 0/. ����	���� 
��
 0� ��
 f, g : [a, b) → R+ �� 
�
����
��� ������ � 
�� ��
���	� [a, b) ��
� �����	
��� �	����& ��$

���	��� � 	�# �����
���	� [a, x] ⊂ [a, b), �������� 	
 b 	�� ����


�	
 f(x) ≤ g(x) �� 	�# x ∈ [a, b). �� ��
� b
a
g(x)dx �� ��������
&


���
� b
a
f(x)dx �� 	�� ��������
� ��� ��

� b
a
f(x)dx �� ��������
& 
���� b

a
g(x)dx �� 	�� ��������
�
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P����. :� ����� ���#�� #�������� �� ,��� #����� �+ (�
� b
a
g(x)dx

�� #����� ���% ���� �����

� x′′

x′
g(x)dx

����� → 0,

���� x′, x′′ → b, ����� x′, x′′ ∈ [a, b). ?��
�����

� x′′

x′
f(x)dx

����� ≤
�����

� x′′

x′
g(x)dx

����� → 0,

��
���
� x′′
x′
f(x)dx

��� → 0, �������� x′, x′′ → b. @��#�
� b
a
f(x)dx �� #�����4

 ����

��+ (�
� b
a
g(x)dx���� #����� ���% ���� �+ �� ����" ���� ����

� b
a
f(x)dx

�� #����� ���% � #�����"�#����� ��
� b
a
g(x)dx ���� ,� "���� ���� �

<�� ������#�% ���#�

1√
x(1 + x)

<
1√
x
, ��� ��� x ∈ (0, 1],

��" ���#�
� 1

0
1√
x
dx �� #����� ��� *α = 1/2 < 1 �� �2����� 1'+% ���� ����

������� ����� �� ����
� 1

0
1√

x(1+x)
dx �� #����� ����

T
����� 00. �����
 ���	���� 
��
� ��
 f, g : [a, b) → R+ �� 
�
����
��� ������ � 
�� ��
���	� [a, b) ��
� �����	
��� �	����& ��
� b 	�

�� ���)�� ������	��
# 	�� ��
���	��� � 	�# �����
���	� [a, x] ⊂ [a, b).
(����� �� 	���
�� 
�	
 g(x) > 0 �� 	�# x ∈ [a, b) 	�� 
�	
 
��

������� ����
 ��"��
��, lim
x→b

f(x)
g(x)

= L ∈ R ∪ {∞}.
�� �� L �= 0,∞, 
��� 
�� ������� ��
���	��

� b
a
f(x)dx 	��

� b
a
g(x)dx

�	�� 
�� �	�� �	
���& ���� 
��# 	�� �����
	�����# ��������
 � �����$
���
�

��� �� L = 0 	��
� b
a
g(x)dx �� ��������
& 
���

� b
a
f(x)dx �� 	��

��������
�

���� �� L = ∞ 	��
� b
a
g(x)dx �� ��������
& 
���

� b
a
f(x)dx �� 	��

��������
�

P����. �+ �9� �� ε > 0 ��I#������ ����� ��#� ���� L−ε > 0 *���#�

f ��" g ���� ����� ����� ������% L �� ����� �����+� ���#� lim
x→b

f(x)
g(x)

= L,

����� �2���� � ����� ���� � δ > 0 ��#� ���� a < b−δ ��" �� x ∈ [b−δ, b),
����

L− ε <
f(x)

g(x)
< L + ε,
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��

*/�1+ (L− ε) g(x) < f(x) < (L+ ε)g(x).

(�
� b
a
f(x)dx �� #����� ���% ����

� b
b−δ f(x)dx ��"

� b
b−δ

f(x)
L−εdx ��� ����

#����� ���N ���#� g(x) < f(x)
L−ε , ��� ��� ����

� b
b−δ g(x)dx �� ���� #�����4

 ��� *��� ������� 0/+� ���#�
� b

a

g(x)dx =

� b−δ

a

g(x)dx+

� b

b−δ
g(x)dx,

�� ���� ����
� b
a
g(x)dx �� #����� ���� (�

� b
a
g(x)dx �� #����� ���% ����

(L + ε)
� b
a
g(x)dx ��" (L + ε)

� b
b−δ g(x)dx ��� ���� #����� ���� ���

��� ���� ���F������ �� */�1+ ��" ������� 0/ �� ��� ����
� b
b−δ f(x)dx ��

#����� ���� ���#�

*/�6+

� b

a

f(x)dx =

� b−δ

a

f(x)dx+

� b

b−δ
f(x)dx,

��� ��� ����
� b
a
f(x)dx �� #����� ����

��+ (� L = 0, �� ������� */�1+ �� ��� ���� ��� ���� ���F������ �� ���

���� ��
� b
a
g(x)dx �� #����� ���% ���� ε

� b
a
g(x)dx ��" ε

� b
b−δ g(x)dx ���

���� #����� ��� ��"
� b
b−δ f(x)dx �� #����� ���� <��� ������� */�6+ ��

 �� ����
� b
a
f(x)dx ������ �� #����� ����

���+ (� L = ∞, ���� ��� ��� )2�" M > 0, ����� �2���� � �����

���,�� δ > 0 ��#� ���� f(x)
g(x)

> M �� x ∈ [b−δ, b). ���#� f(x) > Mg(x),

x ∈ [b−δ, b) ��" ���#�
� b
a
g(x)dx ��"M

� b
b−δ g(x)dx ��� "���� ���% ����� b

b−δ f(x)dx �� ���� "���� ���� ��� �� ����� � ��� ������� */�6+ �� ���

����
� b
a
f(x)dx �� "���� ���� �

<�� ������#�% ���#�

lim
x→0,x>0

1√
x(x+1)

1√
x

= 1

��" ���#�
� 2

0
1√
x
dx �� #����� ��� *α = 1/2 < 1 �� �2����� 1'+% ���� ����

������� ���� ����
� 2

0
1√

x(x+1)
dx �� #����� ����

(� �� ������� 00 �� ��9� g(x) = 1
(b−x)q , ��  �� � ���� ������ �����

T
����� 01. �
��
 )� ��
 f : [a, b) → R+ �� 	 ����
�� ������ �

�� ��
���	� [a, b) ��
� �����	
��� �	����& ��
� 
�� ���)�� ������	��
#
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b 	�� ��
���	��� � 	�# �����
���	� [a, x] ⊂ [a,∞). ��


lim
x→b,x<b

(b− x)qf(x) = L ∈ R ∪ {∞}.

�� �� L �= 0,∞ 	�� q < 1, 
���
� b
a
f(x)dx �� ��������
�

��� �� L = 0 	�� q < 1, 
���
� b
a
f(x)dx �� 	�� ��������
�

���� �� L = ∞ 	�� q ≥ 1, 
���
� b
a
f(x)dx �� ��������
�

��� q �� ���� ������ �� ���������� #�����#���" ���,����� <�� ��4
����#�% �� �� �����,�� �� ��� �� �����2������� ��9� ����K

� 1

0

√
x3 + 3

5
√

1 − x
dx ≈

� 0.99999

0

√
x3 + 3

5
√

1 − x
dx?

� )�" �� ���������� ��������� ��
√
x3+3
5√1−x �� ��� �  ��" �"��E ��� ��

����� ���� ���� �������� ���� ��� �� ��� ��#��" ���� �� #����� ��� ��"
���� ��������� ���� ,� #���� *��� "�)������ ''+�

<�� ����% ��� �� ��� ���� q *��� ������� 01+K

lim
x→1,x<1

(1 − x)q
√
x3 + 3

5
√

1 − x
= L �= 0,∞

�� ��" ���� �� q = 1
5
. ��� L = 2. ���#� q = 1/5, ���� q ���� ���� ���

���� ���
� 1

0

√
x3+3
5√1−x dx �� #����� ��� ��" �� �� #�� ��� ��� ��"�#���" ��4

���2�������� �� �����2����� ���� ���
� 0.99999

0

√
x3+3
5√1−x dx �� � �������

���� ��� ��" �� #�� ,� ������ �����2�����" ,� ��� ��� ����� �����"
"��#��,�" �� ������� -�

�2#��� ��� ���#�� #��������% ��� ��� ����� �����  ���� �,��� ���
�,��� �������� ���� ���� �� � ����� ����� ���#����� @��� �� � ,���# ��"
������ ���� �� �������� ���� ���� �� ���#����� ���#� ��� ��� ��#��������
����� ������

T
����� 06. �C�������
5� 
��
� ��
 f, g �� 
� ��
����� ����
���
������ � [a, b) ��
� �	���� �� R� +����� 
�	
 f 	�� g 	�� ��������
	
 b. (����� 
�	
 
�� ���
� �����
��� ����
�� F (x) =

� x
a
f(t)dt ��

������ � [a, b), ���� 
���� �"��
� 	 ������ M > 0 ���� 
�	
 |F (x)| ≤
M �� 	�# x ∈ [a, b). 6� 	�� 	����� 
�	
 g �� 	 ����
�� � ��	�� C1

� [a, b) 	�� lim
x→b

g(x) = 0.  ���
� b
a
f(x)g(x)dx �� ��������
�

P����. :� ������ ����� ���#�� #�������� *��� ������� 0'+�
� x′′

x′
f(x)g(x)dx =

� x′′

x′
F ′(x)g(x)dx

by parts
= F (x)g(x) |x′′x′ −



/� ($	�
	�� (������� 
< @� ���
�! O	� '/'

−
� x′′

x′
F (x)g′(x)dx

mean formula
= F (x′′)g(x′′) − F (x′)g(x′)−

−F (cx′,x′′) [g(x′′) − g(x′)] , ����� cx′,x′′ ∈ [x′, x′′].

���% �����

� x′′

x′
f(x)g(x)dx

����� ≤

≤ |F (x′′)g(x′′)| + |F (x′)g(x′)| + |F (cx′,x′′)| [|g(x′′)| + |g(x′)|] ≤
*/�&+
M [|g(x′′)| + |g(x′)|] +M [|g(x′′)| + |g(x′)|] = 2M [|g(x′′)| + |g(x′)|] .

�9� ��� � ����� ε > 0 ��" ��� δ > 0 ,� ����� ���� � ��#� ���� ��
x ∈ [b− δ, b) ���� |g(x)| < ε

4M
. ��� �� ���� ,�#���� lim

x→b
g(x) = 0. ���

δ �� ��� ����#��" ��� δ �� ��� ���#�� #��������K�����

� x′′

x′
f(x)g(x)dx

����� ≤ 2M [|g(x′′)| + |g(x′)|] < 2M
, ε

4M
+

ε

4M

-
= ε,

�� x′, x′′ ∈ [b− δ, b). �

��� �� ��� ���� ���� ������� �� "�#�"� �� ��� #�� �����2����� ���

�������� ���� ��� �� ��� ��#��" ����%
� 1

0
sin 3√1−x√

1−x dx, ���� ��� �������

�� 1 *���;+% ,� ��� ����� ������� ���� ���
� 0.99999

0
sin 3√1−x√

1−x dx. ���

���� ��� #�� ,� �����2������� #������" ,� ���� ��� �� ��� ����4
�"� "��#��,�" �� ������� -� ��� �� ���� ���� ���� ��� ���� ���� 1

0
sin 3√1−x√

1−x dx �� #����� ���� ��� �� ��� ��� �,��� !���#����8� ����� <��

���� �� ��9� f(x) = 1√
1−x ��" g(x) = sin 3

√
1 − x. � ��������� �� f ��

F (x) = −2
√

1 − x, ���#� �� ,���"�" �� [0, 2) *|F (x)| ≤ 2+� ���#� g ��
"�#������ �� 0 ���� x → 1, !���#����8� ���� ����� �� ���� ��� ���� ���
�� #����� ����

��������� �� �������� ���� ��� #�� ,� � A#��,�������A ,������
�������� ���� ���� �� ��� )��� ���� ��" �������� ���� ���� �� ��� ��#��"
����% ���� ��2�" �������� ���� ����� <�� ������#�% ��� �� ��� �� ���
���� ��� I =

�∞
1

1
(x2+1) 3

√
x−1

dx �� #����� ��� �� ���� @��� ��� ���� ������

�������� �� ��,���"�" ��" ��� ���� ���" ���#���� �� ���� ��,���"�" ��
x = 1. �9� � λ > 1 ��" ����� ��������K

I =

� ∞

1

1

(x2 + 1) 3
√
x− 1

dx =

� λ

1

1

(x2 + 1) 3
√
x− 1

dx+

+

� ∞

λ

1

(x2 + 1) 3
√
x− 1

dx.
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�� )��� ���� ��� �� ��� �� �� �������� ���� ��� �� ��� ��#��" ����� :�
#�� ��� ���� q ��� q = 1/3 < 1 �� ����� ���� �� �� #����� ���� �� ��#��"
���� ��� �� ��� �,��� ��� �� �� �������� ���� ��� �� ��� )��� ����� (� ��
���� #����� ��� ,�#���� �� #�� ����� ���� p ��� p = 2 + 1/3 = 7/3 > 1.
���� ��� ���� ,� ,� "�)������ ��� ����� �� I. (� �� ���� �� ��� ����
���� ����� "��� ��� "����" �� ��� #���#� �� λ > 1. ��#� �� ���� ���
I �� ���� #����" �� �������� ���� ���� :� ���� ,� ���� #�������� ����
��� ���������� ���� �������� ���� ����� <�� ������#� � ��� ,������ �
#����� ��� ���� ��� ��" � "���� ��� ��� �� ������ � "���� ��� ���� ����
?��% � ��� ,������ ��� "���� ��� ���� ���� �� ��� ������ "���� ��� ��
��� �������� �2����� ������ ��� I =

�∞
0

(sin x − sinx)dx = 0, ,��

,��� I1 =
�∞
0

sin xdx ��" I2 =
�∞
0

(− sin x)dx ��� "���� ���� ���% ���
"�#���������� I = I1 + I2 ��� �� ������ �� ���E

:� ��" ���� #������ ���� � ���� ��������#���" �2������

E������ 1/. ��
 �� ��� �� 
�� ������� ��
���	� I =
�∞
0

sinx√
x+sinx

dx

�"��
�& ���� �� �
 �� ��������
� ��
 �� ��� ��	
 �	����� � 
�� ��
���	�
[0,∞) ��
� ����
�� f(x) = sinx√

x+sinx
. �
 �� �	�# 
 ��� 
�	
 
��� ����
��

���� �� �������� ��# 	
 x = 0. -�


lim
x→0,x>0

sin x√
x+ sin x

= lim
x→0,x>0

x− x3

3!
+ ...

√
x+ x− x3

3!
+ ...

= 0,

� 
�	
 �� ����
�� �� ������ � [0,∞) 	�� 
�� ��
���	� �� 	� �������
��
���	� � 
�� ���
 
#��& ���� �
 �	� 	 ������	��
# ��# 	
∞. ��
 �� ���
�

I = I1 + I2,

����� I1 =
� 2

0
sinx√
x+sinx

dx 	�� I2 =
�∞
2

sinx√
x+sinx

dx. �� ���� 
 ����


�	
 I �� ��������
 ���������
� �
 �� ����� 
 ���� 
�	
 I2 �� �����$
���
 ���������
� ���	��� I1 �� 	 ����� ��
���	�& ���� 	� ���	� ?���	��
��
���	� � [0, 2]. (�� 	�# ����� ��
���	� �� ��������
% ��
 �� ���
�
��

sin x√
x+ sin x

=
sinx√
x

− sin2 x√
x(
√
x+ sin x)

.

(���#��� C�������
5� 
��
 �
����� 1;� 
 
�� ��
���	�
�∞
2

sinx√
x
dx �� ��



�	
 
��� �� �� ��������
�  ��� 
�� �	
��� � 
�� ��
���	� I2 �� 
��
�	�� ��9� 
�� �	
��� � 
�� ��
���	�

�∞
2

sin2 x√
x(
√
x+sinx)

dx. -�
 
��� 
���


�� ��
���	�� ����
�� sin2 x√
x(
√
x+sinx)

�� �����	
��� 	�� �� �	� ���	��

�
 ��
� 	� �	���� �����	
��� ����
�� g(x) = sin2 x√
x(
√
x+1)

≤ f(x) =
sin2 x√

x(
√
x+sinx)

. �
 �� ����� 
 ���� 
�	

�∞
2

sin2 x√
x(
√
x+1)

dx �� ��������
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������� 
�	

�∞
2

sin2 x√
x(
√
x+sinx)

dx �� ��������
 	�� � I2 ���� �� �����$

���
� +���� 
�� ��
���	�

−1

2

� ∞

2

1 − 2 sin2 x√
x(
√
x+ 1)

dx = −1

2

� ∞

2

cos 2x√
x(
√
x+ 1)

dx

�� ��������
 �	���# 	�	�� C�������
5� 
��
� 	�� ����� 
�� ��
���	�
1
2

�∞
2

1√
x(
√
x+1)

dx �� ��������
 �	���# 
��
 p �� p = 1�& ���

� ∞

2

sin2 x√
x(
√
x+ 1)

dx = −1

2

� ∞

2

1 − 2 sin2 x√
x(
√
x+ 1)

dx+
1

2

� ∞

2

1√
x(
√
x+ 1)

dx,

�� ������� 
�	
 
�� ��
���	�
�∞
2

sin2 x√
x(
√
x+1)

dx �� ��������
�  ��� I2 	��

I 	�� 	�� ��������
�  ��� �����	
�� �� ���# ����
	�
 ���	��� �
 ����
�� 	 ��	�# ���	 
 	���"��	
� ��
� ���
���� 	 ��������
 ��
���	�� L�
�	� �	# ��	#�� 
�� ����� ��
���	� �	� ���
���� ���� �� �
� ��� ��
�����# �����
� 
 ����
� �
%�� �� ���
	���& �� ���
�	� �

√
x �� ��


4
√
x3 
�� ��� �
	���� ��
���	�

�∞
0

sinx
4√
x3+sinx

dx ���� ��������
 �����


��� ������� 
�� �	�� �
��� 	� 	���%��

:� ��� ���� ����� �� � #���� #����#���� ,������ ��� �������� ����4
 ���� �� ��� )��� ���� ��" ��� ������#�� ������ *��� ������� //+� 
��
��� �� ����� ��� ������ ��� ��� �������� ���� ���� �� ��� ��#��" �����

T
����� 0&. ������� 
��
 0� ��
 �� ������� 
�� ������� ��
���	�

� 
�� ����� 
#�� I =
� b
a
f(x)dx, ��
� 
�� ���)�� ������	��
# 	
 
��

���
 b. 6� 	�� 	����� 
�	
 f �� ��
����� � [a, b). ��
 �� 
	9� 	
��)����� a = b0 < b1 < ... < bn < ... < b ���� 
�	
 bn → b 	�� ��
 ��

������� 
�� �������	� ������ S =
�∞
n=0 un, ����� un =

� bn+1
bn

f(x)dx.
 ���& �� 
�� ��
���	� I �� ��������
& 
�� ������ S �� 	�� ��������

	�� S = I. '�����& �� �� 	���
�� f �	� �����	
��� �	���� � [a, b),

��� 
�� ������� �
	
����
 �� 	�� 
���� �	���#& �� 
�� ������ S ��
��������
& 
��� 
�� ��
���	� I �� 	�� ��������
 	�� I = S.

:� ����� ��� ����� �� ���� ������� �� �� �2��#��� ��� ��� ���"���
:��� ������� ���� ��� �,��� ������ �� b = ∞. <�� ������#�% �� ��"��

�� #������ ��� ������ −2
�∞
n=1

,
1√
n+1

− 1√
n

-
, ��� ��9� ��� ���#����

f(x) = 1√
1−x ��" #������

� 1

0
f(x)dx = 2. @��#� ��� ������ �� #�����4

 ��� ��" ��� ��� �� �F��� �� 2. @��� �� ��9� bn = 1 − 1
n
, ��#�

��� �� ��"�#� ��� ���"� ��" ��� #���������� �� �� �������� ��4

�� ��� �� ��� ��#��" ����
� b
a
f(x)dx ���� ��� ���F�� ��� ������� �� b

�� �� �������� ���� ��� �� ��� )��� ����; �� ������ �� ���E ��� ��
��9� � ����� ��,������ ���,�� δ > 0 ��" ��� �� ������� ��� #��� � ��
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�����,���K t = 1
b−x , x = b− 1

t
, �� ��� ���� ��� I(δ) =

� b−δ
a

f(x)dx. ���

I(δ) =
� 1

δ
1

b−a

f
�
b− 1

t

�
	 1
t2
dt. ��� �� "����� ,� g(t) ��� ��� ���#����

�� t,
f(b− 1

t
)

t2
. ���#� lim

δ→0
I(δ) �� ��� ���� ���� lim

u→∞

� u
1

b−a
g(t)dt, ��� ���"�

��
� b
a
f(x)dx ��� ��"�#�" �� ��� ���"� ��

�∞
1

b−a
g(t)dt. :� ����� �� ��

�2��#��� �� ��� ���"�� �� ����� ��� ���� q ,� ���� ���� ���� ��"�#����
��" ��� ���� p.

@��� �� � ���� �����9 ���#� �� ������ �� ��� �������� #������ �����
�� ���" �� #����"�� �������� ���� ���� �� ,��� ����� �� ��� ���� �����

R����� '&. ��
 b �� 	 ��	� ������ � ∞ �b ∈ R ∪ {∞}� 	�� ��

a 	 	�# �"�� ��	� ������ ���� 
��� b. �� [a, b) �� 
�� ������# ������
��
���	� �� �	# 
�	
 V �� 	 ����	���
	� ��������� � b �� [a, b) ��
V �� � 
�� ��� (b − δ, b), δ ����� 	�# ��	�� �����	
��� ��	� ������
��
� 0 < δ < b − a, �� b �= ∞ 	�� V = (M,∞) ��
� 	�# M > a
�� b = ∞. ��
 f : [a, b) → R �� 	 ����
�� ������ � [a, b) ��
� ��	�
�	���� ���� 
�	
 �
 �� �?���	��� ��
���	��� � 	�# �����
���	� [a, c]
��
� a < c < b. 6� �	# 
�	
 b �� 
�� ���)�� ������	� ���
 � f ��
��
��� b = ∞ 	�� f �� ������ 	
 	�# ���
 c ∈ [a,∞), � b �= ∞
	�� f �� �������� 	
 b 	�� ������ 	
 	�# 
��� ���
 c ∈ [a, b). ��


f �� 	� 	��� ��
� 
�� ���)�� ������	��
# 	
 b.  �� ��
���	�
� b
a
f(x)dx

�� �	���� 	 �������� ������� ��
���	�� �
 �� ��������
 �� 	�� ��# ��

�� ����
 lim

x→b,x>a

� x
a
f(t)dt �"��
�� �
� �	��� �� �	���� 
�� �	��� � 
��

������� ��
���	�
� b
a
f(x)dx. (�� 
�� 
��� �����
� ����� ���� ����� ����

�� ���	�	
��# ��������� ������� ��
���	�� � 
�� ���
 	�� � 
�� �����

#�� �	� �� �������	
�� �� �	���	�� � ������� ��
���	�� ������ ��9�

�� 
��� ���	�9� �� ���
	���& =	���# ���
���� �	#� 
�	

� b
a
f(x)dx ��

��������
 �� 	�� ��# �� �� 	�# ��	�� ε > 0, 
���� �"��
� 	 ����	���
	�
��������� Vε � b �� [a, b) ���� 
�	
 �������� x′, x′′ ∈ Vε �� �	�


�	

���
� x′′
x′
f(x)dx

��� < ε. 6� ����
� 
�� ��	��� 
 ����9 
�	
 
��� �	�


���
���� �� �)���	���
 
 �	�� �� � 
�� =	���# ���
����� ����� �� 
��
�	�
����	� ��
�	
���, b = ∞ 	�� b �= ∞. 6� 	�� ��	�� 	� 	� �"������
�� 
�� ��	��� 
 �
	
� 
�� �����	� ��� � 
�� C�������
5� ���
���� ��

�� �����	� �����
�� ����� ���� �� 
��� ���	�9�

?� � ������ ���� ��� �� ���� �� ����� ������� ���� ���
� b
a
f(x)dx,

����� f : [a, b] → R �� �� ���� ��,�� ���#���� �� [a, b] ⊂ R� @���
��� ���#���� f ��� �� ��� ���� ������ $�������% ,��� ���� ��,�� �� ��
,���"�" *��� ������� '/+� :� ��� ���� ���� ������ ���� ��� �� #��4
��� ��� ,�#���� ��� ���#�� #�������� ���9� �� ���� #��� ��� ��� �����



0� 	�
?��$� ��! �P���(��� '/1

b� (�"��"% ��� ε > 0 ,� � ����� ���,�� ��" ��� M = sup
x∈[a,b]

|f(x)| .

��� δ > 0 ,� ����� ���� � ��#� ���� b − δ > a ��" δ < ε
M
. ��� x′,

x′′ ∈ [b− δ, b] ��� ���� #���#� �� δ. ��������

� x′′

x′
f(x)dx

����� ≤M |x′ − x′′| < M 	 ε
M

= ε.

��� ���#�� #�������� ���9� �� ��� #��� �� � ������ ���� ���� ���
�� ��� �� ��� ���� � ������ ���� ��� #�� ,� �����" �� � #����� ���
�������� ���� ��� �� ��� ��#��" �����

,$ ���'���� ��� �3�������

'� ��� ��� #����� ��#� �� ��� �������� �������� ���� ����K
�+
�∞
1

dx

2x+ 3√x2+1
; ,+

�∞
0

xdx√
x5+1

; #+
� 1

0
dx

3√1−x4 ; "+
� 2

1
dx
lnx

; �+
�∞
π
2

sinx
x2
dx;

�+
�∞
0

x
√
x3+2
x7+1

dx;  +
� 3

1
dx

3√x−1
; �+

� 2

−1
(x2+1)dx

(x+1) 3
√
x−1

; �+
�∞
0

cos(x2)dx;

H+
�∞
0
x2 cos 2xdx; 9+

�∞
0

arctgx
x

dx; �+
� 4

2
dx

(x−2)5
; �+

�∞
1

(x2+1)dx

x4 5
√
x−1

; �+
� 1

0
dx
x lnx

;

�+
�∞
t

dx√
x(x−a)(x−b)

, ����� t > a > b > 0; �+
�∞
0

	
e−

a2

x2 − e−
b2

x2



dx.

-� ������� *�� ��� #����� ��#� #���E+ ��� �������� ��������
���� ����K

�+
�∞
0
e−2x sin 3xdx; ,+

�∞
0
e−ax cos bxdx, a > 0; #+

�∞
0

dx
(x2+a2)(x2+4)

;

"+
�∞
0

arctanx
(1+x2)3/2

dx; �+
�∞
−∞

dx
1+x2

; �+
�∞
0

sin 2xdx  +
�∞
0
xe−x

2
dx;

�+
�∞
0
x3e−kx

4
dx, k > 0.

/� ��� ��� ��� � #������� �� �����2������� #������ ��� ��������
���� ����;K

�+
�∞
1

dx

2x+ 3√x2+4x+5
; ,+

�∞
−1

dx

x2+ 3√x4+1
;

#+
� 1

0
x−

1
2 (1 − x)−

2
3dx; "+

�∞
0
x−

1
2e−xdx;

�+
�∞
0
e−x

8
dx; �+

�∞
0
e−4x4dx;  +

�∞
0

tan−1 x
(4+x2)

dx; �+
�∞
0

cosx2dx.
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E������ 10. �	 �
��	
��� ( ����	� ���� �� 	 ������
 [a, b] ��
�
	 �����
# ����
�� f ������ � �
� 6� 	����� 
�	
 ��#���	� �����
���
� 
�� ���� 	�� ��	����� ������ 
����  ��� a = a(t)& b = b(t) 	��
����
��� � 
��� 	�� 
�� �����
# ����
�� f = f(x, t), ����� x ∈
(a(t), b(t)) �� 	 ����
�� � 
��� 	�� � 
�� ���
 x. 6��� 
��� t �	����
�� 	� ��
���	� J, �� ������ 
�	
 
�� �"
����
��� a(t), b(t) � 
�� ����
����� 
 	 �"�� ��
���	� K. (
 	�# �"�� ����
 t ∈ J, 
�� �	�� �

�� ����	� ���� ��,

*'�'+ M(t) =

� b(t)

a(t)

f(x, t)dx,

�� 
�� ����
�� gt(x) = f(x, t) �� ��
���	��� � [a(t), b(t)] �� 	�# t ∈
J. 6� 7��
 �
	���� 	 ��� ����
�� M : J → R ����� ��������� 
��
�	��	
�� � 
�� �	�� � 
�� ���� 	� 	 ����
�� � 
��� t. +���� 
��
��
���	� � 
�� ����
 �� �����	 �0�0� ������� � 	 ��	�	��
��� t, ��
�	# 
�	
 
��� �	�
 ��
���	� �� �	� ��
���	� ��
� 	 �	�	��
�� t”.

@��� �� � ����  ������ "�)������ ��� ��� ������ �� �� ���� ��� ���� n
���������� t1, t2, ..., tn. ��� J ,� � ��,��� �� Rn ��" ��� � = (t1, t2, ..., tn)
,� �� ��,������ ������� �� J. ��� a, b : J → K ⊂ R ∪ {±∞} ,� ���
���#����� �� n �����,��� "�)��" �� J ���� ������ ���� � )2�" �������� K
�� R ∪ {±∞} ��#� ���� a(t) ≤ b(t) ��� ��� t �� J � ��� f : K × J → R
,� � *�#����+ ���#���� �� n + 1 �����,��� (x, t1, t2, ..., tn) = (x, �) ���#�
�� ���� ��,�� ���� �����#� �� *������+ x �� K ��� ��� )2�" � �� J. ���

����� ���� ��� ��� )2�" � �� J, ��� ���� ��� I(�) =
� b(�)
a(�)

f(x, �)dx �2����

��� ��� )2�" ��#��� � �� J.

D��������� '-.  �� ����
�� I : J → R ������ �# 
�� �����	

*'�-+ I(�) =

� b(�)

a(�)

f(x, �)dx

'/&
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�� �	�� 
 �� 	� ��
���	� ��
� n �	�	��
��� t1, t2, ..., tn. �� �� 	�# � ∈ J


��� �	�
 ��
���	�
� b(�)
a(�)

f(x, �)dx �� 	 ����� ��
���	� �� �	# 
�	
 ��

��
���	� �� 	 ����� ��
���	� ��
� �	�	��
��� t1, t2, ..., tn.

��� �� ��� #����"�� ���� �2������ �� ���� ���� ���� �����������
�� ���� ��� I(λ) =

� 1

0
sinλxdx ���� � ��������� λ �� "�)��" ��� ���

λ ∈ R� ��� J = R �� ���� #���� <��#����� a(λ), b(λ) ��� #������� ��
���� #���% a(λ) = 0, ��" b(λ) = 1 ��� ��� λ ∈ R� ��� K = [0, 1] ��" ��
��� ���� ��� �� � ������ ���� ��� ���� � ��������� λ. ���#� � ���������
F (x) =

�
sinλxdx #�� ,� #������" �� ���� #���K F (x) = − cosλx

λ
, ��

λ �= 0 ��" F (x) = 0 �� λ = 0. @��#�

I(λ) = −cosλ

λ
+

1

λ
=

1 − cosλ

λ
,

�� λ �= 0. (� λ = 0, I(0) = 0. � ������� F������� ������K (� ��� ���#4

���� I(λ) #��������� �� 0? ���#� lim
λ→0

I(λ) = 0
0

l′Hôspital
= lim

λ→0
sinλ = 0%

��� ������ �� ���% ,�#���� I(0) = 0. ��� �2����� �� ��� ������� ���4
��,�� #��� ���#� #�� ������� �������% ��� ��������� ���� �����#� �� x
#����� ,� #������" *�2������" �� �� ���������� ���#����E+ �� I(�) =� b(�)
a(�)

f(x, �)dx, �� �� ���" �� ��� ����� A��"���#�A #���������� �� ����

���� ���� <�� ������#�% I(c) =
�∞
c
e−cx

2
dx, ��� c > 0 �� �� ��������

���� ��� ���� � ��������� c. @��� J = (0,∞)% K = (0,∞), a(c) = c,
��� �"������ ���#���� ��" b(c) = ∞. <�� ��� )2�" c > 0 ��� ���� ���
�� #����� ��� *����� ��� ���� p ��� p = 2+� ���#� ��� ��������� �� e−x

2

�� ��� �� ���������� ���#���� *���� �� � ���� "��� ������ �� $��� ��"
#����� ,� �����" �� ���� #�����E+% ��� ��������� �� e−cx

2
, c > 0% �� ���

���� �� ���������� ���#���� *���;+� ��� �� #����� "���#��� #������
I(c). (� ��� ��2� ��#���� �� ����� ��� ��� �� #������ ��#� ���� ����
���� ���������� *��� �2�#��� ���� ���� ���E :� ����� ���� #������
I ′(c) = e−c

3 � 1
2c
− 1

�
.

��� �� #����"�� �� ��� �������� ���� ������ ���� ���� ���� ��� ��4
�������% ,�#���� �� #�� � ���� ��� ��� ������ ���������� ����� �� ����4

������ ���9 ���� ��� �� ����� ���% ��� �� #����"�� I(t) =
� b(t)
a(t)

f(x, t)dx%

t ∈ J ⊂ R% J �� ��������% a, b : J → K ⊂ R ��" f(x, t) �� ���� ��,��
������ ��� �����,�� x �� ��� �������� K. �� )��� ������� F������� �� ��
��� ���#���� I �� #��������� �� J �� ��� ���#����� a(t), b(t) ��" f(x, t)
��� #��������� �� J ��" �����#������ �� K × J.

T
����� 07. ���
����
# 
������ 6�
� 
�� 	��� �
	
��& ��
����
��� a(t), b(t) 	�� f(x, t) 	�� ��
����� � J 	�� ������
����#
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� K × J, 
��� 
�� ��� ����
�� I : J → R& I(t) =
� b(t)
a(t)

f(x, t)dx ��

	�� ��
����� � J.

P����. ��� �� )2 � ����� t0 �� J ��" ��� �� ����� ���� ��� ���#����
I �� #��������� �� ���� )2�" ����� t0. <�� ���� ��� �� ��9� �� ��,������
��F���#� {tn} �� J ��#� ���� tn → t0. � ����� ��� #��������� �� I ��
t0 �� �� ���� � �� ����� ���� I(tn) → I(t0). <�� ���� ���� ���������% ���
�� �������� ��� "�B����#� I(tn) − I(t0) :

I(tn) − I(t0) =

� b(tn)

a(tn)

f(x, tn)dx−
� b(t0)

a(t0)

f(x, t0)dx =

*'�/+� a(t0)

a(tn)

f(x, tn)dx+

� b(t0)

a(t0)

f(x, tn)dx+

� b(tn)

b(t0)

f(x, tn)dx−
� b(t0)

a(t0)

f(x, t0)dx.

� �������� ��� ���� ����
� a(t0)
a(tn)

f(x, tn)dx ��"
� b(tn)

b(t0)
f(x, tn)dx �� �����

��� ���� ������� *��� ������� --+ ��" )�"K

*'�0+

� a(t0)

a(tn)

f(x, tn)dx = f(cn, tn) [a(t0) − a(tn)]

��"

*'�1+

� b(tn)

b(t0)

f(x, tn)dx = f(dn, tn)[b(tn) − b(t0)],

����� cn �� ,������ a(tn) ��" a(t0) ��" dn �� ,������ b(tn) ��" b(t0).
���#� ���#����� a(t) ��" b(t) ��� #��������� ��" tn → t0% �� ��� ����
��� ��F���#� {cn} #����� �� �� a(t0) ��" ��� ��F���#� {dn} ���"� ��
b(t0). ���#� f �� � #��������� ���#���� �� � ���#���� �� ��� �����,���%
�� ��� ���� f(cn, tn) → f(a(t0), t0) ��" f(dn, tn) → f(b(t0), t0). ?��
a(t0) − a(tn) → 0 ��" b(tn) − b(t0) → 0, �� ����

� a(t0)

a(tn)

f(x, tn)dx→ f(a(t0), t0) 	 0 = 0

��" � b(tn)

b(t0)

f(x, tn)dx → f(b(t0), t0) 	 0 = 0.

���% �� ������� *'�/+ �� ������� �� ����� ����
*'�6+� b(t0)

a(t0)

f(x, tn)dx−
� b(t0)

a(t0)

f(x, t0)dx =

� b(t0)

a(t0)

[f(x, tn)− f(x, t0)]dx→ 0,
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�������� n→ ∞. ?� ��9�� � ��I#������ ��#� "������� ∆ : t0 = a(t0) <
t1 < ... < tk = b(t0)

�� ��� �������� [a(t0), b(t0)] ��" ,� ���� ��� ������� #��������� ��
f, ��� #�� ������ ����� ����� b(t0)

a(t0)
[f(x, tn) − f(x, t0)]dx→ 0. �

:�� ���� ���� ������� �� ���������; <�� ������#�% ��� I(t) =� t2+2

0
e−tx

2
dx, t ∈ R ��" ��� ���,��� �� �� #������ L = lim

t→0
I(t). ���4

����% �� ��9� t = 0 �� ��� ���� ��� �2�������� �� I(t). ?��% ��9�� ����%
�� H��� ��������#���� ������" ��� �,��� #��������� �������� (�"��"%
L = lim

t→0
I(t) = I(lim

t→0
t) = I(0) =

� 2

0
dx = 2. 
� #�����% ��� #���������

#��"������ �� a(t) = t2+2, b(t) = 0 ��" �� f(x, t) = e−tx
2
��� �,�������

�����)�" *�� ��"�� �� ,� �,�� �� ����� ��� #��������� �������+�
(� ���� ���#��#�� ���,���� �� ���" �� ��� �� ��� ���#����

I(t) =
� b(t)
a(t)

f(x, t)dx �� "�B�������,�� �� ��� ��"% �� �� �� ��% ��� "�

�� #������ ��� "���������; ��  ���� ������ ���������#��� �� :�
��� ���,��5 *'6064'&'6+ "��#�����" � ���� ��#� ��" ������ ������� ���
��� #���������� �� I ′(t), ��� "�B�������� �� ���#���� I(t).

:� ����� ���� ��� #��� ���� ,��� ���#����� a, b : J → R ���
#�������% ��� a(t) = a0 ��" b(t) = b0 ��� ��� t �� J. :� ���� ������
���� f(x, t) �� "�B�������,�� ���� �����#� �� t ��� ��� )2�" x �� K ��"
���� ��� "�B�������� ∂f

∂t
(x, t) �� � #��������� ���#���� �� �� �� t.

T
����� 03. 6� 	����� 
�	
 
�� ����
��� a, b 	�� f �����# 
����

�	�
 �����
����  ��� 
�� ��
���	� I(t) =
� b0
a0
f(x, t)dx �� ��!����
�	���

	��

*'�&+ I ′(t) =

� b0

a0

∂f

∂t
(x, t)dx

�� 	�# t ∈ J.

P����. ��� �� )2 t0 �� J ��" ��� �� �������� ��� �����

I(t) − I(t0)

t− t0
=

� b0
a0

[f(x, t) − f(x, t0)] dx

t− t0
.

<�� ��� )2�" x �� [a0, b0] �� "�)�� gx : [t, t0]
± → R ,� gx(ζ) = f(x, ζ).

@��� [t, t0]
± = [t, t0] �� t ≤ t0 ��" [t, t0]

± = [t0, t] �� t0 ≤ t. ��� �� �����
�� ��� �8� ������� ��� ��� ���#���� gx �� ��� �������� [t, t0]

± *���� ��
���� #����"�� - #����% t ≤ t0 ��" t ≥ t0 �����#������+� (� ,��� #����
��� ���K

gx(t) − gx(t0) = g′x(cx,t)(t− t0),
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����� cx,t ∈ [t, t0]
±. ���

I(t) − I(t0)

t− t0
=

� b0
a0

∂f
∂t

(x, cx,t)(t− t0)dx

(t− t0)
=

� b0

a0

∂f

∂t
(x, cx,t)dx.

���#� ∂f
∂t

(x, cx,t) �� � ��� #��������� ���#���� h(x, t) �� ��� �����,���%
�� #�� ����� ��� #��������� ������� 07 �� ��� ������ ���� ���

� b0

a0

∂f

∂t
(x, cx,t)dx =

� b0

a0

h(x, t)dx

���� ��������� t ��" �,����

lim
t→t0

I(t) − I(t0)

t− t0
=

� b0

a0

lim
t→t0

h(x, t)dx =

� b0

a0

∂f

∂t
(x, t0)dx,

,�#���� cx,t → t0, �������� t → t0. @��#� I(t) �� "�B�������,�� �� t0
��" ������� *'�&+ �� ����� �

��� �� ��� ���� ���� ������� �� #������ ��� "��������� �� ��� ���#4

���� I(t) =
� π

2

π
cos tx
x
dx. (� �� 9���� �� � ���� �� � ����� �� $��������#�

���� ��  ������ �� ��������� �� ���#���� g(x) = cos x
x

#�� ,� �� ������4
���� ���#���� *�� ���������� ��� ���������

�
cos x
x
dx �� #����" ��� ��
���	�

�����+� ���% �� #����� ,� #������" ���� ��� ����� ������4���,��5
�������� ��������� �� ��� ��� ���������" �� ��� ���������#�� �2����4
���� �� I(t) ,��% ��� ������#�% �� ��� ���������" �� #������ A��� ����#���A
I ′(t). � "� ����% ��� �� ��� ������� '�&

I ′(t) = −
� π

2

π

sin txdx =
1

t

,
cosπt− cos

π

2
t
-
.

:� ��� #����"�� ��� #��� ���� ��� �� ���#����� a(t) �� b(t) ��
#������� ��" ��� ����� �� ��� #������� ,�� �� �� "�B�������,�� �� J.
�9� ��� ������#� a(t) �� ,� ���#������� ��" b(t) �� ,� � )2�" #�������
b0.:� ���� ������ ���� f(x, t) �� #��������� ���� �����#� �� ,��� �� ���
�����,��� ��" ���� ∂f

∂t
(x, t) �� #��������� ��� �� t.

T
����� 1.. 6� 	����� 
�	
 	�� � 
���� �	�
 ����
��� 	�� �	
$

����� �� 
�� ��
���	� � 	 �	�	��
�� t, I(t) =
� b(t)
a(t)

f(x, t)dx, ���� I(t) =
� b0
a(t)

f(x, t)dx �� �� �	���  ��� ����
�� I(t) �� ��!����
�	��� 	��

*'�7+ I ′(t) =

� b0

a(t)

∂f

∂t
(x, t)dx− a′(t)f(a(t), t)

�� 	�# t ∈ J.
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P����. ��� �� )2 � ����� t0 ∈ J ��" ��� �� �������� ��� �����

I(t) − I(t0)

t− t0
=

� b0
a(t)

f(x, t)dx−
� b0
a(t0)

f(x, t0)dx

t− t0
=

� a(t0)
a(t)

[f(x, t)] dx

t− t0
+

+

� b0
a(t0)

[f(x, t) − f(x, t0)] dx

t− t0
.

�� ����� �� � b0
a(t0)

[f(x, t) − f(x, t0)] dx

t− t0
���� t→ t0 �� �2�#���

� b0

a(t0)

∂f

∂t
(x, t0)dx

*��� ��� ����� �� ������� 03+� ���% �� ������� �� ����� ���� ���

����� ��
� a(t0)
a(t)

[f(x,t)]dx

t−t0 ���� t → t0 �� �F��� �� −a′(t0)f(a(t0), t0). �

"� ����% ��� �� ����� ���� ������� �� ������� *--+ �� ��� ���� ���� a(t0)
a(t)

[f(x, t)] dx :

� a(t0)

a(t)

[f(x, t)] dx = f(dt, t) [a(t0) − a(t)] ,

����� dt ∈ [a(t), a(t0)]
± . ���#� a(t) �� ���� #���������% a(t) → a(t0)

��" �� dt → a(t0)% �������� t→ t0. ���%

lim
t→t0

� a(t0)
a(t)

[f(x, t)] dx

t− t0
= f(a(t0), t0)	 lim

t→t0

a(t0) − a(t)

t− t0
= −a′(t0)f(a(t0), t0).

<������ �� ��� �� ����� ,��� ������ #������" �,��� ��" �,����K

lim
t→t0

I(t) − I(t0)

t− t0
= lim
t→t0

� a(t0)
a(t)

[f(x, t)] dx

t− t0
+lim
t→t0

� b0
a(t0)

[f(x, t) − f(x, t0)] dx

t− t0
=

−a′(t0)f(a(t0), t0) +

� b0

a(t0)

∂f

∂t
(x, t0)dx,

���� �� H��� �,�����" ������� *'�7+ ��� t = t0. �

��� �� ����� ���� ���� ������� �� #������ ��� �������� �����K

lim
t→π

2

� 1

sin t
ex

2
dx

� 0

cos t
ex2dx

.
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��� �� ��� ���� �� ��� �� ��� ���"���������� #��� 0
0
��" �� �� #��

����� �8@U������ ����K

lim
t→π

2

� 1

sin t
ex

2
dx

� 0

cos t
ex2dx

= lim
t→π

2

,� 1

sin t
ex

2
dx

-′

,� 0

cos t
ex2dx

-′ = lim
t→π

2

(− cos t)esin
2 t

(sin t) ecos2 t
= 0.

@��� �� ������" ������� *'�7+ �� #������ ��� ,��� "����������,� 1

sin t
ex

2
dx

-′
��"

,� 0

cos t
ex

2
dx

-′
.

:� ��� ��� ���"� ��  ��� ���  ������ ������� �� ���,��5 ��� � ������
���� ��� ���� � ��������� t.

T
����� 1'. �������� �����	� ��
 I(t) =
� b(t)
a(t)

f(x, t)dx �� 	�

��
���	� ��
� 	 �	�	��
�� t ∈ J, ����� �
� ����
��� a(t) 	�� b(t)
	�� ��!����
�	��� � J 	�� f(x, t) �� ��
����� 	�� � ��	�� C1 ��
�
������
 
 
�� �	��	��� t.  ��� 
�� ����
�� I(t) �� ��!����
�	��� 	�� 
��
������� ������� �����	 �� 
���,

*'�3+ I ′(t) =

� b(t)

a(t)

∂f

∂t
(x, t)dx+ b′(t)f(b(t), t) − a′(t)f(a(t), t).

P����. <���� �� ��� ��� �� ��� ���� ���� �������  �������5�� ,���
�������� *'�&+ ��" *'�7+� :� ����� ��� ���� ����� ���� �������� ���
���� � �� ��"�� �� "�"�#� ���  ������ ���,��5 ������� *'�3+� ��� �� )2
� t0 ∈ J ��" ��� �� �����

I(t) =

� b(t)

a(t)

f(x, t)dx =

� a(t0)

a(t)

f(x, t)dx+

� b(t0)

a(t0)

f(x, t)dx+

� b(t)

b(t0)

f(x, t)dx.

(� ���� ,� ���� � �� ����� ���� ��#� ���� ���4���#���� �� t �� ��� �� ��
�� ���� ���� ������� �� "�B�������� ��" �� ���������� )�" � ������� ���
��� "����������

(�"��"% ���� ������� *'�7+ �� ��� ����

*'�'.+

�� a(t0)

a(t)

f(x, t)dx

�′
=

� a(t0)

a(t)

∂f

∂t
(x, t)dx− a′(t)f(a(t), t).

<��� ������� *'�&+ �� )�"
�� b(t0)

a(t0)

f(x, t)dx

�′
=

� b(t0)

a(t0)

∂f

∂t
(x, t)dx.

�� ����% ���� ������� *'�7+ ��� ���K

*'�''+

�� b(t)

b(t0)

f(x, t)dx

�′
= −

�� b(t0)

b(t)

f(x, t)dx

�′
=
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= −
� b(t0)

b(t)

∂f

∂t
(x, t)dx+ b′(t)f(b(t), t).

(� �� ��9� ��� ��� �� ,��� ��"�� ��� ����� �,��� ����� �������� ��  ��

I ′(t) =

� a(t0)

a(t)

∂f

∂t
(x, t)dx− a′(t)f(a(t), t) +

� b(t0)

a(t0)

∂f

∂t
(x, t)dx−

−
� b(t0)

b(t)

∂f

∂t
(x, t)dx+ b′(t)f(b(t), t).

?��
� a(t0)

a(t)

∂f

∂t
(x, t)dx+

� b(t0)

a(t0)

∂f

∂t
(x, t)dx−

� b(t0)

b(t)

∂f

∂t
(x, t)dx =

=

� a(t0)

a(t)

∂f

∂t
(x, t)dx+

� b(t0)

a(t0)

∂f

∂t
(x, t)dx+

� b(t)

b(t0)

∂f

∂t
(x, t)dx =

=

� b(t)

a(t)

∂f

∂t
(x, t)dx.

@��#�

I ′(t) =

� b(t)

a(t)

∂f

∂t
(x, t)dx+ b′(t)f(b(t), t) − a′(t)f(a(t), t).

�

��� �� #������ I ′(t) ��� I(t) =
� t2
t

sin tx
x
dx, ��� t ∈ R� :� ������

��� ���,��5 ������� ��" )�"

I ′(t) =

� t2

t

cos txdx+ 2t
sin t3

t
− sin t2

t
=

sin tx

t

����
t2

t

+ 2 sin t3 − sin t2

t
=

=
sin t3

t
− 2

sin t2

t
+ 2 sin t3.

�� �������� ������ ��� "��#�����" ,� ��� (������ ���������#���
���"� <�,��� *'7&3S'30/+ �� � ����  ������ ����� ��� �� ��� �� ��
#����" <�,���8� �������� :� ����� ���� ������ ���� �� � �����#���� �����
��� ���� �� ���� � ��� �� �� ��� �������� �����#�������

T
����� 1-. �������5� 
������ ��
 K = [a, b] 	�� J = [c, d] ��

� ��	� ����� ��
���	�� 	�� ��
 f : K×J → R �� 	 ��
����� ����
��
f(x, t) � 
� �	��	�����  ���

*'�'-+

� b

a

	� d

c

f(x, t)dt



dx =

� d

c

	� b

a

f(x, t)dx



dt.
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P����. '+ <���� �� ��� ��� �� �2����� ���� ������� *'�'-+ ����� ���

�� "����� J(x) =
� d
c
f(x, t)dt, � ������ ���� ��� ���� � ��������� x ��"

��� "����� ,� L(t) =
� b
a
f(x, t)dx, � ������ ���� ��� ���� � ���������

t. <������ *'�'-+ ���� ����
� b
a
J(x)dx =

� d
c
L(t)dt, ���� �� ��� #��� �

��� ��"�� �� ���� �������

<�� ������ <�,���8� ������� �� ��� F (u) =
� u
a

�� d
c
f(x, t)dt

�
dx

��" G(u) =
� d
c

�� u
a
f(x, t)dx

�
dt ��� ��� u ∈ [a, b]. (� �� ��##��" ��

����� ���� F (u) = G(u) ��� ��� u ∈ [a, b], ,� ��9�� u = b, �� ����"
�,���� ������� *'�'-+� ��� �� #�������� ��� ���,��5 ������� *'�3+ ��
#������ F ′(u) ��" G′(u).

F ′(u) =

� d

c

f(u, t)dt, G′(u) =

� d

c

f(u, t)dt.

���% F ′(u) = G′(u) ��� ��� u ∈ [a, b]. @��#� F (u) = G(u) +C, �����
C �� � #������� ������ u� ��� �� ��� u = a ��" )�" F (a) = G(a) + C
��"% ���#� F (a) = G(a) = 0, �� )�" ���� C = 0, ���� F (u) = G(u) ��"
��� )��� ����� �� #�������"� @��� �� ������� ������ :� ������� �� ��
�� ��������� ������ ?��% ,� ���� ��� ������� #��������� �� f, ��� #��
������� �� �� �� � #���#� ���������#�� ������

-+ ��� �� #����"�� ��� ��,������ "��������

∆x : a = x0 < x1 < ... < xn = b

��"

∆t : c = t0 < t1 < ... < tm = d

�� ��� ��������� [a, b] ��" [c, d] �����#������� ��� �� "����� ,� M1 =� b
a
J(x)dx ��" ,� M2 =

� d
c
L(t)dt. :� #�� �����2����� ���� ���� ���

���,�� M1 ,� ������� ���� �� ��� ����

*'�'/+
n�

i=1

J(ξi)(xi − xi−1),

����� ξi ∈ [xi−1, xi] ��� ��� i = 1, 2, ..., n. @��� "�������� ∆x ��"
ξi ∈ [xi−1, xi] ��� ��,������ ��" �� ��� ���� �∆x� → 0, ���� ��� �,���
������� ���� ,�#��� #����� ��" #����� �� M1. ��� �� )2 ��� ��#�
� "������� ∆x ��" � ��� �� ���9�� ������ {ξi} ��#� ���� ��� #����4
����"�� ������� ��� �� ,� �� #���� �� �� ���� �� M1. ��#� ���,��

J(ξi) =
� d
c
f(ξi, t)dt #�� ,� ���� �����2����� ,� ������� ���� �� ���

����
m�

j=1

f(ξi, ηj)(tj − tj−1).
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��� M1 #�� ,� ���� �����2����� ���� ���� �� ��� ����

*'�'0+
n�

i=1

m�

j=1

f(ξi, ηj)(tj − tj−1)(xi − xi−1).

(� ��� ���� ������ �� #�� ����� ���� M2 =
� d
c
L(t)dx #�� ,� ����

�����2����� ���� "��,�� ���� �� ��� ����

*'�'1+

m�

j=1

n�

i=1

f(ξi, ηj)(xi − xi−1)(tj − tj−1).

���#� ��� ��� ��" ��� ���"�#� ��� #���������� �� ��� ���� ��� �,���
"��,�� ���� ��� �F���� @��#� ��� ���,��� M1 ��" M2 #�� ,� ����
�����2����� ,� ��� ��� ��" ��� ���� ��� �� ���,��� �� ��� ����

n�

i=1

m�

j=1

f(ξi, ηj)(tj − tj−1)(xi − xi−1).

��� �� "����� ,� A ���� ��� �� ���,���� ������ ���� M1 �= M2. ���%
��9�� ε ��#� ���� 0 < ε < |M1−M2|

2
, ��� ���� ����

(M1 − ε,M1 + ε) ∩ (M2 − ε,M2 + ε) = ∅.

?�� ����� �2��� �� ��)���� ���,�� �� �������� �� A ���#� ��� #�������"
�� ���� �������#����E ���% ��� ���������� ���� M1 �= M2 �� ��� �����
��� ����� ���� M1 = M2, ���� <�,���8� �������� �

� #��� � ��� ��"�� �� ���� ������ #���" ,� � ���� ��#������ �� ����

#����� <�� ������#�% ��� #���������� ��
� 2

1

�� 2

1
ln tx
x
dx

�
dt �� ���� ��4

"��% ���� )��� �� ��� �� #������ J(t) =
� 2

1
ln tx
x
dx ��" ���� �� #������� 2

1
J(t)dt, �� ���� #�����#���" ���� �� #��� � ��� ��"�� �� ���� ��4

���� *<�,���8� �������+% ������ �� #������
� 2

1

�� 2

1
ln tx
x
dt
�
dx *#�����#�

��������E+�

R����� '7. �� f : D → R& ����� D �� 
�� ���
	���� [a, b] × [c, d],

��� 	 ����� ��� � 
�� ���

m�

j=1

n�

i=1

f(ξi, ηj)(xi − xi−1)(tj − tj−1)

�� �	���� 	 ?���	�� ����� ��� �� 
�� ����
�� f. �� 	�� 
��� �����
���� ������ ����� 	�� ����� 
 	 ������ I, �� �	# 
�	
 I �� 
��

����� ��
���	� � f � 
�� ���
	���� D. 6��
� I =

��

D

f(x, t)dxdt.
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������5� �����	 �	#� 
�	
 �� f �� ��
�����& 
��� 
��� �	�
 ������
	��	#� �"��
 	�� �
 �	� �� ����
�� 	�,

��

D

f(x, t)dxdt =

� b

a

	� d

c

f(x, t)dt



dx =

� d

c

	� b

a

f(x, t)dx



dt.

+��� �����	� 	�� �	���� �
��	
��� �����	� �� 
�� ����
	
�� � 	
����� ��
���	� � 	 ���
	���� D = [a, b]× [c, d] ���� ��� � 
��� 
���
�� ��	�
�� A��

)$ ��&��&�� ��������� /��- &���������

� ���#���� f ���� n ���������� � = (t1, t2, ..., tn) ∈ J ⊂ Rn, �����
J �� � "����� �� Rn, �� ������ � ���#���� f(x, �) �� n + 1 �����,���%
f : K × J → R, ����� K �� � ���� ��������% )���� �� ���� ��� b ,� �
����� ����� �� K, ���� b ∈ R ∪ {±∞} ��" �� �� � ����� �� �� ����� ��
��)���� ��F���#� �� �������� �� K. :� ������ ���� ��� ��� )2�" � ��
J ��� �������� ����� g(�) = lim

x→b
f(x, �) �2����� �� �,�����" ���#����

g : J → R �� #����" ��� ������ ����
����� ����
 � f 	
 b, 	���

�� ��
 � �	�	��
��� J. �� ����� ���#���� g �� ���" �� ,� ������
����
� �	���� 
�� ��
 � �	�	��
��� J �� ��� ��� ����� ε > 0, ����� �� �
��� �,�����" Vb �� b �� K *�� �� �� ��� ���� (b− δ, b+ δ) ∩K% (M,∞)
�� b = ∞, �� (−∞,M) �� b = −∞+ ��#� ����

|g(�) − f(x, �)| < ε

��� ��� x ∈ Vb ��" ��� ��� � ∈ J.
<�� ������#� f(x, t) = ext, x ∈ (0, 1], t ∈ J = (−3, 2] ��� ���

������� ���#���� ����� g(t) = 1 �� b = 0. (�"��"% �� ε > 0, |ext − 1| < ε
��

x < δ = min

�
1

2
ln(1 + ε),−1

3
ln(1 − ε)

�

��� ��� t ∈ (−3, 2]. (� ������" �� J = (−3, 2] �� ��9� J = R% �� ������
��� ���� g(t) = 1 �� � ������ ����� �� f(x, t) = ext �� b = 0, ,�� �� �� ���
��������

(� �� �,����� ���� �� � ���#���� f(x, �) �� � �����,�� x ��" ���� � ���
�� n ���������� � = (t1, t2, ..., tn) ∈ J ⊂ Rn, J � "�����% x ∈ K, �����
K �� � ���� �������� �� R, ��� � ������� ����� g(�) �� b, ������ J, ����
�� �� ���� � ������ ����� �� b.

<������� ��� ����� �� ������� /' �� �� ��� "�I#��� �� ����� ���
�������� ����� ��� �������

T
����� 1/. �=	���# ���
���� � 
�� ������ ����
� ��
 K �� 	�
��
���	� � R 	�� ��
 b ∈ R �� 	 ����
 ���
 � K� ��
 f : K × J → R
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�� 	 ����
�� ��
� n �	�	��
��� � = (t1, t2, ..., tn) ∈ J ⊂ Rn, ����� J ��
	 ��	�� �� Rn� 	� �� b �� ���
�& ���� �� b ∈ R& 
��� f �	� 	� ������
����
 g(�) 	
 b 	��� 
�� ��
 � �	�	��
��� J, �� 	�� ��# �� �� 	�# ��	��
��	� ������ ε > 0 
���� �� 	 ��	� ������ δ > 0 ���� 
�	
 �� 
� �������
x′ 	�� x′′ 	�� �� K ∩ (b − δ, b + δ), 
��� 
�� ���
	��� ��
���� f(x′, �)
	�� f(x′′, �) �� ���� 
�	� ε, ��� |f(x′, �) − f(x′′, �)| < ε �� 	�# � ∈ J.
�� �� b �� �
 ���
�& �	# b = ∞, 
��� f �	� 	 ������ ����
 	
 b 	���

�� ��
 � �	�	��
��� J �� 	�� ��# �� �� 	�# ��	�� ��	� ������ ε > 0

���� �� 	 �	��� ��	� ������ M > 0 ���� 
�	
 �� 
� ������� x′ 	�� x′′

	�� ���	
�� 
�	� M, 
��� 
�� ���
	��� ��
���� f(x′, �) 	�� f(x′′, �) ��
���� 
�	� ε, ���� |f(x′, �) − f(x′′, �)| < ε �� 	�# � ∈ J. �� b = −∞
�� ���
 ����	�� 
��� �	�
 M ��
� 	 ���	
���& ��	� 
 −∞, M, ���� ��

��� �	�� M < 0 	�� −M �� ���# �	���� '�����& 
�� �"������� �x′

	�� x′′ 	�� ���	
�� 
�	� M ���
 �� ����
�
�
�� ��
� �x′ 	�� x′′ 	�� ����

�	� M��

E������ 11. *��� �� 	 ��� ������	
�� �"	���� � �� �� 	���#

��� �	�
 ���
����� ��
 �� ����� f(x, t) =

� x
0

arctan tu
u(u+1)

du, x ∈ K =

[0,∞), t ∈ J = R� ��
 �� �
��# 
�� ����
 lim
x→∞

f(x, t) = g(t). *���

b = ∞ �� 	 ����
 ���
 � R 	�� �
 �� 
�� ���)�� ������	� ���
 � ��
��
���	� ���	��� lim

u→0

arctan tu
u(u+1)

= t, ���� 0 �� 	 �	��� �������#� ������	�

���
� �� 	�# �"�� t �� R 
��� ����
 �� �
���� ���� 
�	� 
�� �������
��
���	�

�∞
0

arctan tu
u(u+1)

du.  ��� ��
���	� �� ��������
 ���	���
� ∞

0

arctan tu

u(u+ 1)
du =

� 1

0

arctan tu

u(u+ 1)
du+

� ∞

1

arctan tu

u(u+ 1)
du,

����
arctan tu

u(u+ 1)

���� ≤
π

2

1

u(u+ 1)

	�� � ∞

1

1

u(u+ 1)
du

�� ��������
 �	���# 
��
 p ��
� p = 2��  ��� �� ����
 �"��
� �� 	�#
�"�� t �� R� +���� g(t) =

�∞
0

arctan tu
u(u+1)

du �� �	��
 ��� 
�� ����
�

����
� g(t) 	�� 
��� 
 ��� 
�� �����
�� � 
�� ������ ����
 

������ �� 
��� ����
 �� � �� �
 ������ ����
� t. ��
 �� ��� =	���#
���
���� 21 
 ���� 
�	
 �� ����
 �� 	 ������ ��� �� 
��� ��
 ��

��	��	
�
� x′′
x′

arctan tu
u(u+1)

du �� x′, x′′ ���# ���� 
 ∞ ��	��� ������� +��$

��#& �
 �� ��3����
 
 ���� 
�	

���
� x′′
x′

arctan tu
u(u+1)

du
��� ������ ��	���� 	��

��	���� ���� x′, x′′ ����� �	���� 	�� �	���� ����������
 ��������#�
��
� ������
 
 
�� �	�	��
�� t. *��� �� ��� 	 ������ 	�� �3����
 ���	
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� B� 6�����
�	��� �	���#& ��
 �� ��
 ���
�	� �
��� arctan tuu(u+1)

��� 	 ���	
��
����
�� h(u) ����� ��� �
 ��
	�� 
�� �	�	��
�� t 	
 	�� 	�� 
��� 
�#

 ���� 
�� =	���# ���
���� �� 
�� ������� ��
���	�

�∞
1
h(u)du. ��$

����& �����
��� arctan tuu(u+1)

��� ≤ π
2

1
u(u+1)

, h(u) = π
2

1
u(u+1)

	��& ����� 
�� �������

��
���	� ���
��
 	 �	�	��
��� π
2

�∞
1

1
u(u+1)

du �� ��������
 �	���# 
��


p ��
� p = 2), � 
�� =	���# ���
���� ����
�� ��9�& �� �	� 
�	

�� 	�# ��	�� ε > 0 
���� �"��
� M > 0 ���� 
�	
 �� x′, x′′ > M �� ��

π
2

���
� x′′
x′

1
u(u+1)

du
��� < ε.  ���& �����

�����

� x′′

x′

arctan tu

u(u+ 1)
du

����� ≤
� x′′

x′

����
arctan tu

u(u+ 1)

���� du ≤ π

2

�����

� x′′

x′

1

u(u+ 1)
du

����� < ε

�� �
	�� 
�	

���
� x′′
x′

arctan tu
u(u+1)

du
��� < ε �� 	�# x′, x′′ > M. *����

g(t) =

� ∞

0

arctan tu

u(u+ 1)
du =

� 1

0

arctan tu

u(u+ 1)
du+

� ∞

1

arctan tu

u(u+ 1)
du

�� 
�� ������ ����
 � f(x, t) ���	
��� 
 
�� �	�	��
�� t.

T
����� 10. ���
����
# 
������ ��
 f(x, �)& f : K × J → R&
����� K �� 	 ��	� ��
���	� 	�� J �� 
�� ��	�� � �	�	��
��� � =
(t1, t2, ..., tn), J ⊂ Rn. (����� 
�	
 f �� ��
����� ��
� ������
 
 
��
�	��	��� ���
� � 	�� 
�	
 f �	� 	 ������ ����
 g(�) 	
 	 ����
 ���

b � K.  ��� g(�) = lim

x→b
f(x, �) �� 	 ��
����� ����
�� � �
� ���
�

�	��	��� �.  ���& �� 	�# �"�� �0 ∈ J,

*-�'+ lim
�→�0

,
lim
x→b

f(x, �)
-

= lim
x→b

f(x, �0).

P����. ��� �� #����� � )2�" ����� �0 �� J ��" ��� �� ����� ���
#��������� �� g �� ���� ����� �0. <�� ����% ��� �� �������� ��� "�B����#�
*-�-+
|g(�) − g(�0)| ≤ |g(�) − f(x, �)|+|f(x, �) − f(x, �0)|+|f(x, �0) − g(�0)| .

���#� f ��� � ������� ����� g(�) �� b, ��� � )2�" ����� ε > 0, ����� ��
� ��� �,�����" Vb �� b �� K *��� ��� �,��� "�)������ �� ���� ������E+
��#� ����

*-�/+ |g(�) − f(x, �)| < ε

3
, ��" |f(x, �0) − g(�0)| <

ε

3
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��� ��� x ∈ Vb ��" ��� ��� � ∈ J. ��� ��� �� )2 ��#� �� x0 ∈ Vb ��"
����� � ��� ��� ���F������ *-�-+ ��� x = x0K
*-�0+
|g(�) − g(�0)| ≤ |g(�) − f(x0, �)|+|f(x0, �) − f(x0, �0)|+|f(x0, �0) − g(�0)| .
���#� ���#���� � → f(x0, �) �� #��������� �� �0, ����� �� � ����� ����
���,�� δ > 0 ��#� ���� �� ��− �0� < δ, ��  ��

*-�1+ |f(x0, �) − f(x0, �0)| <
ε

3
.

��� �� ��� ��� ����� ���F�������� *-�/+ ��" *-�1+ �� ��� ���������� *-�0+
�� )����� �,����K

|g(�) − g(�0)| < ε

��� ��� � ∈ J ���� ��− �0� < δ. ?�� ���� �2�#��� ����� ��� #���������
�� ��� ���#���� g �� �0. �

E������ 16. ��
 �� 
	9� 
�� ����
�� g(t) =
�∞
0

arctan tu
u(u+1)

du �
���

�� 	� ������� ��
���	� ��
� 	 �	�	��
�� t, ��� 
�� �����
�� ������
�
	���� 	� 	 ������ ����
 � f(x, t) =

� x
0

arctan tu
u(u+1)

du ���� x→ ∞ 	��

��
 �� ����
�

lim
t→0

g(t) = lim
t→0

� ∞

0

arctan tu

u(u+ 1)
du.

+���� g �� ��
����� ���� 
�� �	�
 
����� 	����& �� �	� ���
� 0 =
g(0) = lim

t→0
g(t).  ��� 
��� ����
 �� �)�	� 
 0. 6� �����# ��
 x = 0

����� 
�� ��
���	� ����� -�
& �� ���
 �� ���# �	����� 	�� �
 
 � 
���
����� #� ��� �
 ���� 
�	
 
�� ����
 �� ������%

:��� ��� ������������� #��"����� ���� f(x, �) ��� � )���� ����� ��
� ����� ����� �0 �� J, ��� #�� �2���" ������� *-�'+ ��� ���� ����  ������
#���� <�� ������#�% �� a > 0, ����

lim
t→∞

� ∞

a

arctan tu

u(u+ 1)
du =

� ∞

a

arctan∞
u(u+ 1)

du = −π
2

ln
a

a + 1
.

*:��� ������� ���� a→ 0;+�
�� �,��� ������� �� ��������� ���" �� "�#�"� �� � ����� �� �������

�� ���� <�� ������#�% ��9� f(x, t) = tx, ����� x ∈ R ��" t ∈ (0, 1]. (�
g(t) = lim

x→∞
f(x, t), �� �� ���� �� ��� ����

g(t) =

�
0, �� t < 1
1, �� t = 1

.

���#� ���� ���#���� �� ��� � #��������� ���#����% ��� �,��� ����� #�����
,� ������� ���� �����#� �� ��� ��������� t. ��� �� ���� � #�������24
����� �� ��� ��#� ���� ��� ���������� �� ����� �� ,� � ������� ��� ��
��#�������
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T
����� 11. ���
���	
�� 
��������
 K 	�� J �� ��	� ��
���	��&
��
 b �� 	 ����
 ���
 � K 	�� ��
 f : K×J → R& f(x, t), �� 	 ����
��
����� �	� 	 ������ ����
 g(t) 	
 b, ���	
��� 
 
�� �	�	��
�� t. (�����

�	
 [a, c] �� 	� ��
���	� ��
	���� �� J 	�� 
�	
 f �� ��
����� ��
�
������
 
 t � [a, c].  ��� g �� ��
���	��� � [a, c] 	��

*-�6+

� c

a

g(t)dt = lim
x→b

� c

a

f(x, t)dt,

�

*-�&+ lim
x→b

� c

a

f(x, t)dt =

� c

a

lim
x→b

f(x, t)dt.

P����. ��� ε > 0 ,� � ����� ���� ���,�� ��" ��� Vb ,� � ��� �4
,�����" �� b �� K ��#� ���� |f(x, t) − g(t)| < ε

c−a ��� ��� x ∈ Vb ��"
��� ��� t ∈ J. ���#� g �� #��������� �� [a, c] *��� ������� 10+ �� ��
���� ��,��� ��� �� �������� ��� "�B����#�����
� c

a

f(x, t)dt−
� c

a

g(t)dt

���� ≤
� c

a

|f(x, t) − g(t)| dt < ε

c− a

� c

a

dt = ε.

���
��� c
a
f(x, t)dt−

� c
a
g(t)dt

�� < ε ��� ��� x ∈ Vb ��" ��� ��� t ∈ J.

?�� ���� �� �F�������� �� ����� ����
� c
a
g(t)dt = lim

x→b

� c
a
f(x, t)dt. �

��� ������� �� ������ �� ���#��#�� ��� �� #������ ��� ������#�
lim
x→∞

� 1

0
e−xt

2
dt. :� 9��� ���� ��� ��������� �� e−xt

2
�� � ���#����

�� t #����� ,� #������" ,�#���� �� �� ��� �� ���������� ���#�����
<��#���� f(x, t) = e−xt

2
, x ∈ [0,∞), t ∈ [0, 1] ��� �� ������� �����%

g(t) = 0, ���� x→ ∞. ��� �� ����� ��� ��� ���� ������� ��" )�"

lim
x→∞

� 1

0

e−xt
2

dt =

� 1

0

lim
x→∞

e−xt
2

dt = 0.

�� ���������� �� ��� ����� �� ,� ������� �� ��#������� <�� ������#�%
��� f(x, t) = xte−xt

2
, t ∈ [0, 1] ��" x ∈ R� ��� g(t) = lim

x→∞
xte−xt

2
= 0

��� ��� )2�" t �� [0, 1]. (� ���� ����� ���� � ������� ���% ���� �������
*-�6+ ����" ,� ����� ?��%

lim
x→∞

� 1

0

xte−xt
2

dt = lim
x→∞

−1

2
e−xt

2

����
1

0

=
1

2
�= 0.

��� ��� ����� #����� ,� �������� � "���#��� ����� ���� ���� �����
�� ��� ������� ������ t �� ��� �� ���� ���9� @��#� ��� #��"����� ��
���������� �� ��� ���� ������� �� ��#�������

T
����� 16. ���!����
�	
�� 
������ ��
 K 	�� J �� ��	� ��
��$
�	��& ��
 b �� 	 ����
 ���
 � K 	�� ��
 f : K × J → R& f(x, t), �� 	
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����
�� ����� �	� 	 ������ ����
 g(t) 	
 b. (����� 
�	
 f �� � ��	��
C1 � J 	�� 
�	
 
�� ����
�� ∂f

∂t
(x, t) �	� 	 ������ ����
 h(t) 	
 b.

 ��� g(t) �� ��!����
�	��� � J 	�� g′(t) = h(t) �� 	�# t �� J. 6�
	�� �	� ���
� 
��� 	�,

lim
x→b

f(x, t)
-′
t

= lim
x→b

∂f

∂t
(x, t).

P����. <�� ��� u ∈ J �� "�)��

F (x, u) =

� u

a

∂f

∂t
(x, t)dt = f(x, u) − f(x, a),

����� a �� � )2�" ����� �� J. �9�� ��� ������� ������ �� ,��� ��"��
��  ��

lim
x→b

� u

a

∂f

∂t
(x, t)dt

th.55
=

� u

a

lim
x→b

∂f

∂t
(x, t)dt =

� u

a

h(t)dt =

= g(u) − g(a).

<��� ��� ���� �F������ ��  �� ���� u→ g(u) �� � "�B�������,�� ���#����
*�� �� �2������" �� �� ���� ���#���� �� ������E+ ��" g′(u) = h(u) ���
��� u ∈ J *���� �� ������" ���,��5 ������� ��� � ������ ���� ���+� �

:� #�� ��� ����� ��� �,��� ������ �� ��� ���� ����#% ��������
���� ���� ���� ����������� :��� �� ��#� �� ���� ���; ������ ����

�� ��� ���,���# �2�������� �� �� ���� ��� I(t) =
� b(t)
a(t)

f(x, t)dx, ����

� ��������� t ∈ J, ��� �� ��� ���#����� a(t) �� b(t) �� � #������� b ∈
R∪{±∞} *�� H��� )2�" b(t) �� ,� � #�������E+ ��" ��� ��� t ∈ J, �� ���

�������� [a(t), b]±, b �� � ��� ���� ����� ��� ��� ���� ���
� b
a(t)

f(x, t)dx ��"

�� �� ���F�� ���� ���� ��������� ��#� �� ���� ��� �� #����" �� �������
��
���	� ��
� 	 �	�	��
�� t. �� ���� "�)������ #�� ,�  ���� ��� ����
���������� ������" �� ���� <�� ������#�% I(t) =

�∞
t

arctan tx
x(x+1)

dx, t > 0,

�� I(t) =
� 1

0
sin tx√
1−xdx ��� �������� ���� ���� ���� � ��������� t. (� ���

)��� �2�����% b = ∞ ��" ��� �������� ���� ��� �� �� ��� )��� �����
(� ��� ��#��" #���% b = 1 ��" ��� �������� ���� ��� �� �� ��� ��#��"
����� � ���"� ��#� �� ���� ���% �� ������ ���" �� ���"� ��� ������

�� � ����� �� ��� ��� ���� ����� b. ������% ��� I(t) =
� b
a(t)

f(x, t)dx

���� b �� ��� ���F�� ��� ���� ������ (� ��#�% I(t) = lim
x→b

F (x, t), �����

F (x, t) =
� x
a(t)

f(u, t)du. (� ��� ��� )2�" t ∈ J, ���� ����� �2����% ���� ���

����� �������� ���� ���
� b
a(t)

f(x, t)dx �� #����� ���% �� ��� ���� ���

�������� ���� ��� ���� ��������� t �� ������ ��������
� (� ��� �����

I(t) = lim
x→b

F (x, t) = lim
x→b

� x

a(t)

f(u, t)du
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�� � ������� ����� �� b *� ����� ����� �� K) ������ ��������� t% �� ���
���� ��� �������� ���� ��� �� �������# ��������
� (� �� #���� ���� �
��������� #����� ��� ���� ��� �� ���� � ������ #����� ��� ���� ��� ��
 ��� � ���� ���� ��� �,��� �������% ������� �����" ��� ������ �� ���#�����

���� ����������% ������" ���� �� ��� )2�" ���� ��� I(t) =
� b
a(t)

f(x, t)dx,

���� � ��������� t. :� ����� ������ ������ ���� f(x, t) �� "�)��" ��
K × J, ����� K ��" J ��� ��������� ��" ���� f �� #��������� ����
�����#� �� x �� K. ��#��� ���� a : J → K �� � ���#���� "�)��" �� J
���� ������ �� K. �� �������� ������� �� ������ � ����������� �� ���
������� �,�����" ��  ������ ��� ������ �� ���#����� ���� ���������� �� ���
�����#���� #��� �� ������ �� ���#����� �� ��� ���� F (x, t) =

� x
a(t)

f(u, t)du,

���� u �� K, ,������ a(t) ��" x ∈ K. ��� �� ��� �� "� ���  ��� �
#������� ����� ��� ��� ��2� ��������

T
����� 1&. 6�
� 
�� 	��� �
	
�� 	�� �#�
�����& �� �	� 
��
������� �
	
����
�,

	�  �� ��
���	� I(t) =
� b
a(t)

f(x, t)dx, ��
� ������	��
# b �	 ����
 ���


� K�& �� �������# ��������
 �� 	�� ��# �� �� 	�# ��	�� ��	� ������

ε > 0 
���� �� 	 ��������� Vb � b �� K, ���� 
�	

���
� x′′
x′
f(x, t)dx

��� < ε

�� 	�# x′, x′′ �� Vb �=	���# ���
������

�� �� I(t) =
� b
a(t)

f(x, t)dx �� �������# ��������
 � J, 
��� I(t)

�� ��
����� � J ���
����
# 
�������

�� �� I(t) =
� b
a(t)

f(x, t)dx �� �������# ��������
 � J 	�� [a, c] ⊂
K & 
���

� c

a

�� b

a(t)

f(x, t)dx

�
dt =

� b

a(t)

�� c

a

f(x, t)dt

�
dx.

������� 
������� �� a � c �� 
�� ���)�� ������	��
# � I(t) �� K, 
��
��
 � 
�� ����
 ���
� � K �� R ∪ {±∞}& 	�� �� 	�� 
�� ��
���	�� ��
�
�	�	��
��� t � x 	�� �������# ��������
& 
��� 
�� �	�
 �����	 ��
	�� 
����

�� ��
 �� 	����� 
�	
 
�� ��
���	� I(t) =
� b
a(t)

f(x, t)dx �� ��������


	��& �� 	���
��& 
�	
 
�� ��
���	� H(t) =
� b
a(t)

∂f
∂t

(x, t)dx �� �������#

��������
�  ��� I(t) �� ��!����
�	��� 	��,

*-�7+ I ′(t) =

� b

a(t)

∂f

∂t
(x, t)dx− a′(t)f(a(t), t),

�� 	�# t ∈ J �������� �����	��
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�� �6�����
�	�� 
��
� ��
 I(t) =
� b
a
f(x, t)dx, a ∈ R& �� 	� �������

��
���	� ��
� 	 �	�	��
�� t 	�� ��
� ������	��
# b. �� 
���� �"��
� 	
����
�� s(x), s : K → R ���� 
�	
 |f(x, t)| ≤ s(x) �� 	�# x ∈ K,

t ∈ J 	�� �� 
�� ������� ��
���	�
� b
a
s(x)dx �� ��������
& 
��� I(t) ��

�������# ��������
�

P����. ��� �� ����� ��� ������#� ���,��5 ������� "+�

��� F (x, t) =
� x
a(t)

f(u, t)du. ���#� ��� ���� ��� I(t) =
� b
a(t)

f(x, t)dx

�� #����� ���% ��� ���#���� F (x, t) ��� �� � ����� �� b, �2�#��� ��� ���#4

���� I(t). ���#� ��� ���� ��� H(t) =
� b
a(t)

∂f
∂t

(x, t)dx �� ��������� #�����4

 ���% ��� ���#���� L(x, t) =
� x
a(t)

∂f
∂t

(u, t)du ��� �� � ������� ����� ���

���#���� H(t). ������� ������� 16 ��  �� ����

I ′(t) = lim
x→b

∂F

∂t
(x, t) = lim

x→b

�� x

a(t)

∂f

∂t
(u, t)du− a′(t)f(a(t), t)

�
=

=

� b

a(t)

∂f

∂t
(x, t)du− a′(t)f(a(t), t).

@��� �� H��� ������" ���,��5 ������� ��� ��� ������ ���� ���
� x
a(t)

f(u, t)du

���� ��������� t.
��� �� ����� ��� :���������� ���� �+� (� ��"�� �� ����� ���� ���

�������� ���� ��� I(t) =
� b
a
f(x, t)dx ���� ��������� t �� ���������

#����� ���% �� ��� ���#�� #�������� �+ �� ��� ���� �������� ��� ε > 0
,� � ����� ���� ���,�� ��" ��� Vb ,� � ��� �,�����" �� b �� K ��#�

���� ��� ��� x′, x′′ ∈ Vb ��� ���
���
� x′′
x′
s(x)dx

��� < ε *���� �� ���" ���

��#� ���� ��� �������� ���� ���
� b
a
s(x)dx �� #����� ���+� ���#�

�����

� x′′

x′
f(x, t)dx

����� ≤
� x′′

x′
|f(x, t)| dx ≤

� x′′

x′
s(x)dx < ε,

�� )����� "����� ����
���
� x′′
x′
f(x, t)dx

��� < ε ��� ��� x′, x′′ ∈ Vb. ������� 

� ��� ��� ���#�� #�������� �+% ��  �� ���� ��� ���� ��� I(t) �� ���������
#����� ���� �

��� �� ��� ���,��5 ������� "+ �� ���� ���� ������� *��� �������� ��4
�� ���� ���� � ���������+ �� #������ ��� ���� ��� I(t) =

�∞
0

arctan tx
x(1+x2)

dx,

t > 0. :� #�� ������ ��� ���� ���� ���� ��� �� ��������� #����� ��� *���
������� ���,��5 ������� ���� �� ��� ��#��������E+� � ��� ���� �� �����

����
arctan tx

x(1 + x2)

���� ≤
π

2

1

x(1 + x2)
.
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���#� ��� �������� ���� ��� π
2

�∞
1

1
x(1+x2)

dx �� #����� ��� *����� p4

���� ���� p = 3+% :���������� ���� �+ �� ��� �,��� ������� ���� �����∞
1

arctan tx
x(1+x2)

dx �� ��������� #����� ���� ���#� lim
x→0

arctan tx
x(1+x2)

= t, ��� ��4

�� ���
� 1

0
arctan tx
x(1+x2)

dx �� � ������ ���� ���� (� �� ���� �� ��� ���� � ���

,������ � ������ ���� ��� ��" �� ��������� #����� ��� �������� ��4
�� ��� �� ���� �� ��������� #����� ��� �������� ���� ��� *����� ����E+�
���

I(t) =

� ∞

0

arctan tx

x(1 + x2)
dx =

� 1

0

arctan tx

x(1 + x2)
dx+

� ∞

1

arctan tx

x(1 + x2)
dx

�� �� ��������� #����� ��� ���� ���� :� ���� ���" ���� ��� ���� ���

H(t) =

� ∞

0

∂

∂t

�
arctan tx

x(1 + x2)

�
dx =

� ∞

0

1

(1 + x2)(1 + t2x2)
dx

�� ��� "��������� ���#���� ���� �����#� �� t ,� ��������� #����� ����
���#� � ∞

0

1

(1 + x2)(1 + t2x2)
dx =

� 1

0

1

(1 + x2)(1 + t2x2)
dx+

+

� ∞

1

1

(1 + x2)(1 + t2x2)
dx

��" ���#�
� 1

0
1

(1+x2)(1+t2x2)
dx �� � ������ ���� ��� ��� t �= 0% �� �� ��I#����

�� ����� ����
�∞
1

1
(1+x2)(1+t2x2)

dx �� ��������� #����� ���� ���#�

1

(1 + x2)(1 + t2x2)
≤ 1

1 + x2

��" ���#�
�∞
1

1
(1+x2)

dx �� #����� ��� *���� p ��� p = 2+% ������� � ���

:���������� ���� �+ ��  �� ����
�∞
1

1
(1+x2)(1+t2x2)

dx �� ��������� #�����4

 ���� ��� �� #�� ����� ���,��5 ������� ��� a(t) = 0 ��" b = ∞ :

I ′(t) =

� ∞

0

1

(1 + x2)(1 + t2x2)
dx.

?��

1

(1 + x2)(1 + t2x2)
=

1

1 − t2
	 1

1 + x2
− t2

1 − t2
	 1

1 + t2x2

��� ��� t �= 1. ���%

I ′(t) =
1

1 − t2

� ∞

0

1

1 + x2
dx− t2

1 − t2

� ∞

0

1

1 + t2x2
dx =

=
1

1 − t2
arctan x|∞0 − t

1 − t2
arctan tx |∞0 =

π

2

1

1 + t
.
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�9�� ��� ��������� �� ,��� ��"�� ��

I ′(t) =
π

2

1

1 + t
,

��  �� I(t) = π
2

ln(1 + t) + C, ����� C "��� ��� "����" �� t. ���#�
I(0) = 0, �� �,���� C = 0. ���% I(t) = π

2
ln(1+t) ��� ��� t > 0, t �= 1.

���#� ,��� ���#����� I(t) ��" π
2

ln(1 + t) ��� #��������� ���� �����#�
�� t, ��� �F������ �� ���� ���� ��� t = 1.

��� �� ��� ��� :���������� ���� �+ �� ���� ���� ������� �� �����
��� ������� #����� ��#� �� ��� ���� ��� I(t) =

�∞
1

sin tx
x2

dx. <�� ����% ���
ε > 0 ,� � ����� ���� ���,�� ��" ��� M > 0 ,� � ��I#������ ��� � ����

���,�� ��#� ���� �� x′, x′′ > M ����
� x′′
x′

1
x2
dx < ε *���� �� ��� ���

��#� ���� ��� ���� ���
�∞
1

1
x2
dx �� #����� ���% ��� ���� p+� ?��

�����

� x′′

x′

sin tx

x2
dx

����� ≤
� x′′

x′

|sin tx|
x2

dx ≤
� x′′

x′

1

x2
dx < ε

��� ��� x′, x′′ > M. ���% ��� :���������� ���� �+ ����� �� ���� ���
���� ��� I(t) =

�∞
1

sin tx
x2

dx �� ��������� #����� ����
��� ��  ��� ���� �����#������ �� ��� �B�#���� #���������� �� ����

#������ �� ���� ���� ���� �����������

E������ 1&. ��
 �� ����
� 
�� �	��� � 
�� ������� ��
���	�
��
� 
� �	�	��
��� α 	�� β,

*-�3+ I(α, β) =

� ∞

0

e−αx
2 − e−βx

2

x
dx, α, β > 0.

+����

lim
x→0

e−αx
2 − e−βx

2

x
=

0

0
= lim
x→0

−2αxe−αx
2 − 2βxe−βx

2

1
= 0,

�� 	�# �"�� α 	�� β, 
�� ��
���	� �	� ��# b = ∞ 	� 	 ������	��
#�
=��������� �����������# I(α, β) 	� 	� ��
���	� ��
� 	 �	�	��
�� α 	��

���& ��
� 	 �	�	��
�� β ������
����#& �� �	� 	���# ������� �����	
���	�	
��# �� α 	�� β ������
����#� ��
 �� ���� 
�� ������ ����������
� I(α, β). +����

lim
x→∞

x2e
−αx2

x
= 0, lim

x→∞
x2e

−βx2

x
= 0,

�� α, β > 0, 
�� p$
��
 ��
� p = 2 ����� �� 
�� ������ ���������� �
I(α, β). 6� ���� �� 
�� ������ ���������� �

∂I

∂α
=

� ∞

0

∂

∂α

�
e−αx

2 − e−βx
2

x

�
dx = −

� ∞

0

xe−αx
2

dx.
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�� 	�# �"�� α1 > 0, 
��� �	�
 ��
���	� �� �������# ��������
 � 
��
��
���	� J = [α1,∞). ������&���xe−αx2

��� = xe−αx
2 ≤ xe−α1x

2

	��
�∞
0
xe−α1x

2
dx �� ��������
 �	���# 
��
 p �� p = 2�& 
��� 	���#���

	�	�� 6�����
�	�� 
��
 �� � 
����� 2> �� �
	�� 
�	
 
�� ��
���	�
−

�∞
0
xe−αx

2
dx �� �������# ��������
 ����
� α� �� 
�� �	�� �	# ��

�	� ���� 
�	
 
�� ��
���	�

∂I

∂β
=

� ∞

0

∂

∂β

�
e−αx

2 − e−βx
2

x

�
dx =

� ∞

0

xe−βx
2

dx

�� �������# ��������
 � 	�# ��
���	� [β1,∞) ��
� ������
 
 β ��
β1 > 0 �� �"���  ���

*-�'.+
∂I

∂α
= −

� ∞

0

xe−αx
2

dx =
1

2α
e−αx

2

����
∞

0

= − 1

2α

	��

*-�''+
∂I

∂β
=

� ∞

0

xe−βx
2

dx = − 1

2β
e−βx

2

����
∞

0

=
1

2β
.

��
���	
��� ��
� ������
 
 α �� 
�� �)�	��
# ���0<� �� ��


I(α, β) = −1

2
lnα + C(β).

��
 �� ��
����� 
��� �"������� � I(α, β) �� �����	 ���00�,

C ′(β) =
1

2β
,

� C(β) = 1
2

ln β + k, ����� k ��� �
 ������ ��
��� � α � � β.
*����

I(α, β) = −1

2
lnα +

1

2
ln β + k =

1

2
ln
β

α
+ k.

6� ��� 
�	
 �� α = β, I(α,α) = 0 = k. ���	��#& I(α, β) = 1
2

ln β
α
.

��� ���� �2����� #�� ,�  �������5�" �� ��� �������� �����

T
����� 17. ������	��5� ��
���	��� ��
 f : [0,∞) → R �� 	 ��$

����� ������ ����
�� ��
� f(∞) = λ. �� 	�# 0 < a < b �� �����

I(a, b) =

� ∞

0

f(ax) − f(bx)

x
dx.

	�  ��� 
�� ��
���	� �� �����# ��������
 	��

*-�'-+ I(a, b) = [f(0) − f(∞)] ln
b

a
.
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�� �� �� 	���
�� f �� � ��	�� C1 � [0,∞) 	�� �� �� 	�# ε > 0, M > 0

���� �� 	 ��
����� ����
�� g(x), ���� 
�	
 |f ′(xt)| ≤ g(x) �� 	��
x ∈ (0,∞), t ∈ [ε,M ], 	��

�∞
0
g(x)dx �� ��������
& 
��� I(a, b) ��

�������# ��������
 � 	�# ��
���	� � 
�� ��� [ε,M ] ����� a, b ∈
[ε,M ]�& ����� 0 < ε < M.

P����. �+ ��� 0 < δ < ∆ <∞ ��" ��� �� �������� ��� ���� ���

*-�'/+

� ∆

δ

f(ax) − f(bx)

x
dx

ax=z
=
bx=z

� a∆

aδ

f(z)

z
dz −

� b∆

bδ

f(z)

z
dz.

���#�
� a∆

aδ

f(z)

z
dz =

� bδ

aδ

f(z)

z
dz +

� aδ

bδ

f(z)

z
dz +

� a∆

aδ

f(z)

z
dz

��"
� b∆

bδ

f(z)

z
dz =

� aδ

bδ

f(z)

z
dz +

� a∆

aδ

f(z)

z
dz +

� b∆

a∆

f(z)

z
dz,

,� ��,���#���� ����� ���� ��� �F�������� ��  ��
� a∆

aδ

f(z)

z
dz −

� b∆

bδ

f(z)

z
dz =

� bδ

aδ

f(z)

z
dz −

� b∆

a∆

f(z)

z
dz.

��� �� ����� ��� ��� ���� ������� �� ������� -- �� ,��� �� ����� ����
���� ����� :� �,����

*-�'0+

� ∆

δ

f(ax) − f(bx)

x
dx = [f(ξ) − f(η)] ln

b

a
,

����� ξ ∈ [aδ, bδ] ��" η ∈ [a∆, b∆]. ��� �� ��9� δ → 0 ��" ∆ → ∞
�� ������� *-�'0+ ��  ��

� ∞

0

f(ax) − f(bx)

x
dx = [f(0) − f(∞)] ln

b

a
.

,+ ��� �� ������ ���� f �� �� #���� C1 �� [0,∞] ��" ��� �� "����� ,� ϕ
��� ���#����K ϕ(t) = f(xt), t ∈ [a, b], ��� � )2�" x ∈ (0,∞). :� �����
�� ��� � ������� ��� ���� ���#���� ϕ �� [a, b] :

ϕ(b) − ϕ(a) = ϕ′(c)(b− a),

��

f(bx) − f(ax) = f ′(cx) 	 x 	 (b− a),

����� c ∈ (a, b). ���% ��� 0 < ε < M,
����
f(ax) − f(bx)

x

���� ≤ (b− a)g(x).
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���#� (b − a)
�∞
0
g(x)dx �� #����� ���% :���������� ���� #+ �� �������

1& ����� �� ���� I(a, b) =
�∞
0

f(ax)−f(bx)
x

dx �� ��������� #����� ���� �

<�� ������#�%

I(a, b) =

� ∞

0

arctan ax− arctan bx

x
dx =

π

2
ln
a

b
.

���#� f(z) = arctan z �� �� #���� C1 �� R%

f ′(xt) =
1

1 + x2t2
≤ 1

1 + x2ε2
(= g(x))

��� ��� t ∈ [ε,M ] ���� [a, b] ⊂ [ε,M ] ��"
�∞
0

1
1+x2ε2

dx �� #����� ���%
�� ��� ���� I(a, b) �� ������� #����� ��� �� [ε,∞) ��� ��� )2�" ε > 0.
?�� ��� ������ ��� #�� ��� <��������8� ������� *-�'-+ ���� ��� ���� ���
�� �� ��� ���� ����� <�� ������#�%

I(a, b) =

� ∞

0

cos ax− cos bx

x
dx, 0 < a < b.

@��� f(z) = cos z ��� �� ����� �� z = ∞, �� ��� �,��� ������� #�����
,� ������"� � #������ ��% �� #����"�� ������� ���� ��� ���� ������4
����K

J(a, k) =

� ∞

0

1 − cos ax

x
e−kxdx, a > 0, k > 0.

���#� ��� ���� ��� � 1

0

1 − cos ax

x
e−kxdx

�� � ������ ���� ���% ��� ���� ���
� ∞

1

1 − cos ax

x
e−kxdx

�� ��������� #����� ��� ���� �����#� �� a :
����
1 − cos ax

x
e−kx

���� ≤
1

x
e−kx

��"
�∞
1

1
x
e−kxdx �� #����� ���% ��� ���� p, ��� p = 2 ��" ����

� ∞

0

e−kx sin axdx

�� ��������� #����� ��� ������ a :
��e−kx sin ax

�� ≤ e−kx
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��"
�∞
0
e−kxdx �� #����� ���% �� #�� ����� *���,��58� �������+K

*-�'1+
∂J

∂a
=

� ∞

0

e−kx sin axdx =
a

a2 + k2
*#������ �� ��� ����� ,� �����+�

���

J(a, k) =

�
a

a2 + k2
da =

1

2
ln(a2 + k2) + C(k).

$�9�� a → 0, ,�#���� �� ��� #��������� �� J(a, k) ������ a *���� ��
��� ��� ������� #��������� �� J �������� �� a ��" ������� 1& ,++% ���
��� ���� 0 = ln k + C(k), �� C(k) = − ln k. ���

J(a, k) = ln

√
a2 + k2

k
.

(� ������" �� a �� ��� b, ��  ��
� ∞

0

1 − cos bx

x
e−kxdx = ln

√
b2 + k2

k
.

?��

I(a, b, k) =

� ∞

0

cos ax− cos bx

x
e−kxdx =

= ln

√
b2 + k2

k
− ln

√
a2 + k2

k
= ln

√
b2 + k2

√
a2 + k2

��� ��� a, b, k > 0. ���#� ��� ��� k ∈ [δ,∞), ���� δ > 0, ��� ���� ���
I(a, b, k) �� ��������� #����� ��� ������ k

(

����
cos ax− cos bx

x
e−kx

���� ≤
����
cos ax− cos bx

x
e−δx

���� ��"

� ∞

0

cos ax− cos bx

x
e−δxdx �� #����� ���),

)2�� � k0 > 0 ��" ��9�� 0 < δ < k0, �� #�� ����� � ��� ������� 1&
��" )�" ���� I(a, b, k) �� #��������� �� k0 �� � ���#���� �� k. ��� ��
#�� ��9� k → 0 �� ��� �F������

*-�'6+

� ∞

0

cos ax− cos bx

x
e−kxdx = ln

√
b2 + k2

√
a2 + k2

��" )����� )�" ����
�∞
0

cos ax−cos bx
x

dx = ln b
a
��� ��� a, b > 0. (� ����

���� ���� ��� ������� #����� ��� ���� �����#� �� ��� ���������� a ��"
b ; � ��� ������� -�'6 �� �� ��� �  ��" �"�� ,�#���� ��� ���� ���
I(a, b, k) �� ��������� #����� ��� ������ k ���� �� ��� �������� �� ���
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���� [δ,∞) ��" ��� �� ��� ������ �������� (0,∞). :� ����� ����� ���
���� ��� ���� ���

I(a, b) =

� ∞

0

cos ax− cos bx

x
dx = ln

b

a

�� ��� ��������� #����� ��� ������ a ��" b *��������������+% �����
a, b ∈ (0,∞)� ������� �� �� ��������� #����� ���� ������� ������� 1&
,+ ��  �� ��� a = 1

2n
% b = 1

n
��" n→ ∞ ���� 0 = ln 2, � #�����"�#����E

��� ��� ���� ��� #����� ,� ��������� #����� ��� �� (0,∞). (� �� ��
���� ���,��� ��� �� �� ���� ���� ��� �� ��������� #����� ��� �� ���
�������� �� ��� ���� [δ,∞), ����� δ > 0. ?�� �� ��������� �� ��� ����
[δ,M ], 0 < δ < M; ���� ������������ #���" ��� ���� �� �� #������
��� ���� ��� ,� ���,��5 ������� ,�#���� ��� ���� ���

� ∞

0

∂

∂a

�
cos ax− cos bx

x

�
dx = −

� ∞

0

sin axdx

�� ��� #����� ���E

E������ 17. �C�������
5� ��
���	��  �� ������� ��
���	� ��
� 	
�	�	��
�� β,

I(β) =

� ∞

0

sin βx

x
dx

�� ���# ������ �� ��!����
 ��	����� � ������� 	�� 
�����)��� �
 �	�
��������� �� 
�� ���
 
��� �# 
�� ���	
 E���	� �	
���	
���	� I$
�	�� D�
�� E��
	�� ��7���� C�������
 �� 
�� M�M$
� ���
��#�   ����
�
� �"��
����& �� 	�# �"�� β, �� �����
�� 
�� C�������
 
��
 ���� 
��$
��� 1;�� �� �"	���� /; �� 7��
 ����� �
� ������ ����������� ��
���� 
 ����
� �
 �� ���� �
 
 �� �������# ��������
� 4��� ��
�	� ��������� 
 ���� ���� 
����& ������� �����	 ��	�� �� 
 ����
�

� ∞

0

∂

∂β

�
sin βx

x

�
dx =

� ∞

0

cosβxdx,

����� �� ��������
%  ��� �� ��# 6�����
�	�� �����
�� 	� �������
 ��
��

 ����
� 
��� ��
���	��   ���� 
�� ���������� 
 ∞ �0 �� �
 	
������	� ���
%�& C�������
 ��������� 
�� ������� ��� ������	
��
��
���	� ��
� 
� �	�	��
��� α, β,

*-�'&+ D(α, β) =

� ∞

0

e−αx
sin βx

x
dx, α > 0, β ∈ R.

�
 �� �	�# 
 ��� 
�	
 �� �	� ������ �������� 
 
�� �	�� β > 0. �
 �� 	��
���	� 
�	
 
�� ��
���	� D(α, β) �� �������# ��������
 �� α ∈ [α0,∞),
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β > 0, ����� α0 �� 	 �"�� ���
��� ��	� ������ 	� ��	�� 	� �� �	�
�
������& ����� ����e−αx

sin βx

x

���� ≤
e−α0x

x
,

����� 
�� ��
���	�
�∞
1

e−α0x

x
dx �� ��������
 �
��
 p �� p = 2� 	�� �����

� ∞

0

e−αx
sin βx

x
dx =

� 1

0

e−αx
sin βx

x
dx+

� ∞

1

e−αx
sinβx

x
dx,


�� ���
 ��
���	� ����� 	 ����� ��& 6�����
�	�� 
��
 �� � 
����� 2>

���� �� 
�	
 
�� ���
�	� ��
���	� D(α, β) �� �������# ��������
�  
	���# ������� �����	 � ��!����
�	
��� ����� 
�� ��
���	� ���� ��
�
������
 
 β ���� 
����� 2> ��� �� 	�� ���� 
 ���� 
�	
 
�� ��
���	�

T (β) =

� ∞

0

∂

∂β

�
e−αx

sin βx

x

�
dx =

� ∞

0

e−αx cosβxdx =
α

β2 + α2

�� �������# ��������
 ��
� ������
 
 β. ������&
��e−αx cosβx

�� ≤ e−αx

	��
�∞
0
e−αxdx �� ��������
 �= 1

α
� ������� 
�� ������ ���������� �

T (β) �6�����
�	�� 
��
�� *����& ������� �����	 	������ 
 D(α, β) 	�
	� ������� ��
���	� ��
� �	�	��
�� β �����,

∂D

∂β
=

� ∞

0

∂

∂β

�
e−αx

sin βx

x

�
dx =

α

β2 + α2
.

��
���	
��� ��
� ������
 
 β �� ��
,

D(α, β) =

� ∞

0

e−αx
sin βx

x
dx = arctan

β

α
+ C(α).

 �� ������ ��
����
# ����
� β > 0 �	9�� D(α, β) 	 ��
����� ����$

�� � β ����� 
����� 2> ����  ��� D(α, 0) = 0 = C(α) �� 	�#
α > 0. *���� �� ��	��# �
	��

*-�'7+ D(α, β) =

� ∞

0

e−αx
sin βx

x
dx = arctan

β

α
.

 �� ������ ��
����
# � D(α, β) ��
� ������
 
 α ∈ [α0,∞) �� 	�#
α0 > 0, �	9�� D(α, β) ��
����� ��
� ������
 
 α > 0 ���� 
�����
2> ����  ��� D(0, β) =

�∞
0

sinβx
x
dx = π

2
. �� C�������
5� ��
���	� ��

�����
��# ����
��,

*-�'3+

� ∞

0

sin βx

x
dx =





π
2
, �� β > 0

0, �� β = 0
−π

2
, �� β < 0.
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C�������
5� ��
���	� �� ���# ������ �� 
�� ����
	
�� � 
��� ��
���	���
�� ���
	���&

I =

� ∞

0

sin2 5x

x2
dx = lim

x→∞

� x

0

sin2 5u

u2
du = − lim

x→∞

� x

0

sin2 5u

	
1

u


′
du =

*-�-.+ − lim
x→∞

�
sin2 5u 	 1

u

����
x

0

− 10

� x

0

sin 5u cos 5u

u
du

�
.

+����

lim
u→0

sin2 5u

u
= 5lim

u→0

sin 5u

5u
	 lim
u→0

sin 5u = 5 	 1 	 0 = 0,

sin2 5u 	 1
u

��x
0

= sin2 5x
x

	�� 10
� x
0

sin 5u cos 5u
u

du = 5
� x
0

sin 10u
u

du.  ��� 
��
�	��� � I ��� ����<� ������

I = − lim
x→∞

sin2 5x

x
− 5

� ∞

0

sin 10u

u
du.

+����
��� sin2 5x

x

��� ≤ 1
x
, �� ��� 
�	
 
�� ����
 �� �)�	� 
 0. �9��� 	
 
��

C�������
5� ��
���	� �� ��� 
�	

�∞
0

sin 10u
u

du = π
2
����� β = 10��  ���&

I = −5π
2
.

E������ 13. �4����$D���� ��
���	��  �� �	��� ��
���	� J =�∞
0
e−x

2
dx, ����� 	���	�� �� D��	����
# 	�� +
	
��
��� �������� ��

��9 ��
� 
�� E	���$�	��	�� ���
����
�� 	�� �� �	�# 
��� ��	��� �
'	
���	
���& '���	����& �
�� �� �	���� 
�� 4����$D���� ��
���	��  
����
� �
 �
�� p$
��
 �� p = 2 	����� �� � 
�� ����������%� ��
 ��
��
����� 	 �	�	��
�� u 	�� 	 ��� �	��	��� t. ��
 �� �	9� 	 ��	��� �
�	��	���� x↔ t, x = ut �� J. 6� ��
 J = u

�∞
0
e−u

2t2dt.  ���

e−u
2

J = ue−u
2

� ∞

0

e−u
2t2dt.

��
 �� ��
���	
� 
��� �	�
 �)�	��
# ��
� ������
 
 u 	�� 
��� ��
 �� ��	���

�� ���� � ��
���	
�� ���� ������5� 
����� �� ������� ��
���	��&

����� 2> ��N �����# 
�� ������ ����������%�,

J

� ∞

0

e−u
2

du = J2 =

� ∞

0

ue−u
2

du 	
� ∞

0

e−u
2t2dt =

=

� ∞

0

	� ∞

0

e−u
2(t2+1)u du



dt =

� ∞

0

− 1

2(t2 + 1)
e−(1+t2)u2

���
∞

0
dt =

=
1

2

� ∞

0

1

1 + t2
dt =

1

2
arctan t |∞0 =

π

4
.
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*����

*-�-'+ J =

� ∞

0

e−x
2

dx =

√
π

2

�� �� ��
 x =
√
tu, u ����� 	 ��� �	��	��� 	�
 t > 0 	 �	�	��
��& ��

��


*-�--+

� ∞

0

e−tu
2

du =
1√
t

√
π

2
.

E������ 6.. ��������5� ��
���	���  �� ������� ��
���	�� I1 =�∞
0

sin x2dx 	�� I2 =
�∞
0

cosx2dx 	�� �	���� �������5� ��
���	��� ��

�� ��� 
�	
 I1 �� ��������
 	�� 
��� �� ��	�� ����
� �
� +���� I1 =

lim
A→∞

� A
0

sin x2dx, ��
 �� ��	��	
�
� A
0

sin x2dx. ��
 �� ��	��� 
�� �	��$

	��� x ��
� u = x2, ���� x =
√
u�  ���& dx = 1

2
√
u
du 	�� 
��

�	�
 ��
���	� ������
� A2
0

sinu
2
√
u
du. �� 
��� �	�
 �	�� u = 0 �� 	 �����$

�	��
# ���
 �� 
��� ��
���	�� -�
 
�� ��
���	� �� ��������
 ���	���
lim

u→0,u>0
u
1
2
sinu
2
√
u

= 0, q = 1/2 �� 
�� q$
��
& 
��� 
�� ��
���	� �� �����$

���
� '����� I1 =
�∞
0

sinu
2
√
u
du. �
 �� 	�� ��������
 	
 ∞. ������&

�� �	� 	���# C�������
 
��
 ���� 
����� 1;� 	�� ��� 
�	

�∞
1

sinu
2
√
u
du ��

��������
� 6� 7��
 ����� 
�	

� 1

0
sinu
2
√
u
du �A = 1) �� ��������
& �

I1 =

� 1

0

sinu

2
√
u
du+

� ∞

1

sin u

2
√
u
du

�� 	�� ��������
�   ����
� I1 =
�∞
0

sinu
2
√
u
du ��
 �� ���� 
�� �����$

����� 
∞ ��
� 	 ��� ������	
�� ������� ��
���	� ��
� 	 �	�	��
��
k :

*-�-/+ J1(k) =

� ∞

0

sin u

2
√
u
e−kudu.

�
 �� �	�# 
 ��� 
�	
 
��� ��
���	� �� �������# ��������
 � 	�# ��$


���	� � 
�� 
#�� [δ,∞) ��
� δ > 0 �
��� sinu2
√
u
e−ku

��� ≤ e−δu√
u
&
�∞
0

e−δu√
u
du ��

��������
 � �� �	� 	���# 6�����
�	�� 
��
 �� � 
����� 2>��  ���
������� 
�	
 
�� ����
�� k → J1(k) �� ��
����� � (0,∞) 	�� �

�	� �� �"
����� �# ��
����
# ��
� J1(0) =

�∞
0

sinu
2
√
u
du � [0,∞). +����

�∞
0
e−ut

2
dt = 1√

u

√
π
2
���� �����	 �������& �� �	� ��
 ���
�	� � 1√

u
��

�����	 ����1� 
�� �"������� 2√
π

�∞
0
e−ut

2
dt.  ��� �� ��


J1(k) =

� ∞

0

sin u

2
√
u
e−kudu =

1√
π

� ∞

0

�
e−ku sin u

� ∞

0

e−ut
2

dt

�
du =
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=
1√
π

� ∞

0

�� ∞

0

sin u 	 e−u(k+t2)dt
�
du.

6� �� 	���# ������ 
����� ���� 
����� 2> ��� 
 ��	��� 
�� ����
� ��
���	
��,

J1(k) =
1√
π

� ∞

0

�� ∞

0

sin u 	 e−u(k+t2)du
�
dt.

��� �����	 ���02�&
�∞
0
e−kx sin axdx = a

a2+k2
, �� ��


� ∞

0

sinu 	 e−u(k+t2)du =
1

1 + (k + t2)2
.

 ���

J1(k) =
1√
π

� ∞

0

1

1 + (k + t2)2
dt.

 �� ��
����
# � J1(k) � [0,∞) ��	��# ������� 
�	


*-�-0+ I1 = J1(0) =

� ∞

0

sin u

2
√
u
du =

1√
π

� ∞

0

1

1 + t4
dt.

  ����
�
�∞
0

1
1+t4

dt �� ���� 
�� �������
�� � 1
1+t4

��
 ������
��	�
���� +����

t4 + 1 =
�
t2 + 1

�2 − 2t2 = (t2 + 1 − t
√

2)(t2 + 1 + t
√

2),

�� ��

1

1 + t4
=

At+B

t2 + 1 − t
√

2
+

Ct+D

t2 + 1 + t
√

2
,

����� A = − 1
2
√

2
, C = 1

2
√

2
, B = D = 1

2
. *����

�
1

1 + t4
dt =

A

2

�
(2t−

√
2)

t2 + 1 − t
√

2
dt+

A+
√

2B√
2

�
1

t2 + 1 − t
√

2
dt+

+
C

2

�
(2t +

√
2)

t2 + 1 + t
√

2
dt+

B
√

2 − C√
2

�
1

t2 + 1 + t
√

2
dt =

=
1

4
√

2
ln
t2 + 1 + t

√
2

t2 + 1 − t
√

2
− 1

4

�
1�

t− 1√
2

�2

+ 1
2

d

	
t− 1√

2



+

+
1

4

�
1�

t+ 1√
2

�2

+ 1
2

d

	
t +

1√
2



=

1

4
√

2
ln
t2 + 1 + t

√
2

t2 + 1 − t
√

2
+

+
1

4
	
√

2 tan−1(
√

2t− 1) +
1

4
	
√

2 tan−1(
√

2t + 1).



'66 0� (������� :(@ 	���$����

 ���&
� ∞

0

1

1 + t4
dt = 0 +

√
2

4

,π
2

+
π

4
+
π

2
− π

4

-
=

π

2
√

2
.

���	��#& I1 = 1√
π
	 π

2
√

2
= 1

2

�
π
2
. 6� ��	�� 	� 	� �"������ �� 
�� ��	���


 ���� 
�	
 I2 =
�∞
0

cosx2dx �� 	�� 1
2

�
π
2
.

R����� '3. +��
���� �� ���
 
�� ������� ��
�	
��� ��
 K ��
	� ��
���	� [a, b] �� R∪{±∞} 	�� ��
 J = [t0, T ] �� 	� ��
���	� �� R∪
{∞} ���� 
�	
 t0 ∈ R. ��
 f(x, t) �� 	 ����
�� � 
� �	��	���� ������

� K×J ���� 
�	
 �
 �� � ��	�� C1 � K×J. ��
 I(t) =
� b
a
f(x, t)dx ��

	� ������� ��
���	� ��
� 	 �	�	��
�� t ��
� a � b, � �
� � 
��� 	�
�
� ���)�� ������	� ���
�� (����� 
�	
 �� 	�# δ > 0, δ < T − t0, 
��

��
���	�� I(t) 	�� L(t) =
� b
a
∂f
∂t

(x, t)dx 	�� �������# ��������
 ����
�

t � [t0 +δ, T ].6� 	�� 	����� 
�	
 I(t0) =
� b
a
f(x, t0)dx �� ��������


	�� 
�	
 L(t) =
� b
a
∂f
∂t

(x, t)dx �� ������ �� 	�# ��������� [t0, t0 +

δ] � t0.  ��� 
�� ����
�� t → I(t) =
� b
a
f(x, t)dx �� ���� ������

� [t0,∞) 	�� �
 �� ��
����� � 
��� ��
���	�� ������& ����� I(t)
�� �������# ��������
 � 	�# ��
���	� � 
�� 
#�� [t0 + δ, T ] �
 ��
��
����� � (t0, T ] ���� 
����� 2> ���� �� �� ���� 
�	
 �� �	�
��"
��� �# ��
����
#� 
��� ��
����� ����
�� I(t), t ∈ (t0, T ] 
 
��

��
��� ��
���	� [t0, T ] �# ��

��� I(t0) =
� b
a
f(x, t0)dx.  ��� �� �	�



 ���� 
�� ��
����
# � I 	
 t0 �� [t0, T ].  	9� 	 ��)����� {tn}n≥1&
tn ∈ (t0, T ] 	�� tn → t0. ��
 �� ��	��	
� 
�� ��!������ I(tn) − I(t0),
���� n → ∞. �� 	�# �"�� x ∈ (a, b), ��
 �� 	���# �	��	��� �����	
�� 
�� ����
�� t→ f(x, t) � 
�� ��
���	� [t0, tn] :

f(x, tn) − f(x, t0) =
∂f

∂t
(x, cx,tn)(tn − t0),

����� cx,tn ∈ [t0, tn].  ���&

I(tn) − I(t0) =

� b

a

[f(x, tn) − f(x, t0)] dx = (tn − t0)

� b

a

∂f

∂t
(x, cx,tn)dx

�� ��������
 
 0 ���� n → ∞ ���	���
� b
a
∂f
∂t

(x, cx,tn)dx �� ������
	���� 
�� ���
 t0. *���� I(t) �� 	�� ��
����� 	
 t = t0.

<�� ������#�% ��� I(t) =
�∞
0

sinx
x
e−txdx, t ∈ [0,∞). (� �� ��� "�I#���

�� ����� ���� ��� #��"������ ���#� ������� �� �����9 '3 ��� �����)�"
��� t0 = 0. ��� �� #�� ��� ���� I �� ���� #��������� �� t = 0. (�� �����
I(0) =

�∞
0

sinx
x
dx = π

2
*��� !���#����8� ���� ��� -�'3+�

E������ 6'. ��
 �� �
��# 	�� ����
� 
�� ������� ��
���	�
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I(α, β) =
� 1

0
xα−xβ
lnx

dx, α, β > −1. �� 
��� ��
 �� ���	��# ���
�

I(α, β) =

� 1

0

xα − 1

ln x
dx−

� 1

0

xβ − 1

lnx
dx.

�
 �� ��3����
 
 ���� 
�	
 	�# � 
��� �	�
 
� ��
���	�� 	�� �����
��
���	�� �� �
%��  ��� I(α, β) �� 	 ����� ��
���	� 	��

� 1

0

xα − xβ

ln x
dx =

� 1

0

	� α

β

xtdt



dx =

� α

β

	� 1

0

xtdx



dt =

=

� α

β

xt+1

t+ 1

����
1

0

dt =

� α

β

1

t+ 1
dt = ln

α + 1

β + 1
.

*��� �� 7��
 	������ ������ 
����� 2�& ���	��� 	�� ��
���	�� �����
	���	� �	� �� ��������� ����� ��
���	���

+$ �(���;� �(������� ����� ��� '���

� ���������� ���#����% P (x) = a0 +a1x+ ...+anx
n, x ∈ R% a0, ...an

��� )2�" ���� ���,���% � �������� ���#���� R(x) = P (x)
Q(x)

, ����� P (x)%

Q(x) ��� ���������� ���#�����% �� �2��������� ���#���� f(x) = ax,
a > 0, a �= 1, � �� �������# ���#���� f(x) = loga x, x > 0, a > 0, a �= 1,
� ����� ���#���� f(x) = xα, x > 0, α ∈ R% � ��� ��������# ���#����
f(x) = sin x, cosx, tanx, cot x, �� ����� ��������% � #���������� ��
����� �������� ����% ��� �� ����� ���#����� ��� #����" ������
	�# ����$

���� :� 9��� ���� ��� ����� ���������� ���#����� ��� ���� ������ ��
���� ,���#��� �� ������" ���������#�� �� )��� ���#���� ���#� �� ���
���������� ,�� �� ���� ������ �� ���� �����#������ �� ���������#� ��
���  ���� ���#���� �� �� ����� *'&.& S '&7/+� (� �� ���� #����" �����8�
���#���� �� ��� ��#��" ����� (�� ������ "�)������ �� ��� �������� K

D��������� '/.

*/�'+ Γ(x) =

� ∞

0

tx−1e−tdt, x ∈ (0,∞).

6� ��� 
�	
 
��� ����
�� �� �� �	�
 	� ������� ��
���	� ��
� 	 �	�	$
��
�� x. �� 
��� �	�� �� ���
 ����� ��
� 	 ��� � �
� �"��
����� 6�
��	�� ���� ���
���� ����

T
����� 13. (� 	� ������� ��
���	� ��
� 	 �	�	��
�� x, 
��
�	��	 ����
�� Γ(x) =

�∞
0
tx−1e−tdt, x ∈ (0,∞) �� �������# �����$

���
 � ����# ����� �����
���	� [δ,M ] ⊂ (0,∞). �� �	�
����	�& �
 ��
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��
����� 	�� ��!����
�	��� � (0,∞). '�����& �
 �� � ��	�� C∞ �
(0,∞) 	�� �
� �����	
��� � ���� k ��

*/�-+ Γ(k)(x) =

� ∞

0

tx−1(ln t)ke−tdt, x ∈ (0,∞)

�� 	�# k = 0, 1, ... .

P����. ���#� ��� k = 0 �� ������� */�-+ �� �,���� ��� "�)��4
���� ������� */�'+% �� )2 � k �� N ��" �� ����� ����� ��� ���������
�� ������� ��� � ����  ������ #��� �� �������� ���� ��� Γ(k)(x) =�∞
0
tx−1(ln t)ke−tdt, x ∈ (0,∞) ���� ��������� t. ��� �� �������� �����K

Γ(k)(x) = Γ
(k)
1 (x) + Γ

(k)
2 (x),

�����

Γ
(k)
1 (x) =

� 1

0

tx−1(ln t)ke−tdt

��"

Γ
(k)
2 (x) =

� ∞

1

tx−1(ln t)ke−tdt.

(� �� #���" ����� ���� ����� ��� ���� �������� ���� ���� ���� ���������
x ��� ��������� #����� ��� �� [δ,M ], ����� ��� Γ(k)(x) ����" ���� ,�

��������� #����� ��� �� ��� ���� ��������� ��� �� ����� ���� Γ
(k)
1 (x). (�

�� �� �������� ���� ��� �� ��� ��#��" ���� ���� � ��� ���� ����� t = 0.
���#�

��tx−1(ln t)ke−t
�� ≤ tδ−1 |ln t|k e−t = tδ−1

	
ln

1

t


k
e−t,

������� :���������� ���� �+ �� ������� 1&% �� ���� ,� ���� � �� �����

��� #����� ��#� �� ��� ���� ���
� 1

0
tδ−1

�
ln 1

t

�k
e−tdt. :� #�� ������

���� δ �� ��I#������ ����� *�� ����� ��� ������� #����� ��#� �� �
��� �� �������� �� �� "������� δE+% ��� ������#� ���� 0 < δ < 1. ��� �� )2
��� � ���,�� q ��#� ���� 0 < q < 1, q + δ − 1 > 0 ��" ������� �����
���,�� ε ���� 0 < ε < q−1+δ

k
.:� "�" ���� ��#� ���� ��� �������� �����

�� ,� 0E

*/�/+ lim
t→0,t>0

tqtδ−1

	
ln

1

t


k
e−t = lim

t→0,t>0
tqtδ−1t−kε

�
ln 1

t

�k
�

1
t

�kε .

?�� �� 9��� ���� ���#���� ln z  ��� �� ∞ �������� z → ∞ ������
���� ��� �������� ����� �� z, ���� lim

z→∞
ln z
zε

= 0 *����� �� � ���E+� ?�

������ z = 1
t
, ���� t → 0, t > 0, ��  �� ����

(ln 1
t )

k

( 1t )
kε → 0, ��������
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t→ 0, t > 0. ���% �� ������� */�/+ �� )����� �,����K

lim
t→0,t>0

tqtδ−1

	
ln

1

t


k
e−t = lim

t→0,t>0
tq+δ−1−kε 	 0 = 0,

,�#���� q + δ − 1 − kε > 0 *��� ���� ��� �� �����" ε �� ������ ���
���F��������K 0 < ε < q−1+δ

k
!+� ���% ��� q4���� *��� ������� 01+ ����� ��

���� ��� �������� ���� ���
� 1

0
tδ−1

�
ln 1

t

�k
e−tdt �� #����� ��� ��" ����

Γ
(k)
1 (x) =

� 1

0
tx−1(ln t)ke−tdt �� ��������� #����� ����

��� �� ����� ��� ���� Γ
(k)
2 (x) =

�∞
1
tx−1(ln t)ke−tdt �� ���� ���4

������ #����� ���� ���#� ��� ���� ��� �� �������� �� ��� )��� ����% ��
����� � ��� :���������� ���� �+ �� ������� 1&K

��tx−1(ln t)ke−t
�� ≤ tM−1(ln t)ke−t.

(� ������� �� ����� ���� ��� �������� ���� ���
�∞
1
tM−1(ln t)ke−tdt ��

#����� ���� ��� �� ����� ��� p4���� *��� ������� /7+K

lim
t→∞

tptM−1(ln t)ke−t = lim
t→∞

tptM−1tk

et

	
ln t

t


k
= 0

��� ��� p ,�#���� ��� �2��������� ���#���� et  ��� ������ �� ∞ ���� ���
����� �� t% ���� lim

z→∞
tα

et
= 0 *����� �� � ���E+� �9� ��� ������#� p = 2

��" ��� ���� p ����� �� ���� ��� ���� ��� �� #����� ���� ��� ��� �����
�� ��� ������� �� #�������� �

�� ���,���� �����K '+ (� ��� �������� ���� ��� Γ(x) =
�∞
0
tx−1e−tdt,

������� #����� ��� �� �� �������� �� ��� ���� (0,M ], ��� M > 0; ��
������ �� ��� (�"��"% ��� ��� 0 < η < 1 ��� ���K

*/�0+

� η

0

tx−1e−tdt ≥ e−η
� η

0

tx−1dt = e−η
ηx

x
→ ∞,

�������� x→ 0. ���% �� �� ��� �����,�� ��� �  ���� ����� ε > 0 �� )�"
� η, 0 < η < 1, ��#� ����

����
� η

0

tx−1e−tdt

���� < ε

��� ��� x ∈ (0,M ] ,�#���� ��� F������� �� ��� ����  ��� �� ∞ ���� x
,�#���� #����� ��" #����� �� 0 *��� ������� */�0++�

�� ��#��" ���,���K -+ (� ��� ���� ��� Γ(x) =
�∞
0
tx−1e−tdt ���4

������ #����� ��� �� �� �������� �� ��� ���� [M,∞), ����� M > 0;
�� ������ �� ���� ��� (�"��"% ��� ��� )2�" N > 1,

� ∞

N

tx−1e−tdt ≥ Nx−1

� ∞

N

e−tdt = Nx−1e−N → ∞,
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���� x→ ∞. ���% ��� �  ���� ����� ε > 0 �� �� ��� �����,�� �� )�" �
��I#������ ��� �N > 1 ��#� ����

�∞
N
tx−1e−tdt < ε ��� ��� x ∈ [M,∞).


�� �� ��� ���� ��������� �������� �� �����  ���� ���#���� �� ����
��� ���#� ������ �� ��� A �������5�����A �� ��� ��#������ ���#���� f(n) =
n!, "�)��" ���� �� ��� ��� �� ������� ���,���� ������% Γ(n) = (n−1)!
��� ��� n ∈ N% n > 0. ��� ������� ���� ������ �� � #����F���#� �� �
����  ������ ��#�����#� ���������

T
����� 6.. ��	��� �����
��� � �	��	�
0� Γ(1) = 1.
�� Γ(2) = 1.
1� Γ(x) = (x−1)Γ(x−1) �� 	�# x > 1 ������� ���������� �����	

� ������ �����
�� �����	��
/� Γ(x) = (x−1)(x−2)...(x−n)Γ(x−n) �� 	�# �"�� n ∈ N& n ≥ 1

	�� �� 	�# x > n ������	� ���������� �����	 � �����
�� �����	�
2� �
 �� ��3����
 
 9�� 
�� �	���� � Γ � 
�� ��
���	� (0, 1].
A� Γ(n) = (n− 1)! �� 	�# n ∈ N& n > 0 �
>� Γ(x)Γ(1 − x) = π

sinπx
, x ∈ (0, 1) ���������
	���� �����	��

:� �
 �� ��3����
 
 9�� 
�� �	���� � Γ � 
�� ��
���	� (0, 1
2
] 	��

Γ(1
2
) =

√
π.

;�
�∞
0
yp−1e−tydy = Γ(p)

tp
, t > 0, p > 0.

P����. 	������� &+ #����� ,� �����" ���� ,�#���� ��� ����� ��
������ ��� ��� �� �� �� ������� ,�� �������� � ��� �� �� ��� ���������#��
��� �� ����� ��� ����� �����������

'+ Γ(1) =
�∞
0
e−tdt = −e−t |∞0 = 1.

-+

Γ(2) =

� ∞

0

te−tdt =

� ∞

0

t(−e−t)′dt =
by parts

= −te−t |∞0 +

� ∞

0

e−tdt = 0 + 1 = 1.

/+

Γ(x) =

� ∞

0

tx−1e−tdt =

� ∞

0

tx−1(−e−t)′dt =

= −tx−1e−t |∞0 +(x− 1)

� ∞

0

tx−2e−tdt = (x− 1)Γ(x− 1)

��

*/�1+ Γ(x) = (x− 1)Γ(x− 1)

��� ��� x > 1.



/� �����8� <���(
�� ��$$� ��! ?�� '&'

0+ :� ������ ����� ��� ������ ��#�����#� ������� n �����K

Γ(x) = (x− 1)Γ(x− 1) = (x− 1)(x− 2)Γ(x− 2) =

= (x− 1)(x− 2)(x− 3)Γ(x− 3) = ...

= (x− 1)(x− 2)...(x− n)Γ(x− n).

1+ :� 9��� ���� ��#����"�8� �2��� ���� ���� ��� x > 0 ,���� �
�� �� �������� �� ��� ���� (n, n+ 1], ����� n ∈ N = {0, 1, 2, ...}. ���%
x− n ∈ (0, 1) ��" �������

*/�6+ Γ(x) = (x− 1)(x− 2)...(x− n)Γ(x− n)

��"�#�� ��� #���������� �� Γ(x) �� ��� #���������� �� Γ(x−n), �����
x− n ∈ (0, 1).

6+ �� ������� Γ(n + 1) = n! ����"������ ������� �� �� ��� ��
������� */�6+ x = n + 1. 	�� ���� n − 1 ������" �� n �� ���� ����
�,�����" �������% ��#�

7+ (� 1+ �� ��� ��� �� ��"�#� ��� #���������� �� Γ(x) �� ���
#���������� ��  ���� �� � ��,������� ����� z = x− n. ������ ����
z > 1

2
. ��� 1 − z < 1

2
��"% ���� ��� #�������������� ������� &+ ��

 ��K

Γ(z) =
π

Γ(1 − z) sin πz
.

(� �� ��� x = 1
2
�� ��� #�������������� �������% ��  �� Γ(1

2
) =

√
π.

������� ��� �� #������ Γ(1
2
) �� �� ��� "���#��� ��� "�)������ �� Γ(1

2
) :

Γ

	
1

2



=

� ∞

0

t−
1
2e−tdt

t=z2
= 2

� ∞

0

z−1e−z
2

zdz =

= 2

� ∞

0

e−z
2

dz = 2 	
√
π

2
=

√
π,

,�#����
�∞
0
e−z

2
dz =

√
π
2

*�����4	������ ���� ���4��� �2����� 13+�

3+ (� Γ(p) =
�∞
0
zp−1e−zdz �� ��� z = ty% ����� y �� ��� ���

�����,�� ��" t �� � �������� ���������� ���% Γ(p) = tp
�∞
0
yp−1e−tydy

��
�∞
0
yp−1e−tydy = Γ(p)

tp
. �

<�� ������#�% Γ(7
2
) = 5

2
Γ(5

2
) = 5

2
	 3

2
	 Γ(3

2
) = 5

2
	 3

2
	 1

2
Γ(1

2
) = 15

√
π

8
.

E������ 6-. �����
 � ���� 9�  �� ������� ��
���	�
Mk =

�∞
−∞ x

ke−x
2
dx �� �	���� �� +
	
��
��� 	�� �� '���	���� 	 �$

���
 � ���� k ����� ���
����%�� �� k �� �� Mk = 0 �6�#.�� ��
k = 2n �� ����& 
���

M2n = 2

� ∞

0

x2ne−x
2

dx
x2=t
=

� ∞

0

t(n+
1
2
)−1e−tdt = Γ(n+

1

2
).
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��
 �� ��� �� 
�� �����	� ���������� �����	 	�� ��
,

M2n =

	
n− 1

2


	
n− 3

2



...

1

2
Γ(

1

2
) =

(2n− 1)(2n− 3)...1

2n−1
	
√
π

2
.

��� ��  ��� ���� ����������� �� ��"�� �� �9��#� ���  �����# �� Γ(x)
*��� <� �'+

T
����� 6'. ������	
���� 	�� ��	���� �� Γ(x)� E	��	 ����
��
Γ(x) =

�∞
0
tx−1e−tdt, x ∈ (0,∞) �	� 
�� ������� 	���
��	� �����$


���,
0� Γ′′(x) > 0, ���� 
�� ��	���� � Γ �� 	 ����" �� �9��� �	
��%$���

����0�
�� Γ �	� 	 ���)�� ��	� �"
����� ���
& �	���# 	 ������� ���


xmin ∈ (1, 2) ���� ����0�
1� Oy$	"�� �� 	 ���
��	� 	�#��

� ���� ����0�
/� lim

x→∞
Γ(x) = ∞� '�����& Γ(x) → ∞, �������� x → ∞ 	� �	�


	� n! → ∞, ���� n→ ∞ ���� ����0��

P����. '+ <������ */�-+ ������� Γ′′(x) =
�∞
0
tx−1 (ln t)2 e−tdt > 0

��� ��� x ∈ (0,∞). ��� ��� ���#���� Γ(x) �� #����2�
-+ ���#� Γ(1) = Γ(2) = 1 *��� ������� 6.+% �����8� ������� *��� ���

������#� C��D% ��/6+ ���� ���� ����� �2���� � ����� xmin ∈ (1, 2) ��#�
���� Γ′(xmin) = 0. ���#� Γ′′(x) > 0, xmin �� � ����� �� ������� ��� Γ.
(� �� ��� ���F�� �2������ ����� ��� Γ. 
��������% �� ����� ��� �������
��� z �= xmin, ���� Γ′(z) = 0 *<�����8� �������4��� ��� ������#� C��D%
��/1+� ������� �����8� ������� �� ��� ���#���� Γ′(x) �� ��� ��������
���� ��"� z ��" xmin �����#������% �� ����" )�" � ����� y �� ���� ����
�������� ��#� ���� Γ′′(y) = 0, � #�����"�#����% ,�#���� Γ′′(x) > 0 ���
��� x ∈ (0,∞). ��� xmin �� ��� ���F�� �2������ ����� ��� Γ.

/+ ��� �� #������

lim
x→0,x>0

Γ(x) = lim
x→0,x>0

Γ(x+ 1)

x
=

1

+0
= ∞.

@��� �� H��� ���" ��� ��#�����#� ������� Γ(x+1) = xΓ(x) *��� �������
6.+ ��" ��� #��������� �� Γ *��� ������� 13+�

0+ �� #��������� �� Γ, H��� ���" �,���% ��" ��� ,���# �������
Γ(n) = (n− 1)! ������� ����

lim
x→∞

Γ(x) = lim
n→∞

Γ(n) = lim
n→∞

(n− 1)! = ∞.

�
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F����� 1

������� ���"������� ���4���������� ���#���� �� ��� ,��� ���#����
�� ����� �� ��� )��� ���� ����� ���#����� (� �� �� �������� ���� ��� ����
��� ���������� x ��" y. (�� ������ "�)������ ��K

D��������� '0.

*/�&+ B(x, y) =

� 1

0

tx−1(1 − t)y−1dt, x > 0, y > 0.

(� x ≥ 1 ��" y ≥ 1 ��� ,��� ���#���� B(x, y) �� � ������ ���� ���
���� ��� ����������% ���� �� �� #����� ���� �� �������� ������ ����
#������ ��� ����� #�����

T
����� 6-.  �� ������� ��
���	� B(x, y) =
� 1

0
tx−1(1− t)y−1dt,

x > 0, y > 0 �� �������# ��������
 � 	�# �
��� � 
�� ��� [p0,∞)×
[q0,∞), ����� p0 > 0 	�� q0 > 0 ���� ������� �� �	�
����	�& 
�� ����
��
B(x, y) �� ��
����� 	�� ���� � ��	�� C∞ � (0,∞) × (0,∞).

P����. :� ��� ���� B(x, y) �� �� �������� ���� ��� ���� ��� ���4
 ���������K t = 0 ��" t = 1 ���� x < 1 ��" y < 1. ��� �� ��� ��
#����"�� ��� �������� "�#���������� *�� �������� ����� ��� ���������+K

B(x, y) = B0(x, y) +B1(x, y),

�����

B0(x, y) =

� 1
2

0

tx−1(1 − t)y−1dt

��"

B1(x, y) =

� 1

1
2

tx−1(1 − t)y−1dt.
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(� �� ��##��" �� ����� ���� ,��� B0(x, y) ��" B1(x, y) ��� ���������
#����� ��� �� [p0,∞) × [q0,∞) ��� ��� p0, q0 > 0, ���� B(x, y) ������
����" ,� ��������� #����� ��� �� [p0,∞) × [q0,∞). '+ ��� �� �����
���� B0(x, y) �� ��������� #����� ��� �� [p0,∞) × [q0,∞). ���#� t = 0
�� ��� ���� ��� ������� �� ���� ���� #���% �� x < 1, �� #�� #����"�� p0 < 1
��" p0 ≤ x < 1 *�� x ≥ 1 ��� ���� ��� �� � ������ ���+� ���

tx−1(1 − t)y−1 ≤ tp0−1(1 − t)y−1.

��� �� ����� ��� ��� :���������� ���� #+ �� ������� 1& ��" ��� �� �����

���� ��� ���� ���
� 1

2
0
tp0−1(1 − t)y−1dt �� #����� ���� <�� ���� �� �����

��� q4���� *��� ��� ������� �� t = 0+K

lim
t→0,t>0

tqtp0−1(1 − t)y−1 = 1

��� q = 1 − p0, ���#� �� < 1. ��� ��� ���� ��� �� #����� ��� ��"
��� ���� ��� B0(x, y) �� ��������� #����� ���� -+ ��� �� ��� �����

���� ��� �������� ���� ��� B1(x, y) =
� 1
1
2
tx−1(1 − t)y−1dt �� ���������

#����� ���� ��� ���� ��� ���� ��� ��� �� ��� ���F�� ��� ���� ����� ���
����� t = 1. :� #�� #����"�� ���� q0 < 1 *��������� x ≥ 1 ��" ���
���� ��� ����" ,� � ������ ���% ���� � #����� ��� ���+� �� 0 < q0 <
y < 1 ��" �� #�� ��� �� ����� :���������� ���� #+ �� ������� 1&� ���#�

tx−1(1 − t)y−1 ≤ tx−1(1 − t)q0−1,

�� ������� �� ����� ���� ��� �������� ���� ���
� 1
1
2
tx−1(1 − t)q0−1dt ��

#����� ��� *��� ��� ������� �� t = 1)� (�"��"% ������� ��� ���� q4����
��� q = 1 − q0 ��  ��

lim
t→1,t<1

(1 − t)1−q0tx−1(1 − t)q0−1 = 1.

���#� 1 − q0 < 1, ��� ���� ���� ��� �� #����� ��� ��" #����F������ ���
���� ��� B1(x, y) �� ��������� #����� ���� @��#� B(x, y) = B0(x, y) +
B1(x, y) �� ��������� #����� ��� �� [p0,∞) × [q0,∞) ��� ��� p0, q0 >
0. �� ���� ���� �� ����� #�� ,� "��� ��� ��� ������� #����� ��#�
��

� 1

0
∂
∂x

[tx−1(1 − t)y−1] dt �� ���
� 1

0
∂
∂y

[tx−1(1 − t)y−1] dt. ��� �� )2 �

����� (x0, y0) ∈ (0,∞) × (0,∞) ��" ��� �� #����� p0, q0 > 0 ��#� ����
x0 > p0 ��" y0 > q0. ���% (x0, y0) ∈ [p0,∞) × [q0,∞) ��"% ���#� ���
,��� ���#���� B(x, y) �� ��������� #����� ��� �� [p0,∞)× [q0,∞), ����
������� 1& ,+ ��" "+% ������" �� B0(x, y) ��" �� B1(x, y) ����������%
�� ��� ���� B(x, y) �� #���������% "�B�������,�� ��" ���� �� #���� C∞

�� (0,∞) × (0,∞) *���9 ������ ��������� E+� �

(� ��� �������� ������ �� ��� �� ����� ��� ���� ���������� �� ���
���#���� ,����
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F����� 2

T
����� 6/. ��
 B(x, y) =
� 1

0
tx−1(1 − t)y−1dt, x > 0, y > 0 ��


�� ��
	 ����
���  ���
0� B(x, y) = B(y, x) ��#���
�#��
�� B(x, y + 1) = y

x+y
B(x, y) ������
�� �����	��

1� B(x+ 1, y) = x
x+y

B(x, y) ������
�� �����	��

/� B(x, y) =
�∞
0

ux−1

(1+u)x+y du.

2� B(x, y) =
�∞
0

uy−1

(1+u)x+y du.

A� B(x, y) = Γ(x)�Γ(y)
Γ(x+y)

�Γ$�����
����  ��� �����	 ������� 
�� ��$

��
	
��� ��
� ����
�� B 
 ����
	
��� ��
� ����
�� Γ.

>� B(x, y) = 2
� π

2
0

sin2x−1 u cos2y−1 udu �
�� 
������
��� �"����$
�����

P����. <���� �� ��� �� ���� �� �����9 ���� ��� ��� �������� #��4
��������� ��� ��"� �� ��#� ���� ������ ���� ����% ���� �� ��9� ������
�� �,���� ��� �������� ���� ���� ������������� ?�� �� ���� �� ���#���
���� ��" �� "���#��� ���9 ���� ��� �������� ����E ��� �� ��� ����
�2������� �2#������ �����" ���� �� ����� '+�

B(x, y) = lim
ε→0,η→1

� η

ε

tx−1(1 − t)y−1dt =

u=1−t
= − lim

ε→0,η→1

� 1−η

1−ε
(1 − u)x−1uy−1du =
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=

� 1

0

uy−1(1 − u)x−1du = B(y, x).

-+

B(x, y + 1) =

� 1

0

tx−1(1 − t)ydt =

� 1

0

	
tx

x


′
(1 − t)ydt =

=

	
tx

x



(1 − t)y

����
1

0

+
y

x

� 1

0

tx(1−t)y−1dt =
y

x

� 1

0

tx−1(1+t−1)(1−t)y−1dt =

y

x

� 1

0

tx−1(1− t)y−1dt− y

x

� 1

0

tx−1(1− t)ydt =
y

x
B(x, y)− y

x
B(x, y+ 1).

��� ,
1 +

y

x

-
B(x, y + 1) =

y

x
B(x, y),

��

B(x, y + 1) =
y

x+ y
B(x, y).

/+ :� ��� ��� '+% -+ ��" � ��� '+ �� ����� /+K

B(x+ 1, y) = B(y, x+ 1) =
x

x+ y
B(y, x) =

x

x+ y
B(x, y).

0+ (� B(x, y) =
� 1

0
tx−1(1−t)y−1dt ��� �� ��9� ��� #��� � �� �����,��

t = u
1+u

=

t =
u

1 + u
= 1 − 1

1 + u
.

:� ������  ��

B(x, y) =

� ∞

0

	
u

1 + u


x−1 	
1

1 + u


y−1
1

(1 + u)2
du =

� ∞

0

ux−1

(1 + u)x+y
du.

1+ (� �� ��� ������� 0+ �� ��� ��� �������� '+ ��  ��K

B(x, y) = B(y, x) =

� ∞

0

uy−1

(1 + u)y+x
du,

���� ������� 1+�
6+ (� �������

*/�7+

� ∞

0

yp−1e−tydy =
Γ(p)

tp
, t > 0, p > 0.

�� ������� 6. 3+ �� ������ ��� t+ 1 ������" �� t ��" p+ q ������" ��
p *���� q > 0+� :�  ��K

Γ(p+ q)

(t+ 1)p
=

� ∞

0

yp+q−1e−(t+1)ydy.
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��� �� �������� ���� ���� �F������ ,� tp−1 ��" ���� ��� �� ���� ���� ���
�,�����" ������ ���� �����#� �� t ���� 0 �� �� ∞K

*/�3+ Γ(p+ q)

� ∞

0

tp−1

(t+ 1)p+q
dt =

� ∞

0

tp−1

�� ∞

0

yp+q−1e−(t+1)ydy

�
dt.

(� �� ��� �� "�I#��� �� ������ ��� #��"������ �� ������� 1& #+ ��" �����
<�,���8� ������% ���� �� #��� � ��� ��"�� �� ���� ������ �� ��� �F���4
��� */�3+� $�������% �� ���� ��� �������

�∞
0

tp−1

(t+1)p+q dt = B(p, q) H���

�,�����" �� 0+K

Γ(p + q)B(p, q) =

� ∞

0

yp+q−1e−y
�� ∞

0

tp−1e−tydt

�
dy.

:� ��� � ��� ������� */�7+ ���� t ������" �� y ��" y ������" �� t ��
#������ ��� ,��#9��� ����"� ��� �� �� ��"� �� ��� ���� �F������K

Γ(p + q)B(p, q) =

� ∞

0

yp+q−1e−y
Γ(p)

yp
dy =

= Γ(p)

� ∞

0

yq−1e−ydy = Γ(p)Γ(q),

��

B(p, q) =
Γ(p)Γ(q)

Γ(p+ q)
.

&+ (� ��� "�)������ ������� B(x, y) =
� 1

0
tx−1(1 − t)y−1dt �� ���

���#���� ,��� ��� �� ��� t = sin2 u :

B(x, y) =

� π
2

0

sin2x−2 u 	 cos2y−2 u 	 2 sin u 	 cosudu =

= 2

� π
2

0

sin2x−1 u cos2y−1 udu.

�

�� ���#���� ,��� �� ������ �� ��� #���������� �� ���� ����� ��

���� ����� <�� ������#�% ��� �� #������ I =
� π

2

0
sin7 x 4

√
cosxdx. (� ��

���� ���� �� ��� �� ������� &+ �� ��� ���� ������� 2x − 1 = 7 ��"
2y−1 = 1

4
. ��� x = 4 ��" y = 5

8
. @��#� I = 1

2
B(4, 5

8
). ��� �� ��� ���

��� Γ4��"�#���� ������� ���� ��� ���� ���� ������� ��" )�"K

I =
1

2
B(4,

5

8
) =

1

2

Γ(4)Γ(5
8
)

Γ(4 + 5
8
)

=
1

2

6 	 Γ(5
8
)�

3 + 5
8

� �
2 + 5

8

� �
1 + 5

8

� �
5
8

�
Γ(5

8
)

=

=
3 	 84

29 	 21 	 13 	 5
.

��� �� ��� #������ J =
�∞
0
t
1
4 (1 + t)−2dt.
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<������ B(x, y) =
�∞
0

ux−1

(1+u)x+y du ���� ��� �,��� ������� #�� ,�

���" ���� x− 1 = 1
4
��" x+ y = 2. ���% x = 5

4
��" y = 3

4
. @��#�

J = B(
5

4
,
3

4
) =

Γ(5
4
)Γ(3

4
)

Γ(5
4

+ 3
4
)

=
1
4
Γ(1

4
) 	 Γ(3

4
)

1
.

��� �� ��� ��� #�������������� ������� &+ �� ������� 6. ��� x = 1
4
��"

)�" Γ(1
4
) 	 Γ(3

4
) = π

sin π
4

= π
√

2
2
. @��#� J = π

√
2

8
.

E������ 6/. (�
��� ����
	�
 ��
���	�� 	�� I1(m) =
� π

2

0
sinm xdx

	�� I2(m) =
� π

2
0

cosm xdx. ��
 �� ����
� I1(m) ����� m �� 	 �	
��	�
��������

I1(m) =

� π
2

0

sinm xdx =
1

2
B

	
m+ 1

2
,
1

2



=

1

2

Γ
�
m+1

2

�
Γ(1

2
)

Γ
�
m+2

2

� .

�� m = 2k ������& 
���

I1(2k) =
1

2

Γ(k + 1
2
)Γ(1

2
)

Γ(k + 1)
=

1

2

(k − 1
2
)(k − 3

2
)...1

2


Γ(1

2
)
�2

k!
=

=
π 	 1 	 3 	 5 	 ... 	 (2k − 1)

2k+1k!
.

�� m = 2k + 1 ����& 
���

I1(2k + 1) =
1

2

Γ(k + 1)Γ(1
2
)

Γ(k + 1 + 1
2
)

=
1

2

k!Γ(1
2
)

(k + 1
2
)(k − 1

2
)(k − 3

2
)...1

2
Γ(1

2
)

=

=
2kk!

1 	 3 	 5 	 ... 	 (2k + 1)
.

6� ��	�� 	� 	� �"������ 
 
�� ��	��� 
 ����
� I2(m).

E������ 60. �� �	�	� �	������ �	
��	� ��
��
& �<<A& ?�	��	�

��
 �� ����
� Jn =
� b
a
(x − a)n(b − x)ndx. ����
 � 	�� ��
 �� ��	���


�� �	��	��� x ��
� u = x− a.  ���&

Jn =

� b−a

0

un(b− a− u)ndu = (b− a)n
� b−a

0

un
	

1 − u

b− a


n
du.

��
 �� ��	��� 	�	�� 
�� �	��	��� u ��
� t = u
b−a . *����

Jn = (b− a)2n+1

� 1

0

tn (1 − t)n dt = (b− a)2n+1B(n + 1, n + 1) =

= (b− a)2n+1Γ(n+ 1)Γ(n+ 1)

Γ(2n + 2)
= (b− a)2n+1 (n!)2

(2n+ 1)!
.
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,$ ���'���� ��� �3�������

'� 	���� ���� ��� ���#���� f(x) =
�∞
x
e−xy

2
dy, x > 0 �� ���� "�)��"

*��� �������� ���� ��� �� #����� ���+� 	���� ���� ��� �������� ���� ����∞
x
e−xy

2
dy ���� � ��������� x > 0 �� ��������� #����� ��� �� ���

�������� �� ��� ���� [x0,∞) ���� x0 > 0. ������� f ′(x) ��" f ′′(x)
��" ����� ���� ����� �������� ���� ���� ��� ��������� #����� ��� ��
��������� �� ��� ���� [x0,∞) ���� x0 > 0.

-� ������� ���� �F������
�∞
0
e−ptdt = 1

p
, p > 0, #������

�∞
0
tne−ptdt

��� ��� n = 1, 2, ... *>������ ��� ���������� ��� "�E+�

/� ��� u(x, y) =
�∞
−∞

xf(z)
x2+(y−z)2dz ,� �� �������� ���� ��� ���� ���

���������� x, y. ���"� ��� #����� ��#� ��" ��� ������� #����� ��#�
�� u(x, y). :��� #�� �� #������ ∂2u

∂x2
��" ∂2u

∂y2
? 	���� ���� ∆u = ∂2u

∂x2
+

∂2u
∂y2

= 0.

0� ������� ����
� 1

0
xa−1dx = 1

a
, a > 1 , )�"

� 1

0
xn−1 ln3 xdx ���

n = 2, 3, ... �
1� <��" �� ����������� ��� �� #����� ��#� ��� ��� �������� ��������

���� ���� ���� ����������% ������ ��� #��"������ �� ���,��5 ������� ��"
����� �� �� #������ �����

�+
�∞
0

arctan ax
x(1+x2)

dx;

,+
� π

2

0
arctan(λ tanx)

tanx
dx, λ ≥ 0;

#+
�∞
0

dx
(x2+λ)n+1

*����� ����
�∞
0

dx
(x2+λ)

��" #������ ��� "����������%

���� �����+N

"+
� 1

0
ln(1−α2x2)
x2
√

1−x2 dx% |α| < 1;

�+
� π
0

ln(1+sin a cos x)
cosx

dx;

�+
�∞
0

e−ax−e−bx

x
dx, a > 0, b > 0;

 +
�∞
0

e−ax−e−bx

x
sin(mx)dx, a, b > 0;

�+
� π

2

0
ln

�
1+a cosx
1−a cosx

�
1

cos x
dx, |a| < 1.

6� 	���� ���� ��� ������ ?�����8� ���#���� Jn(x) = 2
π

� π
0

cos(nt −
x sin t)dt, n = 0, 1, 2, ... , �� � �������� �� ��� ��"����� "�B�������� �F��4
���� *?�����8� �F������+K x2y′′ + xy′ + (x2 − n2)y = 0.

&� �������K

�+ lim
x→π

� sinx
0 et

2
dt� tan x

0 et
2
dt

; ,+ lim
x→∞

� x
0 (tan−1 t)

2
dt

√
x2+1

; #+lim
x→0

� x2
x e−t2dt
� x2
x3
e−t2dt

; "+lim
x→0

� x2
sinx e

t3dt� x+1
1 et

2
dt
.

7� ��� !���#����8� ���� ��� �� #������K
�+
�∞
0

sin3 x
x
dx; ,+

�∞
0

sin4 x
x
dx; #+

�∞
0

sin2 x
x2

dx;

@���K sin 3x = (sin x) (3 − 4 sin2 x); sin4 x = (1 − cos2 x) sin2 x;
3� ��� ������������ �� �����8�  ���� ��" ,��� ���#����� �� #��4

����K
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�+
�∞
0
t
1
4 (1 + t)−2dt; ,+

� π
2

0
sin3 x cos5 xdx;

#+
� π

2

0
sin3 x cos2 xdx; "+

� 1

0
x−

2
3 (1 − x)−

1
3dx;

�+
�∞
0
x6e−x

2
dx; �+

�∞
−∞ x

ne−x
2
dx, n � ������� ���,��N

 +
�∞
0
e−x

3
dx; �+

� 1

0
t3
√

1 − tdt;

�+
� 1

0
(1 − x2)10dx; H+

� 1

0
1√

1−x3dx; 9+
�∞
0

x
1+x3

dx; �+
�∞
0

1
1+x3

dx;

�+
�∞
0

dx
(1+x2)2

; �+
�∞
0

3√x
1+x2

dx.

'.+ �������K

�+
�� t2
t
e−tx

2
dx

�′′����
t=1

; ,+
� π

4
0

ln(1+t	tan x)dx, t ≥ 0; #+
� π

2
0

ln(cos2 x+

√
2 sin2 x)dx *@���K ������� )��� �� ��� I(t) =

� π
2

0
ln(cos2 x+t sin2 x)dx,

���� ��� t =
√

2+N

"+
�∞
0

x2

1+x4
dx;

''+ 	���� ���� �F������K Γ
�

1
2

�
=

√
π ������� �F������K

Γ
�
n + 1

2

�
= 1�3�5�...�(2n−1)

2n

√
π ��� ��� n ∈ N�

'-+ (� A = Γ
�
1
6

�
��" B = Γ

�
1
3

�
, #������

�∞
0

6
√
x(1 + x)−

4
3dx ��

�� �2�������� �� A ��" B.
'/+ ��"�#� �� #����������� ���� ���#���� Γ ��� �������� ���� ���� π

2

0
sin10 x cos12 xdx.

'0+ 	���� ���� ��� �F������K Γ
�

1
2

�
=

√
π ������� ��� �F������K�∞

0
e−x

2
dx =

√
π
2
.

'1+ 	���� ���� m =
�∞
−∞ xf(x)dx ��" σ2 =

�∞
−∞(x − m)2f(x)dx,

�����

f(x) =
1

σ
√

2π
e−

(x−m)2

2σ2 ,

����� σ > 0 ��"m �� � )2�" ���� ���,��� ��� ���� ���#���� �� #����" ��
��������#� ��� ���,�,����� ���#���� �� ��� �����4�����#� "�����,����� � (�
��"��� ��� ������#� ��� "�����,����� �� ������ �� � �����#���� ��F���#��
�� ���"�� ������������� m �� #����" ��� ��	� ��" σ2 �� #����" ���
�	��	��� �� ���� ���� "�����,������

'6+ ������� I(λ) =
� λ
0

ln(1+λx)
1+x2

dx, |λ| < 1 ��" ���� #������� 0.5

0
ln(1+0.5x)

1+x2
dx.
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���� ���������

#$ �-� ���� �� � /���$ ���� ��������� �� �-� ���� �*&�$

D��������� '1. ( 1$��������	� �����	
�� � �����# 	 ����$
�	
�� � 	� ��
���	� I ⊂ R = R ∪ {±∞} �� 
�� n$��������	�
��	�� Rn �� 	 ���
� ����
�� −→r : I → Rn. �� 	 t ∈ I, 
�� ���
�−→r (t) = (x1(t), ..., xn(t)) �� �	���� 
�� ���
�� ���
� � �
�� �����
���
� M(x1, x2, ..., xn) 	
 
�� ����
 t�� +��� 	 �����	
�� �� 	��
�	���� 	 �	�	��
��� �	
� �� Rn ���	��� �
 �� ���)���# ��
������� �# 
��
n ��	�	� ����
��� x1 = x1(t), ..., xn = xn(t), ����� t �� �	���� 	 �	$
�	��
��� ( �	�	��
��� ��������
	
�� ��	�	��
���	
���� 
��� �	
� ��
���	��# ����� �� 
�� ������� �	#,

*'�'+





x1 = x1(t)
.
.
.

xn = xn(t)

, t ∈ I.

 �� ��	�� −→r (I) �� Rn �� �����# �	���� 
�� �����	
�� � I 
�����

�� �����	
�� ����
��� x1 = x1(t), ..., xn = xn(t) � �����# 	 �����
C �� Rn.  ��� ����� C �� 	�� �	���� 
�� �����
 ����� � 
�� �����	$

�� −→r . 6� �	# 
�	
 
�� ����� C �� ��
����� �� 
�� ���
� ����
��−→r �� ��
������ 6� �	# 
�	
 C �� ��
� �� −→r �� � ��	�� C1 � I& 
��
����
�� −→r �� ��7��
��� ���$
$��� 	�� �
�� �����
#� −→r ′(t) �= 0 ��
	�# t ∈ I� C �� � ��	�� Ck � I �� −→r �� � ��	�� Ck � I.  �� ����� C
�� ��������� ��
� �� −→r �� ��
�& ��
 	 ���
� ��
 {t1, t2, ..., tm} ⊂ I.
�� C �� ��
����� 
���� �	�
 ���
� 	�� �����
����
# ���
� �� −→r , ����

�� ����� �� ���
�����
��� 	
 
���� ���
�� �� C �� ��
����� ��
 �

�� �
 ��
� ���	��� � 
�� ������	� ���
� {t1, t2, ..., tm}, �� �	# 
�	


���� �	�
 ���
� 	�� �������� � ����
���� ���
�� �� C. �� n = 2, ��
���
� 
�� �	�	��
��� ��������
	
�� � 	 ����� C �� R2 �# x = x(t),
y = y(t), t ∈ I. �� 
��� �	�
 �	�� �� �	# 
�	
 C �� 	 ��	�� ����� �	 �C$
������� �� n = 3, �� ���
� 
�� �	�	��
��� ��������
	
�� � 	 �����
C �� R3 �# x = x(t), y = y(t), z = z(t), t ∈ I. 6� �	# 
�	
 C �� 	
��	�� ����� �	 1C$������� �� ����0 �� ��� 	 ��������� ��
� �����

'7'
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��
� ������	� ���
� M1, M2 	�� M3.  ���� 	�� 
�� ���)�� ��������
� 
��� ��
����� ������

F����� 1

<�� ������#�% �� n = 1 � #��������� #���� �� �� �������� *���;+� ���
��� �������� ���������# ���� ,� �� �����K

*'�-+

�
x = R cos t
y = R sin t

, t ∈ [0, 2π).

���% −→r : [0, 2π) → R% −→r (t) = (R cos t, R sin t) �� ��� #��������"�� 
���������# ����� :������� t ���� ���� 0 �� �� 2π *������� ���#�4
�� ��N ��������� ��� ����� N(R, 0) ����" ������ ��� ����� ��" ���
#���� ����" ��� ,� ������ ����4�� ����" ��" � A"��,�� �����AE+ ���
����� ����� M(x(t), y(t)) ���� "��#��,� � #������� #��#�� �� ��"��� R,
A�������"A �� ��� "���#� ��� ��������# "���#����% �� #���������� #��#9
����� *��� <� �-+�

��� ��� A(x1, y1) ��" B(x2, y2) ,� ��� ������ �� ��� �������� �����
xOy *��� <� �/+� �� �������� ���������5�����K

*'�/+

�
x = x(t) = x1 + t(x2 − x1)
y = y(t) = y1 + t(y2 − y1)

, t ∈ [0, 1]

"��#��,�� �2�#��� ��� A�������"A #����" �� ���� [AB].
(�"��"% �� M(x(t), y(t)) �� � ����� ����� �� [AB], ��� t = 0 �� ,�4

#���� A ��" ��� t = 1 �� ,�#���� B. (� �� �� ���� �2��#��� �� �������#��
�������� �� ��� ���� ��� ����� �� ��� �� ���� [AB] �� �� ���� ����
��� � ���F�� t ∈ [0, 1]. ���#� ���#���� −→r (t) = (x(t), y(t)) �� �� #���� C1

�� [0, 1], ��� #����" �� ���� �� � ����� �� -!4������ #����� � ������
#���� �� ���� #����" � ������ #����� �������% �� �� ������� % ��� #����
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< @� <(�� O	�� '7/

F����� 2

C ���� ,� � )���� ����� �� ������ #����� Ci, i = 1, 2, ..., N, ��#� ����
Ci ∩ Cj = ∅ �� � ����� ��� i �= j.

F����� 3

��� �� #��� ,�#9 �� ��� #��#�� *'�-+% ,�� ������" �� ��� ��������
[0, 2π) �� #����"�� � ��� �������� [−π, π); ���� ����� ���� �� ����� ��
 � �� ��� #��#�� ���� M(−R, 0), �� ��� #������#��#9���� "���#����% ��
�� �� #��� ,�#9 �� M. ��� �� ��� ���� ���� #��� �� ��� �����,�� t
���� � ��� ��� v = t− π ∈ K = [−π, π). �� ��� ���������5����� ��
��� �����,�� v ��K �

x(v) = −R cos v
y(v) = −R sin v

, t ∈ [0, 2π).

��� �� #��� � ��� �����,�� v ∈ K = [−π, π) ���� ������� ��� u ∈
J = [−∞,∞) ��#� ���� tan v

2
= u. ���% ��� ��� ���������5����� ��

��� ���� #��#�� ��K

*'�0+

�
"x(u) = −R1−u2

1+u2

"y(u) = −R 2u
1+u2

, u ∈ [−∞,∞) ⊂ R = R ∪ {±∞}.
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@��� �� ���� � ��� ���������# ���� −→q : [−∞,∞) → R, −→q (u) =
("x(u), "y(u)), ,�� ��� ���� #����% ���� −→q ([−∞,∞)) = −→r ([0, 2π))� :���
�� ��� �������� ,������−→r ��"−→q ? (� �� "��#��,� ��� �,��� ��,����������
��  �� t = π + 2 arctan u� @��#� ��� ���#���� λ : J → I, λ(u) =
π+ 2 arctan u �� � "�B����������% ���� �� �� � ,�H�#����% �� �� �� #���� C1

�� J ��" ��� ������� λ−1(t) = tan t−π
2

�� ���� �� #���� C1 �� I. <������%
−→q (u) = −→r (λ(u)), ���� −→q = −→r ◦ λ. �� ����� −→r ��" −→q ���#� #�� ,�
�,�����" ��� ���� ��#� ����� ,� � #���������� ���� � "�B����������
��� #����" �)���	���
� :� ��� ���� ��� ��� �� �� ��� �F�������� �����
��� �"����#��� ��� ����  ��� ���� �� ��� ��" ��� ���� #����� (� ���
�"���#�" $��������#� ��� ������ �� � #���� �� �� �,����#� �,H�#�%
������ ��� ��� �� ��� �F�������� ���������# ����� ���� �  ���� ��� −→r .
(� ��#� ��� ���9� ���� � �������������� �� ���� � �������������� ��
��#� �� �,H�#�% ������ ���� � �����#���� ���������# ����� @��� �� "�
��� ��� ��#� � ��������#���" ��� �� "�)�� � #����� :� ����� ������
�"������ ��� �,����#� #���� ���� ��� ��� � �� � ���������# ���� ���#� ��
� �������������� �� ���� #����� ��� � #��#�� �� �� ����� #��#��% � ���� �� ��
����� ����% ��#� ?��% �� ������ ���� �� )2 � �����#���� ���������5�����
�� ��#� � A#����A �� ���9 ����� (�����" �� ������ ��� ��� ���������
�F������� �� *'�'+ �� "�)�� � ���������# #���� −→r : I → R% �� ������
����� ��� #����� (I,−→r ) ��" ���KA��� ��� #���� *�� ��� "����������+
(I,−→r )A% ��#�

D��������� '6. ��
 (I,−→r ), −→r (t) = (x(t), y(t), z(t)),
�� −→r (t) = (x(t), y(t))� �� 	 1$��������	� �����	
�� �� R3 ��

�� R2) 	�� ��
 C = −→r (I) �� �
� �����
 � 
�� �!��
��� ������
��
 f : C → R �� 	 ��	�	� ����
�� ������ � C.  �� 
����� (I,−→r , f)

�� �	���� 	 1$C �	 �$C� ���� � �	��� ����� ��
� 
�� �����
# ����
��
f � �
�

��� �� � ���������#��  ������ ��"�� ��� � A�����"A �� � ����%
���"�" ���� � ���� f(M) �� ��#� �� ��� ������ *��� <� �0+� (� ��� ���4
����� �� #����"�� ���� ���#����� ������ ����� (I,−→r , f)% ��� ���#�����
������ #����� ���"�" ���� ������ #��������� "������ ���#����� f, ����
���#����� f ���#� ��� #��������� �� C = −→r (I) �2#��� ���,� � )����
���,�� �� ������ �� C.

<�� ��� ������ �� ������#� ��������� �� � ������ )���� ��" #����"
*I = [a, b] �� #����" ��" )����+ ���� (I,−→r , f)% ����� �� "����� ,� [.AB]
��� ��# C = −→r (I), A = −→r (a), B = −→r (b) *��� <� �0+� :� ���� ������
���� f �� #����������

:� 9��� �� #������ ��� ��� �� l([.AB]) *��� ������� *7�/+% ���-+

�� ��� ��# [.AB]. (� ��� "������ ���#���� f ���� � #������� c, ���� ���
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���� �� ��� ���� (I,−→r , f) ����" �,������� ,� �F��� �� c 	 l([.AB]). (�
��� "������ ���#���� �� #���������% �� �� ���� ��������� #��������� *���

��# [.AB] �� #����" ��" ,���"�" ��" �� #�� ����� ������� 13% C��D+�

���% �� �′,�′′ ∈ [.AB] ��� ���� #����% ���� f(�′) ��" f(�′′) ��� ���� ����
#���� *���" � ��� ��� "�)������ �� ������� #���������% "�)������ -- ��"
�2����� '/ ���� C��D+� ��� �� #����"�� � "������� ∆ :

a = t0 < t1 < ... < tn = b

�� ��� �� ���� I = [a, b] ��" ��� �� ���9 �� ��� #��������"�� "�������

−→r (∆) : M0 = −→r (a),M1 = −→r (x1), ...,Mn = −→r (b),

�� ��� ��# [.AB] *��� <� �0+� (� ��� ���� �∆� �� ��� "������� ∆ ��
����� ���� � ���� ��� ������� #��������� �� f ������� ���� ��� ��� ��

�� ��� ��# [ �Mi−1Mi] ��� ��I#������ ����� *�� �� ����+� ��� �� #��
�����2����� ��� "������ ���#���� f �� ��#� �� ��# ���� ��� ����� ��

�� �� � )2�" ����� Pi(x(ξi), y(ξi), z(ξi) ∈ [ �Mi−1Mi], ����� ξi ∈ [ti−1, ti]
��� ��� i = 1, 2, ..., n. �� ������ {ξi} ��� #����" �	�9��� ���
� ���
��� ���� (I,−→r , f) ��" "������� ∆. :� #������#� ��� � ��� A�,����#�A
���� ���#� �����2����� ��� ������� ���� ������% �� �����2����� ���

��# [.AB] ���� ��� ����� �� ��� ����� �� ���� �� ����� [Mi−1Mi], i =
1, 2, ..., n. ��� �� "�)�� � "������ ���#���� �� ���� ��� #���� *� ���� 4
���� ����+ ,� ��9�� f(�) = f(Pi) = f(x(ξi), y(ξi), z(ξi)) ��� ��� � ∈
[Mi−1Mi]. �� ���� �� ���� ��� �,�����" ���� *��� ���� ���� ����%
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���#� �� � #��������� "���������� �� ��� ���� �������� I = [a, b], ��4
 ����� ��� "������ ���#���� f+ ��K

*'�1+ S((I,−→r , f); ∆; {ξi}) =
n�

i=1

f(x(ξi), y(ξi), z(ξi))
###−−−−−→Mi−1Mi

### .

��#� � ��� �� ���" �� ,� � ������� ��� ��� ��� ���� (I,−→r , f), ���#�
#��������"� �� ��� "������� ∆ ��" ��� ��� �� ���9�� ������ {ξi}. (�
�� #���� ���� � ���� �� #�� "�)�� ��#� ���� ���� �� ��� #��� �� ��
��,������ ���� (I,−→r , f), ��� ��#�������� � ������ ����

D��������� '&. 6� �	# 
�	
 
�� �����	� ���� (I = [a, b],−→r , f) �	�
	 �	�� H �	 ��	� ������� �� �� 	�# ��	�� ���
��� ��	� ������ ε > 0,

���� �"��
� 	 ��	�� ���
��� ��	� ������ δ ������ ������� � ε� ����

�	
 |H − S((I,−→r , f); ∆; {ξi})| < ε �� 	�# ������� ∆ � [a, b] ��
�
�∆� < δ 	�� �� 	�# ��
 � �	�9��� ���
� {ξi}, ξi ∈ [ti−1, ti].  ���
�� 	�� �)���	���
 
 �	#��� 
�	
 H �� 	 ���)�� ���
 ��
� 
�� ����$
��� �����
#, � ���� �"��
� 	 ��)����� � �������� {∆n}, ∆n ≺ ∆n+1

�
�� ���
� � ∆n 	�� ��
���� 
�� ���
� � ∆n+1� ���� 
�	
 �∆n� → 0

	�� 
�� ��)����� {S((I,−→r , f); ∆n; {ξ(n)i })} �� ��������
 
 H �� 	�#

����� � 
�� ��
 � �	�9��� ���
� {ξ(n)i } �� 
�� ������� ∆n.  ��� ���$
��� H �� �	�� 
 �� 
�� ���� ����������	�� ��
���	� � 
�� ���
 
#�� � 
��
����
�� f � 
�� ����� C = −→r ([a, b]).�
 �� ���
�� �#

�
C
f(x, y, z)ds,

���� ds �� �	���� 
�� ������
 � ����
�& ���� 
�� ����
� � 	 ���	���

���������	� 	�� [ �Mi−1Mi] � C. �� 	 ���� (I = [a, b],−→r , f) �	� 	 �	��
H �� 	�� �	# 
�	
 
�� ���� ��
���	�

�
C
f(x, y, z)ds �"��
� 	�� �
 �� �)�	�


 H. 6��� f = 1, 
�� �	�� H �������� ��
� 
�� ����
� l(C).  ���&
�� 
��� �	�
 �	��& 
�� ����
� �"��
� �C �� ���
��	���$��� �����
�� :� 	��
�
 �� �)�	� 


�
C
ds.

:� ����� �����  ��� �� �2����� �� � ,���"�" ���� ���� ���� f = 1
���#� ��� �� )���� ���� *�� ���� #��� ��� ���� �� �F��� �� ��� ��� ��+
�� ���� ���#� �� �� ������� �� ������� "� ��� ���� ��#� �� �2���#
���������% �� ����� #����"�� ���� ���#����� ������ ����� ����% ���� �
)���� ����� �� ������ ������ ���#� ��9�� ������ �� �� �""����� ���#���%
�� #�� ������#� ��������� �� ��� �����#���� #��� �� � ������ ���� ����
� #��������� "������ ���#����� �� �������� ������  ��� �� � �����"
�� #������ ��� ���� �� ��#� � �����

T
����� 60. ��
 (I = [a, b];−→r ; f), −→r (t) = (x(t), y(t), z(t), ��
	 ��
� ���� ��
� f 	 ��
����� ����
���  ��� 
�� ���� ��
���	��
C
f(x, y, z)ds � 
�� ���
 
#�� �"��
� �
�� �	�� � 
�� ���� �"��
�� 	��
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�
 �	� �� ����
�� �# ����� 
�� ������� �����	,
*'�6+�

C

f(x, y, z)ds =

� b

a

f(x(t), y(t), z(t))
�
x′2(t) + y′2(t) + z′2(t)dt.

(� �� 7��
 9�� ���� �����	 �:�1�& =����& ds =
�
x′2(t) + y′2(t) + z′2(t)dt.

P����. �� ����� ������� ��� �"�� �� ��� ����� �� ��� ������� *7�/%
���-+� ��� �� �������� ��� ������� ��� S((I,−→r , f); ∆; {ξi}) �� ���4
���� *'�1+K

S((I,−→r , f); ∆; {ξi}) =
n�

i=1

f(x(ξi), y(ξi), z(ξi))
###−−−−−→Mi−1Mi

### =

n�

i=1

f(x(ξi), y(ξi), z(ξi))×

×
�

[x(ti) − x(ti−1)]2 + [y(ti) − y(ti−1)]2 + [z(ti) − z(ti−1)]2.

=
n�

i=1

f(x(ξi), y(ξi), z(ξi))×

�
x′2(ci)(ti − ti−1)2 + y′2(di)(ti − ti−1)2 + z′2(ei)(ti − ti−1)2,

����� ci, di, ei ∈ [ti−1, ti] *�� ������" �� ��� � ������� ��� ��#� ���#4
����� x(t), y(t) ��" z(t) �� ��� ��������� [ti−1, ti]+� ���#� ��� #����
C �� �� #���� C1 �� [a, b], ���#����� x′(t), y′(t) ��" z′(t) ��� #������4
���% �� ���� �� #�� ��� ������ ��� �����2��������K x′2(ci) ≈ x′(ξi),
y′2(di) ≈ y′(ξi), z

′2(ei) ≈ z′(ξi). ���% ��� ���� ������� ��� ,�#����K

*'�&+ S((I,−→r , f); ∆; {ξi}) ≈
n�

i=1

f(x(ξi), y(ξi), z(ξi))
�
x′2(ξi) + y′2(ξi) + z′2(ξi)(ti − ti−1).

�� �����2������� ���� �� ,����� ��" ,����� �� ��� ���� �� ��� "�4
������� ∆ �� ������� ��" �������� @��#� ����� ������� ���� ����
� ���F�� ����� ����� H �� ��" ���� �� ��� ���� �� ��� �� �� �� ���4
���� *'�&+ ���� ��#� � ����� H. ?�� ��� ���� �� ��� �� �� ��� ����4
�� ���� ���� ������� ���� ��� ��� ����� "�)���� ������� ���� ���� b
a
f(x(t), y(t), z(t))

�
x′2(t) + y′2(t) + z′2(t)dt. ���% )�����% ���� ����

���� ��� �2���� ��" �� �� �F��� �� H. @��#� H �2���� ��" ��� �������
*'�6+ �� ����� �
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:� #�� �������5� ��� �� ����� �� ��� �������� ��� ��������K

*'�7+ mass([.AB]) =

� b

a

f(x(t), y(t), z(t))
�
x′2(t) + y′2(t) + z′2(t)dt.

*'�3+ length([.AB]) =

� b

a

�
x′2(t) + y′2(t) + z′2(t)dt.

(� C = C1 ∪ ...∪Cn, ����� ��#� #���� C1, ..., Cn ��� ������ #�����
��" Ci ∩ Cj = ∅ �� � ����� ��� i �= j, ����% ,� "�)������

�

C

fds =

�

C1

fds+

�

C2

fds+ ...+

�

Cn

fds

$�������% ��� ������ f →
�
C
fds �� � ������ ������ � (� �� ���� ��

��� ���� �� C �� ������ ��" f �� #��������� ���� ����� �2���� � �����
c ∈ [a, b] ��#� ����
*'�'.+�

C

fds = f(x(c), y(c), z(c))

�

C

ds = f(x(c), y(c), z(c)) 	 length(C).

��� �� #����" ��� ��	� �����	 ��� ���� ���� ���� �� ��� )��� �����
:� ��� ���� ��� #���� �� #���� C1 �� �� �������� [a, b] ��� � ��� ��%

���� �� �� ��#��)�,��� @��� �� �� �2����� �� � #��������� #���� ���#� ��
��� ��#��)�,�� ���� I �� � )���� ���������

E������ 61. �B��5� ����� J	9� � ���� 6� ��	�� ���
���
 	
��)����� � ������ (γn), �	�� ����� ����� � ��	�� C

1 ��
 	 ���
� ������
� ���
� ���������� ��
� ������� ���� 
�	
 (γn) �� �������# �����$
���
 
 	 ������ ����� ��
 �	� �� �������� �� 	 ���� � 	 ���
� �	�����
γ ����� �	� 	� �����
� ����
�& ���� �
 �� �
 ���
��	����  ��� �	�
 �����
γ �	�� � 
	����
 ���� �� 	�# � �
� ���
� ��
 �� ���
���
 
�� �����
γ1, 
�� ��#��	� ���� (A1A2A3A4A5) ���� ����2��

 	9� 	 ������
 � 	 ����& [AB] � ����
� d > 0 	�� ������ �
 ��
 1
�)�	� �	�
�� D�
 A1 = A 	�� A5 = B.  ��� ���
���
 A2, A3, A4 ����

�	
 ###−−−→A1A2

### =
###−−−→A2A3

### =
###−−−→A3A4

### =
###−−−→A4A5

### =
d

3
	�� ###−−−→A1A3

### =
###−−−→A5A3

### =
d

2

1

sinα
,

����� �� ���
	��� α = π
6
. @� �	�� ���� AiAi+1, i = 1, 2, 3, 4, �� �	9�


�� �	�� ���
���
�� 	� 	��� �# 
	9��� d
3
���
�	� � d. ���	��# ��

�
	�� 
�� ��#��	� ���� (γ2) = (B1B2...B17) ���� ����2�� (�� � ��
��
 R1 = d

2
tanα, α = π

6
, �� 
�� �����
 � 
�� 
�	����� (A1A2A4A5)�

+���� �	�� 
�	����� (B1B2B4B5), (B5B6B8B9), (B9B10B12B13) 	��
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(B13B14B16B17) �� �����	� 
 (A1A2A4A5), 
�� ����������� 	����� α
�	�� 
�� �	�� ��	�����  ��� 
���� �����
� 	�� R2 = d

2�3 tanα.  ��

�����
� � 
�� 
�	������ ����� ��������� 
 (γ3) �� R3 = d
2�32 tanα.

�� (γn) 
�� ����������� R �� Rn = d
2�3n−1 tanα. +���� R1 +R2 + ...+

Rn + ... = 3
4
d tanα, (γ) = lim

n→∞
(γn) �� ������� �
 �� �
 � ��3���



 ��� 
�	
 
�� ����
� � (γn) �� �)�	� 

4n

3n
d. *���� 
�� ����
� � (γ)

�	��
 �� ���
��

E������ 66. ��
 [OABO] �� 	 �	��� ��	�� ��9� �� ����A&

F����� 6

��
� 
�� �����
# ����
�� f(x, y) = x2 + y2. 	� ���� 
�� ������
��
� 
�� ��	��� �� ���� 
�� �	�� � �
� �� ���� 
�� �	�� ���
�� � 
�� 	��

[.AB]. �� ���� 
�� ����
 � ����
�	 IOy � 
�� ������
 [OB] ���	
���

 
�� Oy$	"��� *��� �� 
�� ���
��� 
 
���� )���
����



'3. 1� �(�� (�������

	� �� ���
� � 	� �	�# ������
	�# ���
�� � 
��� )���
��& �� ��	��
	���# ���� 
�� 	��� 
���# 	�� �����	� ���	
��� 
 
�� ���� ��
���	� �

�� ���
 
#��� ����
 � 	�� �� ���� 
 ���
���
 	 �	�	��
����	
�� �

�� ��	���  �� �����
 ����� �� �
 � ��	�� C1 ���	��� �
 �	� 3 ������

A,B 	�� O. �
 �� �� �	�
 	 ���� � 
���� ��
� ������, [OA], [.AB]
	�� [OB]. ��
 �� ���
���
 	 �	�	��
���	
�� �� �	�� � 
����

*'�''+ [OB] :

�
x = t
y = t

, t ∈
�
0,

1√
2

�

*'�'-+ [.AB] :

�
x = cos t
y = sin t

, t ∈
,
0,
π

4

-

*'�'/+ [OA] :

�
x = t
y = 0

, t ∈ [0, 1]

��& length([OB]) =
�
[OB]

ds, ����� ds =
�
x′2 + y′2dt =

√
2dt.  ���&

length([OB]) =
√

2

� 1√
2

0

dt = 1.

��
 �� ����
� 
�� ����
� � 
�� 	�� [.AB]. �� 
��� �	��

ds =
�

(− sin t)2 + cos2 tdt = dt.

 ���&

length([.AB]) =

�

[�AB]

ds =

� π
4

0

dt =
π

4
.

��& 
�� ����
� � [OA] �� ������# 1 	�� 
�� ������
�� � 
�� ��	��
�� �)�	� 
 1 + π

4
+ 1 = 2 + π

4
.

�� +����

mass[OABO] = mass[OA] +mass[.AB] +mass[OB] =

=

�

[OB]

(x2 + y2)ds+

�

[�AB]

(x2 + y2)ds+

�

[OA]

(x2 + y2)ds =

=

� 1√
2

0

(t2 + t2)
√

2dt+

� π
4

0

(cos2 t+ sin2 t)dt+

� 1

0

(t2 + 02)dt =

=
1

3
+
π

4
+

1

3
=

2

3
+
π

4
.

�� ����
 � 	�� ��
 �� �"��	�� ��� �����	� �� �����
�� ��
� 
�� �	��

���
��� ��
 G(xG, yG) �� 
�� �	�� ���
�� � 
�� �	��� 	�� [.AB]. -#
�����
��& �� �� �����
�	
� 
�� ��
��� �	�� � 
�� 	�� �� 
�� ���
 G,
�
� �
	
�� ����
� ��
� ������
 
 	"�� � 
��� �	�
 �
	���� �#�
�� ��
�)�	� 
 �
	
�� ����
� ��
� ������
 
 	"�� � 
�� ���
�	� 	��� �� ��
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������ 
�� 	�� ��
 ��	�� ������ �# 
�� ���
� M0 = A,M1, ...,Mn = B
	�� �� �� ������� 
�� �����
# ����
�� 
 �� 
�� �	�� f(Pi) � �	�� 	��

[ �Mi−1Mi], ����� Pi(xi, yi) �� 	 �"�� ���
 � 
��� �	�
 	��& 
��� 
�� �$

���
 ����
� Ox$	"�� �	� �� 	���"��	
�� �#
�n
i=1 yif(Pi)

###−−−−−→Mi−1Mi

### ,
���� 
�� ����
 �� �)�	� 


�
[�AB]

yf(x, y)ds.  �� ����
 ����
� Oy$

	"�� ���� ��
�
[�AB]

xf(x, y)ds. ��
 �� ��� 
�� ���	�9� �	�� 	��� ���	
���


 
�� ���
 G 	�� ���
�,

xG 	
�

[�AB]

f(x, y)ds =

�

[�AB]

xf(x, y)ds

	��

yG 	
�

[�AB]

f(x, y)ds =

�

[�AB]

yf(x, y)ds.

*����

*'�'0+ xG =

�
[�AB]

xf(x, y)ds
�
[�AB]

f(x, y)ds
, yG =

�
[�AB]

yf(x, y)ds
�
[�AB]

f(x, y)ds
.

�� �� �	�� 
 ����
� 
���� ���� ��
���	��� -�
 
�� �	�� �	� 7��

����
�� �� ��& mass = π

4
. ��
 �� ����
� 
�� ���� ��
���	�� �����

	���	� 	
 
�� �����	
��,�

[�AB]

xf(x, y)ds =

�

[�AB]

x(x2 + y2)ds =

=

� π
4

0

cos t(cos2 t+ sin2 t)dt = sin t |
π
4
0 =

1√
2
.

�

[�AB]

yf(x, y)ds =

�

[�AB]

y(x2 + y2)ds =

=

� π
4

0

sin t(cos2 t+ sin2 t)dt = − cos t |
π
4
0 = 1 − 1√

2
.

*����

xG =

1√
2
π
4

=
2
√

2

π
, yG =

4 − 2
√

2

π
.

�� ?��	�� 
�	
 
�� ����
 � ����
�	 � 	 ���
 M(x, y) �	��� ��
� 	
�	�� m ����
� Oy$	"�� �� �)�	� 
 mx2 ����� x �� 
�� ���
	��� ���
M 
 Oy$	"���� -# 	 ������ � ����	���	
��� ���� � ���
���	
���
��"��	�� �
 ��9� �� 
�� �	�� � 
�� �	�� ���
��%� �� ��


IOy =

�

[OB]

x2fds =

� 1√
2

0

t2(t2 + t2)
√

2dt = 2
√

2
x5

5

����
1√
2

0

=
1

10
.
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��� �� ��� �� ����� ��� ��� �������� ���#�  ��� �� ��� #���"������
�� ���� #����� �� � ���#� ���� (I,−→r , f), ����� −→r (t) = (x(t), y(t), z(t)).
��� C ,� ��� ������� #���� �� ���� ����� ���%

*'�'1+ xG =

�
C
xfds�
C
fds

; yG =

�
C
yfds�
C
fds

; zG =

�
C
zfds�
C
fds

.

��� ��� "����� Ix, Iy, Iz ��� ������� �� ������� �� ��� �,��� ���� ������
Ox4�2��% Oy4�2�� ��" Oz4�2�� �����#������� ��� IO ,� ��� ������ ��
������� �� ��� ���� ���� ������ ��� ��� �� O. ���

*'�'6+ Ix =

�

C

(y2 + z2)fds; Iy =

�

C

(x2 + z2)fds;

Iz =

�

C

(y2 + x2)fds; IO =

�

C

(x2 + y2 + z2)fds.

E������ 6&. ��
 �� ������� 
�� �#�������	� ����"

Γ :





x = a cos t
y = a sin t
z = bt

, t ∈ [0, 2π], a, b > 0.

*��� ds =
�
x′2 + y′2 + z′2dt =

√
a2 + b2dt. ��
 �� �
	
� Γ 	���� Oz$

	"�� 	�� ��
 �� ����
� �
� ����
 � ����
�	� �� �
���� �� ���
����
� 
�� �����
# ����
��& �� 
	��
�# ������� �
 
 �� f(x, y, z) = 1.  ���
�� �	�

Iz =

�

C

(y2 + x2)fds =

� 2π

0

a2
√
a2 + b2dt = 2πa2

√
a2 + b2.

������� �����#����� �� ��� ���� ���� ��� �� ��� )��� ���� �������
���� �� ���� �� #������ ��� ���� �� ���� #����"��#�� �����#� ���� ���

"���#���2 ��# [.AB] �� ��� xOy4�����% ���  �������� ����� �������� �� Oz4
�2�� ��" ������" ,� ��� xOy4����� ��" � �����#� z = f(x, y) ≥ 0 *���

<� �&+� ��� x = x(t), y = y(t) ,� � ���������5����� �� ��� ��# [.AB].

:� "���"� ��� ��# [.AB] ���� n ��#� [ �Mi−1Mi]. ��� Ci ,� �� ��,������

)2�" ����� �� ��� ��# [ �Mi−1Mi] ��" ��� C ′i ��� ����� �� ��� �����#�
z = f(x, y) ���#� �� ���H�#��� �� Ci. �� ���� �� ��� #����"��#�� �����#�

(Mi−1MiM
′
iM

′
i−1) ���� ��� "���#���2 #���� [ �Mi−1Mi] ��"  �������� 

����� �������� �� Oz4�2�� #�� ,� ���� �����2�����" ���� ��� ���� �� ���
���#� ��#��� �� [Mi−1MiM

′′
iM

′′
i−1] ���� ,��� ��� �� ���� [Mi−1Mi] ��"

��� ��� �� �F��� �� ��� ��� �� �� ��� �� ���� [CiC
′
i] *��� <� �&+ ���

���� �� �F��� ��
###−−−−−→Mi−1Mi

### 	 f(Ci). ���% ��� ������ ���� #�� ,� ����
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�����2�����" ,� ��� ���K

n�

i=1

###−−−−−→Mi−1Mi

### 	 f(Ci).

���9�� �� ��� "�)������ '& ��" �� ��� ������� '�1 �� �,���� ���� ���

���� σ(ABB′A′) �� ��� #����"��#�� �����#� ,���"�" ,� [.AB], [	A′B′] ��"
��� �� ����� [AA′], [BB′] *��� <� �&+ #�� ,� #������" ,� ���� ���
�������� �������K

*'�'&+ σ(ABB′A′) =

�

[�AB]

fds.

F����� 7

E������ 67. ��
 �� ��� 
�� 	��	 σ � 
�� ����	�� ����� 	�� 	 �	�

� 
�� �#�������	� ����	�� ��
� �����
��" ����� 
�� �	�	��	 y = 2x2 ��
xOy$��	��& �����	
� ����� �	�	���� 
 Oz$	"��& ������
�� �# 
�� xOy$
��	�� 	�� 
�� ��	�� x+ y + z = 10 ���� ����:�� +���� z = 10 − x− y,
f(x, y) = 10−x−y �� �����	 0�0> 	�� ����� x = t, y = 2t2, t ∈ [−1, 1]

�� 	 �	�	��
���	
�� � 
�� ����� [�AOD], �� ��
,

σ =

�

[�AOD]

(10 − x− y)ds =

� 1

−1

(10 − t− 2t2)
√

1 + 16t2dt.

+���� 
�� ����
�� g(t) = t
√

1 + 16t2 �� 	� �� ����
�� � 
�� �#���
$

��� ��
���	� [−1, 1] ����
� 
�� ����� O, �� �	� 
�	

� 1

−1
t
√

1 + 16t2dt =
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0. *���� �
 ���	��� 
 ����
� 
�� ������� �����
� ��
���	�
� 1

−1

(10 − 2t2)
√

1 + 16t2dt = 2

� 1

0

(10 − 2t2)
√

1 + 16t2dt,

�
��

F����� 8

)$ ���� ��������� �� �-� ������ �*&�$

��� M ,� � ����� ����� �� � �� ���� [a, b] ���� a �� b �� � )��"

�� ���#��
−→
f (x) = f(x)

−→
i , x ∈ [a, b].:� 9��� *��� �2����� 0-+ ���� ���

���9W−→
f

[a, b] ��M �� �F��� ��
� b
a
f(x)dx. (� ��� )��"

−→
f �� � ���#� )��"

��" �� ��� ����� M �� ����� �� �� �������" ���#� �� ����
−→
AB ����%

�� ��#� �������� P ∈ [AB] �� M, ��� �B�#���� ���#� ���#� ���"�#�� ���

���9 �� ��� ��#��� ���H�#���� ��
−→
f ���� ��� ��#���

−→
AB, ���� ��� ��#���

−→
f (P )�−→AB
�−→AB�

−→
AB

�−→AB� , �����
−→
f (P ) 	 −→AB �� ��� "�� *�#����+ ���"�#� �� ��� ����

��#����
−→
f (P ) ��"

−→
AB. ���% �� ��� ��� �� �� ��� ��#���

−→
AB �� ����

����� �� #�� �����2����� ��� ���9 �� M �� [AB] ,� ��� "�� ���"�#�

*-�'+
−→
f (P ) 	 −→AB,

����� P �� � )2�" ����� �� [AB].

D��������� '7. �����
	
�� � 	� 	��� ��
 �� ������� �� 	

��
� ����� 	[AB] ��
� 	 �	�	��
���	
�� x = x(t), y = y(t) 	��

z = z(t), t ∈ [a, b] ���� ����;�� 6� �	# 
�	
 
�� 	�� 	[AB] �� ����
�� �
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�����
�# ����
�� �� �������� t1 < t2 � [a, b], 
��� length�[AM1] <

length�[AM2], ����� M1(x(t1), y(t1), z(t1)) �� 
�� ���
 � 
�� �����
����� ��������� 
 t1 ∈ [a, b] 	�� M2(x(t2), y(t2), z(t2)) �� 
�� ���

� 
�� ����� ����� ��������� 
 t2 ∈ [a, b].  ��� ��	�� 
�	
 ��������
t ��� ��� a 
 b, 
�� ����������� ����� ���
 M(x(t), y(t), z(t))
��� ��� A 
 B � 
�� �����& ��
��
 
������ �	�9 ���� �� 	 ���#
��	�� ������ � 
����� 6� 	��	#� ������� �� �� �"	����� 
�	
 	

����� 	[AB] �	� 
� ����
	
���, �
�� �����
 ���& ��� A 
 B 	��
�
�� ������� ���& ��� B 
 A.

(� #�� ,� �����" *��� ��� ���������� #����� �� !�B��������  ����4
���+ ���� ��� ������ #���� Γ, �����5�" �� � "���������� �� �� ��������%

#�� ,� �������"% ���� �� ��� ��� ������������� :� "���"� ��� ��# 	[AB]

���� n ��,��#� �[Mi−1Mi]� �� "������� {A = M0,M1, ...,Mn = B} ��
#����"���" �� ,� ��� ��� � �� � "������� ∆ : a = t0 < t1 < ... < tn = b
�� ��� �� ���� [a, b] ����� � ��� "���������� −→r (t) = (x(t), y(t), z(t)),

t ∈ [a, b] �� ��� �� ���� [a, b] ���� ��� ��# 	[AB] *��� <� �3+�

F����� 9

(� ��� ���� �� ��� "������� ∆ �� ���� �����% ���#� ��� #���� 	[AB]

�� ������% ��� ��� ��� �� ��� ��,��#� �[Mi−1Mi] ��� ���� ������ ���

�� #�� �����2����� ��� ���9 �� � #��������� )��" �� ���#��
−→
F (x, y, z)

= (P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z)) "�)��" �� ��� #���� 	[AB], ���� ���
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�������" ��# 	[AB], ,� ��� �������� ���K

*-�-+ S(
−→
F ,∆, {ξi}) =

n�

i=1

−→
F (Pi) 	

−−−−−→
Mi−1Mi,

����� Pi �� � )2�" ����� �� ��� ��# �[Mi−1Mi], ���� Pi(x(ξi), y(ξi), z(ξi)),
����� {ξi}, ξi ∈ [ti−1, ti], �� � )2�" ��� �� ���9�� ������ ��� ��� "�������

∆. ��#� � ��� �� #����" � ?���	�� ��� ��
−→
F , ∆ 	�� {ξi}. @��� ���

���9 W−→
F

( �[Mi−1Mi])��
−→
F �� �[Mi−1Mi] ��� �����2�����" ����

−→
F (Pi) 	−−−−−→

Mi−1Mi.

D��������� '3. 6�
� 
�� 	��� �
	
�� 	�� �����
���& �� 	
�����	� ��
����� 	�� ����
�� 	�� � 	 ����� Γ = −→g ([a, b]), �����−→g : [a, b] → R3�� R2�& ��
 �� 	����� 
�	
 
���� �"��
� 	 ��	� ���$
��� S ��
� 
�� ������� �����
#, �� ε > 0 �� 	 ��	�� ���
��� ��	�
������& 
��� 
���� �"��
� 	�
��� ��	�� ���
��� ��	� ������ δε > 0
���������� � ε� ���� 
�	
 �� ∆ �� 	 ������� � [a, b], �� �	� 
�	
���S − S(

−→
F ,∆, {ξi})

��� < ε.  ��� ����)��� ������ S ���� �� ���
�� �#
/

Γ

−→
F 	 d−→r � �#

/

Γ

Pdx+Qdy+Rdz 	�� �
 �� �	���� 
�� ���� ��
���	� �


�� ����� 
#�� �
−→
F � � 
�� ��!����
�	� ��� ω = Pdx+Qdy+Rdz

������
����#� *���& ���	��#& d−→r = (dx, dy, dz) 	��

/

Γ

−→
F 	 d−→r ���� ��

��
�����
�� 	� �
�� ��9� � 
�� ���� � �����
−→
F 	��� 
�� ����
��

����� Γ ���������� ��
� 
�� �����
 ����
	
���& � �
�� ������	
���

� 
�� ���� � �����
−→
F 	��� 
�� ����
�� ����� Γ �� 
�� ����� Γ ��

������� �−→r (a) = −→r (b)�� �� �� ��	��� 
�� �����
 ����
	
�� ��
�

�� ������� �� ����
� Γ−� 
�� ���� ��
���	� ���� �	�� 	 ����� �� ���


� �
& ����

/

Γ−

−→
F 	 d−→r def

= −
/

Γ

−→
F 	 d−→r . '�����& �� Γ = ∪Ni=1Γi ��

	 ���
� ���� � ������	���� �
��# �	�� �� ���� 	
 ��
 ��
���
� ������ Γi, ��������� ��
� 
�� ������� ����
	
�� � Γ, 
���/

Γ

−→
F 	 d−→r =

�N
i=1

/

Γi

−→
F 	 d−→r �
��� �� 	 ����)����� ��
 � ������ 
 ��


�
 �� 	 �����
��%��
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(� �� ���� �� ��� ���� ��� ������ 
−→
F →

/

Γ

−→
F 	 d−→r ��� � )2�" #����

Γ �� � ������ ������ � �� ,���# ���,��� �� ��� �� #������ ��#� �

���� ���� ���

/

Γ

−→
F 	d−→r . �� �������� ������� ���� #������ ���� F��������

T
����� 61. ��
 �� ������� 	�	�� 
�� 	��� ����
	
�� ��
�

����� 	[AB] ��
� 	 �	�	��
���	
�� x = x(t), y = y(t) 	�� z = z(t),
t ∈ [a, b], ��
� 	 ������� ∆ � 
�� ��
���	� [a, b],��
� �
� ?���	�� ���&
�
�� ���� ����; 	�� 	�� 
�� �
	�
��� �����������  ���

*-�/+

/

	[AB]

−→
F 	 d−→r =

� b

a

−→
F (x(t), y(t), z(t)) 	 −→r ′(t)dt,

�

*-�0+

/

	[AB]

−→
F 	 d−→r =

=

� b

a

[P (x(t), y(t), z(t))x′(t) +Q(x(t), y(t), z(t))y′(t)+

+R(x(t), y(t), z(t))z′(t)]dt,

����� −→r (t) = (x(t), y(t), z(t)) = x(t)
−→
i + y(t)

−→
j + z(t)

−→
k .

P����. <���� �� ���% �� ��"�� �� �������� � ������� ��� �� ���

���� *-�-+% ��� �� #������ ��� "�� ���"�#�
−→
F (Pi) 	

−−−−−→
Mi−1Mi.

−→
F (Pi) 	

−−−−−→
Mi−1Mi ≈ P (x(ξi), y(ξi), z(ξi)) [x(ti) − x(ti−1)] +

+Q(x(ξi), y(ξi), z(ξi)) [y(ti) − y(ti−1)] +*-�1+

+R(x(ξi), y(ξi), z(ξi)) [z(ti) − z(ti−1)] .*-�6+

��� �� ��� ����� �� ��� � ������� ��� ���#����� x(t), y(t) ��" z(t)
"�)��" �� ��� �������� [ti−1, ti] :

x(ti) − x(ti−1) = x′(ci)(ti − ti−1),

����� ci ∈ [ti−1, ti],

y(ti) − y(ti−1) = y′(di)(ti − ti−1),

����� di ∈ [ti−1, ti] ��"

z(ti) − z(ti−1) = z′(ei)(ti − ti−1),
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����� ei ∈ [ti−1, ti]. ���#� ��� ���� �∆� �� ���� �����% ���� ��� ��� ���
�� ��������� [ti−1, ti] ��� ����� ���� � ��" ���#� ��� ���#����� x′(t), y′(t),
z′(t) ��� #��������� *��� #���� �� �� #���� C1 ,��� ������+% �� #�� ����
�����2����� x′(ci), y

′(di) ��" z′(ei) ���� x′(ξi), y
′(ξi) ��" ���� z′(ξi)

�����#������ *ci, di ��" ei ��� ���� #���� �� ξi ��" ��� �������� ���#�����
��� #���������E+� ��� ������� *-�1+ #�� ,� ��������� ��

−→
F (Pi) 	

−−−−−→
Mi−1Mi =

= [P (x(ξi), y(ξi), z(ξi))x
′(ξi) +Q(x(ξi), y(ξi), z(ξi))y

′(ξi)](ti − ti−1)+

+R(x(ξi), y(ξi), z(ξi))z
′(ξi)(ti − ti−1).

���% ��� ������� ��� S(
−→
F ,∆, {ξi}) =

�n
i=1

−→
F (Pi) 	

−−−−−→
Mi−1Mi #�� ,�

�����2�����" ����

n�

i=1

[P (x(ξi), y(ξi), z(ξi))x
′(ξi) +Q(x(ξi), y(ξi), z(ξi))y

′(ξi)+

+R(x(ξi), y(ξi), z(ξi))z
′(ξi)](ti − ti−1),

���#� �� ������ ���� ���� � ������� ��� ��� ��� ������ �������
���� ���

� b

a

[P (x(t), y(t), z(t))x′(t) +Q(x(t), y(t), z(t))y′(t)+

+R(x(t), y(t), z(t))z′(t)]dt.

�9�� ������ �� �∆� → 0, ��  �� ������� *-�0+�
���#� d−→r = (x′(t), y′(t), z′(t))dt, ������� *-�/+ �� �� ����"���� #��4

��F���#� �� ������� *-�0+� �

��� ���� ������� ���� ���� �� ��"�� �� #������ � ���� ���� ��� ��
��� ��#��" ����% �� ���� )�" � �����,�� *��� �� #�����#���"E+ ����4

������5����� �� ��� ��# 	[AB], ���� �� ������ ����� ������� *-�0+ ��
��"�#� ��� #���������� �� � #��#������� �� � ������� "�)���� ���� ����
(� ��� #���� ��" ��� )��" �� ���#�� ��� ��� �� ��� ���� ����� xOy% ��
��� z(t) = 0 ��" R(x, y, z) = 0 �� ������� *-�0+% ���� ��  �� �� ������
�������K /

	[AB]

−→
F 	 d−→r =

� b

a

−→
F (x(t), y(t)) 	 −→r (t)dt =

=

� b

a

[P (x(t), y(t))x′(t) +Q(x(t), y(t))y′(t)] dt.
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E������ 63. ��

−→
F (x, y) = x2−→i + xy

−→
j �� 	 ��	�� ���� � �����

��& �)���	���
�#& ��
 ω = x2dx + xydy �� 	 ��	�� ��!����
�	� ��� �
���� I� 	�� ��
 Γ �� 
�� �	�9�� ��
� 	���� ����
�� ����� �� ����0<
�
�� 	���� �����	
� 
�� ����
	
��%�

F����� 10

	� ���� 
�� ��9 � 
�� 	�� � 
�� ������ [.BC]; �� =���
�

/

	[AB]

−→
F 	

d−→r ; �� =���
�

/

	[CA]

Pdx+ Qdy;

�� =���
� 
�� ������	
�� � 
�� ����
−→
F 	��� 
�� ����� ����
��

���9� �� ����0<� ����� [CABC]. +���� �� �	�
 ����� �� �
 ��
� ��

�	� ��������%� �� ���
 ������� �
 ��
 3 ��
� ������	����

������, 	[CA], 	[AB] 	�� 	[BC] ������
����# 	�� 
��� 
 ���
� ���� ����$
�
�� 0;�,

*-�&+

/

[CABC]

−→
F 	 d−→r =

/

	[CA]

−→
F 	 d−→r +

/

	[AB]

−→
F 	 d−→r +

/

	[BC]

−→
F 	 d−→r .

��
 �� ��� 3 ���	�	
� �	�	��
���	
��� �� 
�� ������
 ������ 	[CA],
	[AB] 	�� 	[BC].

	[CA] :

�
x = 2 + (−2)t
y = 0 + (−1)t

, t ∈ [0, 1];
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	[AB] :

�
x = 0
y = t

, t ∈ [−1, 2];

	[BC] :

�
x = 2 cos t
y = 2 sin t

, t ∈ [0,
π

2
]−,

���� t ��� ��� π
2

 0. �� �� 	�� ��	�# 
 ����
� ����#
����� 	�

 �� ��9 � 
�� 	�� 	[BC] �	� �� ��� 	� �����,
/

	[BC]

−→
F 	 d−→r =

/

	[BC]

Pdx+Qdy =

= −
� π

2

0


(2 cos t)2(2 cos t)′ + (2 cos t)(2 sin t)(2 sin t)′

�
dt =

= −8

� π
2

0


− cos2 t sin t + cos2 t sin t

�
dt = 0.

��
/

	[AB]

−→
F 	 d−→r =

� 2

−1


02 	 0 + 0 	 tdt

�
= 0.

��
/

	[CA]

Pdx+Qdy =

� 1

0


(2 − 2t)2(−2) + (2 − 2t)(−t)(−1)

�
dt = −7

3
.

��  �� ��9 � 
�� ������	
�� � [CABC] �� 
�� ��� � 
�� �����
�
7��
 �
	���� �� 	�& �� 	�� ��& ���� −7

3
.

@��� �� � ��#� �����#����� �� 	����#��

T
����� 66. �
�� �	�� ���������� ��
 W =

/

Γ

−→
F 	 d−→r �� 
��

��9 � 	 ����� ���
 M � �	�� m �� 	 ��
����� ���� � �����&
	��� 	� ����
�� ��
� ����� Γ, ��	����� 	� 	 �����	
�� −→r (t) =
(x(t), y(t), z(t)) � 
�� ��
���	� [a, b].  ��� W = T (B) − T (A), �����

T = m
2
|−→v |2 �� 
�� 9���
�� �����# � 
�� ����� �#�
��& −→v = −→r ′ �� 
��

�����
# ���
� 	�� A, B 	�� 
�� ��� ���
� � 
�� 
�	7��
�# Γ. *��� 
��
��!������ T (B) − T (A) �� �	���� �
�� �	�� �� 9���
�� �����#��  ���&

�� �	�� ��������� �� D�#���� �	#� 
�	
 
�� ��9 ��� �# 	 ����� ���


� 	 
�	7��
�# [.AB] �� �)�	� 
 
�� �	�� �� 9���
�� �����# � 
�� �����
���
�
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P����. ���#� ��� ��#��" ��� �� "�����#� ���� ����
−→
F = m−→v ′, ��

#�� ����� ������� *-�/+ ��" ��##�������� �����K

W =

/

Γ

−→
F 	 d−→r =

� b

a

−→
F (−→r (t)) 	 −→v (t)dt = m

� b

a

−→v ′(t) 	 −→v (t)dt =

= m

� b

a

	−→v 	 −→v
2


′
dt =

m

2
|−→v |2

���
b

a
= T (B) − T (A).

�

R����� -.. '	#�� �����# 	�9� ��	
 �	����� ��
� 	 ���� ��$


���	�

/

Γ

−→
F 	 d−→r �� �� ��	��� 
�� �	�	��
���	
�� � 
�� ����� �����

Γ& ���� �� 
�� �	�	��
��� �	
� −→r ��	���� ��
� 	� �)���	���
 ��
−→
r∗ .

  �������� 
�� ���
�	� ����
	
�� �� ���
 	����� 
�	
 
�� ��	��� �
�	��	���� Φ : [a∗, b∗] → [a, b] �� 	� �����	���� ��& ���� Φ′(t) > 0.  ���&−→
r∗(t∗) = −→r (Φ(t∗)) 	�� dt∗ = dt∗

dt
dt.  ���&

/

Γ

−→
F (

−→
r∗) 	 d−→r∗ =

� b∗

a∗

�
−→
F (

−→
r∗) 	 d

−→
r∗

dt∗

�
dt∗ =

=

� b∗

a∗

�−→
F (−→r (Φ(t∗))) 	 d

−→r
dt

dt

dt∗

�
dt∗ =

=

� b

a

−→
F (−→r (t))

−→
r′ (t)dt =

/

Γ

−→
F 	 d−→r .

 ��� 
�� �	��� � 
�� ���� ��
���	� ��� �
 ��	���� �
 ������� ��# �

�� ����� �
���� 	�� �
 � �
� �	�
����	� �	�	��
���	
���

+$ ����&������� �� &��-$ ������ ��� � �����

���9�� �� ������� *-�0+ �� ��� ���� ��� ���� ���� ���

/

	[AB]

−→
F 	 d−→r

"����"� �� ��� #���� Γ = 	[AB] ���#� #����#�� ��� ������ A ��" B

��" �� ��� )��"
−→
F . (� "��� ��� "����" �� ��� ���������5����� ������%

,�#���� ��� #��� � �� �����,�� ������� �� ��� ����� "�)���� ���� ���
 ���� �� ���� ��� ���� ���� ��� "��� ��� #��� � �� �� #��� � −→r ���� ��
�F�������� ���� −→r ′ *���� −→r ��" −→r ′ ,��� #����#� A ��" B+�

D��������� -.. ��
 D �� 	 ��	�� �� ��	��� ��	�� 	�� ��

−→
F :

D → R3(� R2� �� 	 ��
����� ����� 6� �	# 
�	
 
�� ��
���	�

/ −→
F 	d−→r

�
��� �� ��# 	 �#��� ����%� �� ����������
 � �	
� �� �� 	�# 
�
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���
� A 	�� B � D 	�� �� 	�# ����������� ��
� �	
� γ ⊂ D,

����� �����
� A 	�� B, 
�� ���� ��
���	� � 
�� ����� 
#��

/

γ

−→
F 	 d−→r

��� �
 ������ � 
�� ����� γ �
���� ��
 ��# � 
�� ��� ���
� A 	��
B � �
�  ��� ��	�� 
�	
 �� Γ �� 	�
��� �	
� ����� �����
 A 	�� B

�� �	� 
�	


/

γ

−→
F 	 d−→r =

/

Γ

−→
F 	 d−→r .

(� �� #���� ���� � ���� ���� �������� #����#����5�� ��� )��"
−→
F "�4

)��" �� D. :� ����� "�)�� � #���� �� )��"� ���#� ��� ��� �,��� ����4

����% ������ ���� ��� ���� ���

/ −→
F 	 d−→r �� ��"����"��� �� �����

D��������� -'. ( ����
−→
F : D → R3 �� �	�� 
 �� 	 ������	
���

��
��
�	�� ���� �� 
���� �"��
� 	 ��	�	� ����
�� U : D → R � ��	�� C1

���� 
�	
 gradU =
−→
F , ���� ��

−→
F (x, y, z) = P (x, y, z)

−→
i +Q(x, y, z)

−→
j +

R(x, y, z)
−→
k 
��� ∂U

∂x
= P, ∂U

∂y
= Q 	�� ∂U

∂z
= R. �
 �� ���	� 
�	


−→
F ��

������	
��� �� 	�� ��# �� 
�� ��!����
�	� ��� ω = Pdx+Qdy +Rdz
�	� 	 �����
��� U(x, y, z), ���� 	 ��	�	� ����
�� U(x, y, z) ���� 
�	

dU = ω. 6� 	�� �	# �� 
��� �	�� 
�	
 ω �� �"	�
 � ����� � D�  ��

����
�� U �� �	���� 
�� �
��
�	� ����
�� � 
�� �����
��� �
−→
F 	��


�� ����
�� −U �� �	���� 
�� �
��
�	� �����# �
−→
F .

<�� ������#�% ��� #������ )��"
−→
F = c−→r *A"���A �� ��� c > 0 ��"

��� c < 0+% ����� −→r = x
−→
i + y

−→
j + z

−→
k �� ��� �������� ��#��� �� ���

�����M(x, y, z) ��" c �� � ���� #�������% �� � #����������� )��" ,�#����

U(x, y, z) = x2

2
+ y2

2
+ z2

2
�� � A���������A ���#���� ���

−→
F . (� �� �"" ��

��,������ #������� K �� ���� U(x, y, z) �� ����  �� � ��������� ���#����

���
−→
F . (� �� #���� ���� � ���� ��� ��� )��"� ��� #������������ <�� ��4

����#�% ��� ����� )��"
−→
F (x, y) = 3x2−→i + xy

−→
j �� ��� � #�����������

)��" �� ��� "����� �� R2. (�"��"% ������� ����
−→
F �� #����������� ��

� ����� "��# B(�, ρ), ���� ρ > 0. ��� ����� �� � ��������� ���#����
U(x, y) ��#� ����

*/�'+

�
∂U
∂x

= 3x2,
∂U
∂y

= xy
.

��� �� ���� ���� *)�" � ���������+ ��� )��� �F������ ������ xK�
∂U

∂x
dx = U(x, y) +K(y) = x3 +H(y),

����� K(y) ��" H(y) ��� #������� ������ x ,��% ��  ������% ���#�����
�� y. ��� �� ��� C(y) = H(y)−K(y). ��� U(x, y) = x3 +C(y). :���
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���� �2�������� �� U, ��� �� #��� �� ��� ��#��" �F������ �� */�'+ ��"
)�"

C ′(y) = xy,

���#� �� ��� �����,��% ,�#���� C ′(y) #����� ,� � ���#���� �� x. ���%

��� ���������� �� �����% ����
−→
F (x, y) = 3x2−→i + xy

−→
j #����� ,� �

#����������� )��"�
��#� #����������� )��"� ������� �� ������% �� ��#����#�% ���������%

�������� �#���#��% ��#� <�� ������#�% ���  ������������ )��"
−→
G(x, y, z) =

−mg−→k , ����� m �� � #������� ���� �� ��� ����� M(x, y, z) ��" g =
9.8m/s2 �� ��� 9����  ������������ �##��������� #������� *��� <� �''+%
�� � #����������� )��"�

F����� 11

(�"��"% ��� �� )�" ���  ������ ���� �� ��� ��� ��������� ���#�����

U(x, y, z) ��
−→
G K 




∂U
∂x

= 0
∂U
∂y

= 0
∂U
∂z

= −mg
.

��� �� ���� ���� ��� ���� �F������ ������ z ��" ��� ��� #�������� ���#�
������ ���� ��#�K

U(x, y, z) = −mgz +K(x, y),

����� K(x, y) �� � #������� ������ z ,��% ��  ������% �� #�� "����" �� x
��" y ,�#����% ��  ������% U ��� "����" �� x ��" y. ��� �� �����"�#�
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���� ���� �2�������� �� U �� ��� ��#��" �F������ ��" )�"K

∂K

∂y
= 0.

��� K �� ���� � #������� ���#���� ������ y. @��#� K(x, y) = K(x)
����� �� ���� U(x, y, z) = −mgz + K(x) ��"% )�����% ��� �� ��� ����
���� �2�������� �� U �� ��� )��� �F������ ��" )�"K

K ′(x) = 0,

�� ���� K �� #������� ������ x, y ��" z �����#������� ���% ���  ������

���� �� � ��������� ���#���� ���
−→
G ��

U(x, y, z) = −mgz +K.

��� ����� ���� ��� ��������� ���� � �� ���  ������������ )��" �� ��
��� ���� −U = mgz −K. ���#� ��� z = 0 *�� ��� ����5����� ����� ��
��� �����+ ��� ��������� ���� � �� �F��� �� 5���% K ���� ,� 5��� ��"
�� ������" � 9���� ������� ���� �� � �#����K ��� ��������� ���� �
= mgh, ����� h �� ��� ��� �� �� ���#� ��� ���� m ���

� ����� � �������� �� ��#� #����������� )��"� �� ���� ��� ���9 ��
���� "��� ��� "����" �� ����% �� ���� ��� #��#������� �� ���� �� �
A#����"A #���� *−→r (a) = −→r (b)+ �� ������ �F��� �� 5���� @��� �� ���
���������#���� �����" �������

T
����� 6&. ��������$���
� �����	 �� ���� ��
���	��� ��

−→
F :

D → R3 �� 	 ��
����� ������	
��� ��
��
�	�� ���� 	�� ��
 Γ �� 	�
	�� � 	� ����
�� ��
� ����� �� D ��
� �
� ��� ���
� A 	�� B. ��
−→r (t) = (x(t), y(t), z(t)), t ∈ [a, b] �� 	 �	�	��
���	
�� � Γ.  ���

	�
*/�-+/

Γ

−→
F 	 d−→r = U(B) − U(A) = U(x(b), y(b), z(b)) − U(x(a), y(a), z(a)),

����� U(x, y, z) �� 	 �
��
�	� ����
�� �	 �����
���� �
−→
F .

�� �� �	�
����	�&

/

Γ

−→
F 	 d−→r ��� �
 ������ � 
�� ����� Γ �����

�����
 
�� ���
� A 	�� B, ���� 
�� ��
���	�

/ −→
F 	d−→r ��� �
 ������

� �	
� �� D.

�� (�
��� ����)����� �� 
�	
 
� �����
���� U 	�� V �
−→
F � D

��!�� �� 
 �	�� 
��� �# 	 ���
	�
 ��#�
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�� �� 	�# ������� ����� δ �−→r (b) = −→r (a)� � D �� �	� 
�	
/

δ

−→
F 	 d−→r = 0. =�������#& �� �� 	�# ��
� ����� ����� δ � D ��

�	�� 
�	


/

δ

−→
F 	d−→r = 0, 
���

/ −→
F 	d−→r ��� �
 ������ � �	
� �� D.

P����. �+ ��� U(x, y, z) ,� � ��������� ��
−→
F (x, y, z) = P (x, y, z)

−→
i +Q(x, y, z)

−→
j +R(x, y, z)

−→
k .

��� ∂U
∂x

= P, ∂U
∂y

= Q ��" ∂U
∂z

= R. ��� �� #����"�� ��� #������"

���#���� g(t) = U(x(t), y(t), z(t)), t ∈ [a, b]. ?� ���� ��� #���� ����
*"��������� �� U ���� ��� #���� Γ, ��� C��D% ��67+% ��� �� #������ ���
"���������K

g′(t) =
∂U

∂x
(x(t), y(t), z(t))x′(t) +

∂U

∂y
(x(t), y(t), z(t))y′(t)+

+
∂U

∂z
(x(t), y(t), z(t))z′(t) = P (x(t), y(t), z(t))x′(t)+

+Q(x(t), y(t), z(t))y′(t) +R(x(t), y(t), z(t))z′(t).

��� �� ��� ��� ,���# ������� *-�0+ ��" �����K
/

Γ

−→
F 	 d−→r =

� b

a

[P (x(t), y(t), z(t))x′(t) +Q(x(t), y(t), z(t))y′(t)+

+R(x(t), y(t), z(t))z′(t)]dt =

=

� b

a

g′(t)dt = g(b)− g(a) = U(x(b), y(b), z(b))−U(x(a), y(a), z(a)) =

= U(B) − U(A).

,+ (� �� #���� ���� �+�

#+ ��� U % V ,� ��� ���������� ��
−→
F �� D ��" ��� M0(x0, y0, z0) ,�

� )2�" ����� �� D. ��� ��� M(x, y, z) ,� ������� *�����,��+ ����� ��
D. ���#� D �� #����#��" *D �� � "�����% ���� ���� ��" #����#��"+ ���
�� ��9� � ������ ��# γ �� D ���#� #����#� M0 ��" M, �������" A����
M0 �� MA� :� ����� ��� ������� */�-+ ��� ,��� ���������� U ��" V
��" )�"K /

Γ

−→
F 	 d−→r = U(M) − U(M0) = V (M) − V (M0),

��
U(M) − V (M) = U(M0) − V (M0) = K,

� #�������% �� ���� U(x, y, z) = V (x, y, z) + K ��" ��� ������� ��
#��������� �����"�
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"+ (� ������� */�-+ �� ������ ��� x(a) = x(b), y(a) = y(b) ��"
z(a) = z(b), ��#� ������ ��� ���� �� ��� A#����"A ������ #���� δ ���

��� ����

/

δ

−→
F 	 d−→r = 0. �9� ��� ��� ������ T ��" W �� D ��" ���

"�����#� ������ �������" #����� Γ1% Γ2 ���#� #����#� T ��" W � ���

��� #���� δ = Γ1 ∪ Γ−2 �� A#����"A% �� ����

/

Γ1∪Γ−2

−→
F 	 d−→r = 0. ?��

/

Γ1∪Γ−2

−→
F 	 d−→r =

/

Γ1

−→
F 	 d−→r −

/

Γ2

−→
F 	 d−→r = 0,

����

/

Γ1

−→
F 	d−→r =

/

Γ2

−→
F 	d−→r ��" ��� ���� ���

/ −→
F 	d−→r "��� ��� "����"

�� ����� �

��� �� ��� ���"� �� ��9� ���� �����#������� 
�� �� ����� ��
������" �� � ��� � ������)#����� �� #����������� �� � ���� ���� ��� ��
��� ��#��" �����

E������ &.. ��
 γ �� 
�� ������� ����
�� �	� 	���� �����	
��
�����

[OAmBnCO] � ����0��
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��
 �� ����
� 
�� ������	
�� �� 
�� ��9� � 
�� ��	�� ����−→
F (x, y) = 2xy

−→
i + x2−→j 	��� 
�� ����� γ. -��	��� 
�� ����� �� 	

���� � / ��
� ���
���
 ������& �� ���
 
 ��� 	 �	�	��
���	
��
�� �	�� � 
���& ����
� / ���� ��
���	�� 	�� 
��� 	�� 
�� ��� �$

	���� ������� ���� �"	���� A;�� (�� � 
��� �	# �� ���# ����� 	��
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�������  �� ���
 ��
�� �� 
 ����9 ���
 � 	�� �� 
�� ���� �� ������$
	
��� � �
� �� �� ���� ���9# 
�	
 
�� ���� 
 �� ������	
���& 
��� 
��
���� ��
���	�� ��� �
 ������ � �	
� 	�� �� �	� ���� 	 ���# �	�#
�	
� ����� �����
 
�� �
	�
��� 	�� 
�� ��� ���
� � 
�� 	��� �� ��
�	�� 
�� 	�� �� �����& � 
�	
 
�� ��
���	� �� ���� ��
 �� ����9 �� ��
�� ���� �� ������	
��� � �
� �� 
���& ��
 �� 
�# 
 ��� U(x, y) ����

�	


∂U

∂x
= 2xy, 	��

∂U

∂y
= x2.

6� ��
���	
� 
�� ���
 �)�	��
# ����
� x 	�� ���, U = x2y+K(y). ��
 ��
��
 
��� �"������� � U �� 
�� ����� �)�	
�� 	�� ���, x2 +K ′(y) =
x2.  ���& K ′(y) = 0 	�� K(y) �� 	 ���
	�
 K. *���� U(x, y) =
x2y + K, ����� K �� 	� 	���
�	�# ���
	�
�  ������� �� ���� ��
������	
��� 	��& 	� 	 ����)�����& 
�� ����� ���� ��
���	� �� ��� ����

����� A>��

?��% ��� �� ���� �� � )��" �� #����������� �� ��� ������� "���#�
#��#9�� �� � ��������� *���������+ ���#���� �2����% ��9� �� "�" �,���;
:� ,� �� ���� ��� �������� �����9�

T
����� 67. ��

−→
F : D → R3,−→

F (x, y, z) = (P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z)) �� 	 ������	
��� ����

� ��	�� C1 � 	 ��	�� ��	�� D�  ��� curl
−→
F =

−→
0 , ���� 
�� ����

−→
F

�� 	� ���
	
��	� ����� ��
−→
F : D → R2,

−→
F (x, y) = (P (x, y, ), Q(x, y, )),

�� 	 ��	�� ������	
��� ���� � ��	�� C1 � 	 ��	�� ��	�� D, 
���
∂Q
∂x

= ∂P
∂y
� D.

P����. ��� U(x, y, z) ,� � ��������� ���#���� ��� ��� #�����������
)��" −→

F (x, y, z) = (P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z)).

��� ∂U
∂x

= P, ∂U
∂y

= Q ��" ∂U
∂z

= R. :� 9��� ����

curl
−→
F = ∇×−→

F =

	
∂R

∂y
− ∂Q

∂z


−→
i −

	
∂R

∂x
− ∂P

∂z


−→
j +

	
∂Q

∂x
− ∂P

∂y


−→
k .

(� ���� ������" �� P, Q, R �� ��� ∂U
∂x
, ∂U
∂y

��" ∂U
∂z

�����#������% ��  ��
∂R
∂y

− ∂Q
∂z

= ∂2U
∂y∂z

− ∂2U
∂z∂y

= 0 ,�#���� U �� � ���#���� �� #���� C2 *���#�

P,Q,R ��� ���#����� �� #���� C1+ ��" �� #�� ����� �#����58 �������
*��� ������� &'% C��D+� ��������� �� #�� ������ ���� ���� ∂R

∂x
− ∂P

∂z
= 0

��" ∂Q
∂x

− ∂P
∂y

= 0, ���� curl
−→
F =

−→
0 . (� ��� ����� )��" ���������% �� ���

������" Q, ∂U
∂y

��" ������" �� P, ∂U
∂x
, �� ���� ∂Q

∂x
= ∂2U

∂x∂y
��" ∂P

∂y
= ∂2U

∂y∂x
.

���#� u �� �� #���� C2, ∂2U
∂x∂y

= ∂2U
∂y∂x

, ���� ∂Q
∂x

= ∂P
∂y
. �
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:� ��� ���� � ����� "����� D �� ������ �����
�� �� ��� #�����4
���� A#����"A #���� γ ⊂ D #�� ,� #����������� #�����#��" �� �� �
����� �� D. :� ��� ���� � ���#� "����� D �� ������ �����
�� �� ���
#��������� A#����"A �����#� *��� ��� � �� � ������ ����� � � #�����4
���� "���������� �� R3+ Σ #�� ,� #����������� #�����#��" �� �� �
����� �� D. 	��#��#����% �� D ��� �� A����A �� �� ������ #����#��"� <��
������#�% ��� "��# �� R2 �� ������ #����#��" ,�� R2
{(0, 0)} �� ���
������ #����#��" ,�#���� �� ��� � ����% ��� ��� �� �� ��� �2���

R����� -'. �� D �� 	 ������ �����
�� ��	�� 
��� 
����� A:

�	� 	 �������	�� �	���#& �� curl
−→
F =

−→
0 � ∂Q

∂x
= ∂P

∂y
�� 
�� ��	��

���� �	��& 
���
−→
F �� 	 ������	
��� ����� 6� ��	�� ���� 	� ����	�


��� � 
��� �	�
 �����
 �� 
�� ��"
 ��	�
�� ��� 	 ��	�� ��	��& ���
E����5� �����	� 	��& �� 	�
��� ��	�
�� ��� 	 ��	�� ��	���& 	�
	� 	�����	
�� 
 +
�9��5 �����	� 6� 	�� �9�
�� 	 ��� �� ��	��
��	��� �� ���	�9 �A�  �� ����
�� 
�	
 D �� ������ �����
�� ��
�����
�	� 	� ����� ��� 
�� ��"
 �"	����� ��
 D = R2
{(0, 0)} �� 	
�
 ������ �����
�� ��	�� 	�� ��


−→
F = (P,Q), ����� P = − y

x2+y2

	�� Q = x
x2+y2

. �
 �� �	�# 
 ��� 
�	
 ∂Q
∂x

= y2−x2
(x2+y2)2

= ∂P
∂y
��


/

x2+y2=1

− y

x2 + y2
dx+

x

x2 + y2
dy =

� 2π

0

[sin2 t+ cos2 t]dt = 2π �= 0.

*����
−→
F �	��
 �� ������	
��� � D ���� 
����� A> ����

��� ���� �����9 �� ���� ������ �� ���#��#�� ��� �� #������

/

γ

xdx+

ydy + zdz, ����� γ �� ��� �������" ���� ���� <� �'/�

���#�
−→
F = (x, y, z) �� ������������% ���� curl

−→
F =

−→
0 , ��� ���� ���

"��� ��� "����" �� ���� ��" ��� ����� �� U(1, 5, 3) − U(0, 0, 0), �����

U �� � ��������� ��
−→
F . :� 9��� ���� ��#� � ��������� �2���� ���� ���

���� �����9 *D �� ��� ������ R2 �� �� �� ������ #����#��"+� ��� �� #��
"���#��� #������ �� ,� ���� ����� ��� ������





∂U
∂x

= x
∂U
∂y

= y
∂U
∂z

= z

.

(� �� ���� �� ��� ���� x2+y2+z2

2
+ K, ����� K �� � #�������% �� ���

 ������ �������� �� ���� ������ *��� ��� ���� �"�� ��9� �� ��� #��� �� ���
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 ������������ )��"+� �9� U(x, y, z) = x2+y2+z2

2
��" #������ U(1, 5, 3)−

U(0, 0, 0) = 35
2
.

:��� � ���� ���� ��� �� ��� ��#��" ����

/ −→
F 	 d−→r "��� ��� "����"

�� ���� �� � "����� D% ���� ������" �� ������ 

/

[�AB]

−→
F 	 d−→r , �����

[.AB] �� � ���� �� D ���#� #����#�� ��� ������ A ��" B �� D, ��

������ �����

/ B

A

−→
F 	 d−→r . � #������ ��#� �� ���� ��� �� #�� ��� �

��������� ��
−→
F �� �� #�� ��� ��� ��# �� � ���#����� ������ #���� γ

��#��"�" �� D ���#� #����#� A ��" B �� ���� ��"��� ������% �� �����/ B

A

−→
F 	 d−→r = U(B) − U(A) ��

/ B

A

−→
F 	 d−→r =

/

γ

−→
F 	 d−→r . �� �����

#���#� ��� γ �� � �� ���� �� � ���� �� � )���� ����� �� �� ����� �� �����%
���������� �������� ���� ��� #���"����� �2��� <�� ������#�%

(3,0,−2)/

(1,−1,2)

xdx+ ydy + zdz =

(3,−1,2)/

(1,−1,2)

xdx+ ydy + zdz+

+

(3,0,2)/

(3,−1,2)

xdx+ ydy + zdz +

(3,0−2)/

(3,0,2)

xdx+ ydy + zdz =



-'. 1� �(�� (�������

=

� 3

1

xdx+

� 0

−1

ydy+

� −2

2

zdz =
x2

2

����
3

1

+
y2

2

����
0

−1

+
z2

2

����
−2

2

= 4− 1

2
+0 =

7

2
.

R����� --.  �� ���	 ����� ��� 
��� �	�
 �"	���� �	� �� ���$
��	����� �� ���� 
 ���
���
 	 �����
��� �� 	 ������	
��� ��
�����

����
−→
F = (P,Q,R) � 	 ��	�� D. �� ���� 
 ���� 
�	
 	 ����

−→
F

�� ������	
��� � 	 ������ �����
�� ��	��& 
�� ���
 �� 
 ��� 
��

���
���� 7��
 ��������� �� ���	�9 �0 �	���#& 
 �����# �� curl
−→
F =

−→
0

��� 
�� ��	�� �	���& � 
 �����# 
�	
 ∂Q
∂x

= ∂P
∂y
��� 
�� ��	�� �	���� ��


�� �������� 	� �!��
��� ���
���
�� �� ���� 	 �����
��� U(x, y) �� 
��
��	�� �	�� ��� 
�� ��	�� �	�� 
�� �������
�� �� ��� 
�������� ����

� 	�� ��
 �� ���� 	 �"�� ���
 M0(x0, y0) �� D.  �� �����
��� U ��
	�� ���� 
 ���
���
 ���� ������ � 
�� ����� � 
��� �"�� ���
� 6�
7��
 9�� 
�	
 	�� 
�� �����
���� � 	 ����� ���� ��!�� �� 
 �	�� 
���
�# 	 ���
	�
�  ���& ���� 	 �����
��� �� �����
��# ��
������� �# �
�
�	��� 	
 	 ���
� �� �� �	�� �� ��	�� ��
������ 
�� �����
��� U(x, y)
��
� 
�� �����
#, U(x0, y0) = 0.  	9� �� 	�
��� ���
 M(c, d) �
D 	�� 
�# 
 ����� 
�� �	��� � U 	
 
��� ������� ���
 M. ��

[M0M1M2....M2n−1M2n], M2n = M, �� 	 ��#��	� ���� �� D, �����
�����
 M0 ��
� M, ���� 
�	
 
�� ������ � ������
�

([M0M1], [M1M2]), ([M2M3], [M3M4]), ..., ([M2n−2M2n−1], [M2n−1M2n])

�	� 
�� ������� �����
#, �� �	�� ����� ([M2j−2M2j−1], [M2j−1M2j]),
j = 1, 2, ..., n, 
�� ���
 ������
 [M2j−2M2j−1] �� �	�	���� 
 Ox$	"�� 	��

�� ����� [M2j−1M2j ] �� �	�	���� 
 Oy$	"��� 6� �
	�
 ��
� 
�� �	��� �
U 	
 M0 	�� ��	�� ��� 
�� �	��� � �
 	
 M2 ��� ���	
� ��
� 
�� ���

�������  ��� �� ��� 
�� �	��� � U 	
 M2 	��& �# 
�� �	�� ��������&
�� ��� 
�� �	��� � U 	
 M4 	�� � � �� 
 �� ������� 
 ��� 
��
�	��� � U 	
 M2n = M. *���� �� ������� ����#
���� �� ���������� 
��
�������� ��# �� 
�� ���
 ����� ([M0M1], [M1M2]). '�� �"	�
�#& �
 ��
��3����
 
 ���
���
 U(x, y) �� 	 ��	�� ��� ���� B(M0, r) ⊂ D, r >
0, ��
� ���
�� 	
 M0 	�� �	���� r. ��
 P (s, u) ∈ B(M0, r) 	�� ��
 
��
����� � ������
� ([M0P1], [P1P ]) ���� 
�	
 P1(s, y0), ���� 
�� ������

[M0P1] �� �	�	���� 
 Ox$	"�� 	�� [P1P ] �� �	�	���� 
 Oy$	"��� �
 ��
���	� 
�	
 
�� ��#��	� ���� [M0P1P ] �� ��
	���� �� 
�� ���� B(M0, r),
���� �
 �� ��
	���� �� D 
� ��
 �� ����� ��,

U(s, u) =

P/

M0

Pdx+Qdy =

/

[M0P1]

Pdx+Qdy +

/

[P1P ]

Pdx+Qdy.
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�

*/�/+ U(s, u) =

� s

x0

P (x, y0)dx+

� u

y0

Q(s, y)dy.

6� ��� 
�	
 ���� �� �	�� ��
���	�� ��
� �	�	��
���� ��
 �� ��� 
��

������	
������� �#�
����� �
−→
F = (P,Q) ����� ������� ∂Q

∂x
= ∂P

∂y

	�� 
�� ������� �����	 �0�;�& =��/& 
 ����
� �
�� �"��
���� �� 	��
	������%� ∂U

∂s
(s, u) 	�� ∂U

∂u
(s, u) :

∂U

∂s
(s, u) = P (s, y0) +

� u

y0

∂Q

∂s
(s, y)dy = P (s, y0) +

� u

y0

∂P

∂y
(s, y)dy =

P (s, y0) + P (s, u) − P (s, y0) = P (s, u).

��&
∂U

∂u
(s, u) = Q(s, u).

*���� U �� 	 �����
��� �
−→
F � 
�	
 �	��� �� �	�
����	� �� �	�� 
��

�	��� � U 	
 
�� ���
 M2. 6� �� � � ��
� M2 ���
�	� � M0 	��
��� 
�� �	��� � U 	
 M4, �
��& �� 
� M2n.   �� �	����& �� �	� ����
��� 
�� ��������� 	 ���
� ��
 � ����	����� �	��� ������ D, 
�� ���

��
	����� M0 	�� 
�� �	�
 ��
	����� M = M2n.  ��� ���� M1 ��

�� ��
�����
�� � 
�� ���
 	�� � 
�� ����� �	��&M2 �� 
�� ��
�����
��
� 
�� ����� 	�� 
�� 
����& �
��

,$ ���&(���� &���� ����� /��- ���� ���������

��� �� #������ ��� ���� �� ��� ����� "����� D, ,���"�" ,� ���
�������" ���#����� ������ #���� [ABCDA]% ���#� �� ��� ,���"��� ∂D
*��� <� �'0+�

:� ��� ���� ��� "����� D ,���"�" ,� ��� #���� [ABCDA] ��
������ ������ Ox4�2��% ���� �� [a, b] �� ��� ���H�#���� �� D �� Ox4�2��%
���� ��� ��� x0 ∈ (a, b) ��� ����� �� ����X = x0 �������#�� ��� ,���"���
∂D �� �� ���� ��� "�����#� ������� �� �������� ������  ���� ��� ����
�� D �� � ���� ���� ��� �� ��� ��#��" �����

T
����� 63. 6�
� 
�� 	��� �
	
�� 	�� �#�
����� �� �	�� 
��
������� �����	,

*0�'+ area(D) = −
/

∂D

ydx

P����. :� 9��� ���� � ,���# �����#����� �� "�)���� ���� ��� ����

*0�-+ area(D) =

� b

a

[g(x) − f(x)]dx =

� b

a

g(x)dx−
� b

a

f(x)dx.
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���#� � ����������5����� �� [.CD] ��K x = x, y = g(x), x ∈ [a, b]− *����

����� ���� x  ��� ���� b �� a+ ��� ��� ���� −
/

[�CD]

ydx =
� b
a
g(x)dx.

���#� � ���������5����� �� [.AB] ��K x = x, y = f(x), x ∈ [a, b], ��

�,���� ����

/

[�AB]

ydx =
� b
a
f(x)dx. ���% �� B(b, yB) ��" �� C(b, yC), ����

� ���������5����� �� [BC] ��K x = b% y = y ∈ [yB, yC ]. @��#�

/

[�BC]

ydx =

0. ���������%

/

[�DA]

ydx = 0, ,�#���� x = a �� )2�" �� [.DA], �� ���� dx = 0

�� ��� <������% ���� ����� �,���������� ��" ���� ������� *0�-+ ��  ��K

−
/

∂(D)

ydx = −
/

[�CD]

ydx−
/

[�DA]

ydx−
/

[�AB]

ydx−
/

[�BC]

ydx =

=

� b

a

g(x)dx−
� b

a

f(x)dx = area(D).

�

R����� -/. �� 
�� ��	�� D �� ������ ����
� Oy$	"��& ���� �� [c, d]
�� 
�� ��7��
�� � D � Oy$	"�� 	�� �� y0 ∈ (c, d), 
��� 
�� �
�	���
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���� Y = y0 ��
� 
�� ����	�# ∂D � D �� 	
 ��
 
� ���
�& 
��� ��
�	� �����	��# ���� 
�� ������� �����	,

*0�/+ area(D) =

/

∂D

xdy.

�� D �� ������ ����
� �
� 	"�� 
���& �# �	9��� 
�� ��� � �����	�
�/�0� 	�� �/�1� �� ��
 	 ��� ��#���
���� �����	�,

*0�0+ area(D) =
1

2

/

∂D

xdy − ydx,


�� ����	�# ����� �����
�# ����
��& ���� �� 
�� 
������
��� �����
��&
���� Ox 
 Oy� ���� ����0/��

�� ��������# ������� 0�0 �� ���� ������ �� �����#������� <�� ��4
����#�% ��� �� #������ ��� ���� ,���"�" ,� ��� ������"� x = a cos3 t,
y = a sin3 t, t ∈ [0, 2π]. (� ���� #��� ��� "����� D �� ������ ������ ,���
�2��� ���#� dx = −3a cos2 t sin tdt ��" dy = 3a sin2 t cos tdt, ����

xdy − ydx =
�
3a2 sin2 t cos4 t + 3a2 sin4 t cos2 t

�
dt =

= 3a2 sin2 t cos2 tdt =
3

4
a2 sin2 2tdt.

���

area(D) =
1

2
	 3

4
a2

� 2π

0

sin2 2tdt =
3

8
a2

� 2π

0

1 − cos 4t

2
dt =

3a2π

8
.

R����� -0. �� 	 ������ ��	�� D �� �
 ������& �	# ��
� ������


 
�� Ox$	"�� 
���& �� �� ���� �"	�����& 	��	#� �
 ���� �� �������

 ������ �
 ��
 	 ���
� ������ � ������	���� ������ �	�� � ��	��
���� �� 
���� ��
�����
���%� ������ ��	��� ����
� Ox$	"�� 	�� 
���

 	���# 
�� 	��� �����	� �� �	�� � 
���� '�����& �� �	� ����
��
���� 
�� ������ � �������� 
�� �
	���� ��	��� �� 
 �� �
	��
��	��� ����� 	�� ������ ����
� �
� 	"��� �� ����02 �� �
	�
�� ��
�
	 ��	�� D ����� �� �
 ������ ����
� Ox$	"�� 	�� �� ������� �
 ��


���� ������	���� �����	�� D1, D2 	�� D3, ����� 	�� ������ ����
�
Ox$	"���

6�	
 �� ����
	�
 
 ���	�9 �� 
�	


/

[A2A6]

ydx +

/

[A6A2]

ydx = 0 	��

/

[A4A6]

ydx +

/

[A6A4]

ydx = 0. *���& ����� �� 
�� ��	���� � ����02 
��

������
� � ����� �� ��
���	
� 	�� �	�	���� 
 Oy$	"��& �	�� � 
����
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��
���	� �� ��� �dx = 0�� �� �����	�& 
���� �������� ������ �	� �
 ��
	��	#� ����� 
 �� ������
� �	�	���� ��
� 
�� Oy$	"��� *����& 
����

�	�
 
� �)�	��
��� ��� ��� 
�� �����	� ���	
��,

/

γ

−→
F 	 d−→r +

/

γ−

−→
F 	

d−→r = 0. ��
 �� ��� 
���� �����	
��� 
 ���� 
�	
 �����	 �/�0� ��

��� ���� �� 
�� �����	� �	�� ���� 
�� ��	�� �� �
 ������ ����
� 

Ox$	"�� ��
 �
 �	� �� ������� ��
 	 ���
� ��
 � ������	���� ������
��	��� ����
� Ox$	"��� �9 	
 ����02 	�� ���� 
�� ��"
 ��	�����,

area(D) = area(D1)+area(D2)+area(D3) = −
/

∂D1

ydx−
/

∂D2

ydx−
/

∂D3

ydx =

= −[

/

[ �A4A3A2]

ydx+

/

[�A2A6]

ydx+

/

[�A6A4]

ydx+

+

/

[ �A6A5A4]

ydx+

/

[�A4A6]

ydx+

/

[ �A2A1A6]

ydx+

/

[�A6A2]

ydx] =

−
/

[ �A4A3A2]

ydx−
/

[ �A2A1A6]

ydx−
/

[ �A6A5A4]

ydx = −
/

∂D

ydx.

�� 
��� �	# �� �	� �"
��� 	�� 
�� �����	� �/�0�& �/�1� 	�� �/�/� 
 
��
�	�� ���� 
�� ��	�� D �	� �
� ����	�# ∂D 	 ����� �����
 ����
��
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��������� ��
� ����� 	�� �
 �	� �� �������� ��
 	 ���
� ���� �
������ ������	���� ��	���� 6� �	� 	���# 
�� �	�� ��������� 
 	
��	�� D ��
� �
� ����	�# ∂D 	 ��#��	� ���� ���#��	� ��	�����
�
 �� ���# �	�# 
 ��� 
�	
 �	�� ���� ��	�� �	� �� �������� ��
 	 �$
��
� ���� � ������	���� 
��	������ +���� �	�� 
��	���� �� 	 ����	�#
� 	 ����" �� 
�	
 ������� ��	��& 
�� 	��� 
���� �����	� /�0& /�1
	�� /�/ ��9� 	�� �� ���� 	 �������"� ��	��� ��& 	�# ��	��
D ��
� �
� ����	�# 	 ��������� ��
� ����� �	� �� ���� 	���"��	
��
��
� ��#��	� ��	����  	9��� ����
�& �� ��
 
�	
 
�� 
���� �����	�
��9� ���� �� 
��� �	�
 ��� �����	� �	���

@��#�% �� #�� ��"�#� ��������� �� ����� ���� ���#� ���� ��#� ��4
������� �� "���"� � ���� ���� "����� ���� ����� ��� #�� ,� #�����#���"
��  ��� ,���� �  ������ ��" ���� ������� �� #������ ��� ���� �� �
,���"�" ���� ���� "����� D.

E������ &'. ��
 �� 	���# 
�� �����	 �/�/� 
 ��� 	 �����	�
�����	 �� 
�� ����
	
�� � 
�� 	��	 � 
�� ��	�� D, ������
�# 	 ��#��	� �����
 ����
�� ���� [A0A1...An−1An], ����� Ai(xi, yi),
i = 0, 1, ..., n 	�� An = A0. *����&

area(D) =
1

2

n−1�

j=0

/

[AjAj+1]

xdy − ydx.

( �	
��	� �	�	��
���	
�� � 
�� ����
�� ������
 [AjAj+1] �� x =
xj + t(xj+1 − xj), y = yj + t(yj+1 − yj), ����� t ∈ [0, 1].  ���&

xdy − ydx =

= {[xj + t(xj+1 − xj)] (yj+1 − yj) − [yj + t(yj+1 − yj)] (xj+1 − xj)} dt =

= (xjyj+1 − yjxj+1) dt =
�−→
OAj ×

−→
OAj+1

�
	 −→k dt.

*����&

area(D) =
1

2

n−1�

j=0

� 1

0

�−→
OAj ×

−→
OAj+1

�
	 −→k dt. =*0�1+

=
1

2

�
n−1�

j=0

�−→
OAj ×

−→
OAj+1

��
	 −→k .*0�6+

 ��� �	�
 �"������� � 
�� 	��	 ��� �
 ������ � 
�� ����� O �
� 
�� �����	
� �#�
���  ���& 	 ���# ���� ����)����� � 
�� ���
�
�����	 /�2 �� 
�� ��������
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T
����� &.. ��
 A0, A1, ..., An−1, An = A0 	��M �� n+1 ���
���


���
� �� 	 ��	�� (P ).  ��� 
�� )�	�
�
#
�n−1
j=0

−−→
MAj×

−−→
MAj+1 �� 	 ��	�

������ ����� ��� �
 ������ � M. �
� 	����
� �	��� �� �)�	� 
 
�

���� 
�� 	��	 � 
�� ��#��	� ��	�� D ������ �# 
�� ��#��	� ����
[A0A1...An−1An].

R����� -1. ��
 D �� 	 ��	�� ������ ��	�� ��
� �
� ����	�#
∂D 	 ������� ��������� ��
� �����
 ����
�� ������ �� 	 �����

���
 M � 
�� ����
�� ����� ∂D �� ���
� �# −→r =
−−→
OM 
�� �$

��
�� ���
� � M ����
� 	 �"�� ���
 O. ��
 �� �" �� 	 ����
 	

=	�
���	� ��	�� ��	�� {O;
−→
i ,

−→
j } 	�� 
�� ����������� 
� 	"�� Ox

	�� Oy. -# d−→r �� ��	� 
�� ���
� d−→r = dx
−→
i + dy

−→
j ����� �	� ��

�������� 	� 	 ��	�� ��!������ −→r ′ − −→r . �� �� ����
� −→r × d−→r ��

�
	�� (xdy − ydx)
−→
k , �����

−→
k =

−→
i × −→

j �� 	� �
���	� ����� �

�� ��	�� (P ) �� ����� D ��� �
� ����� �� �����# �����
�� ��
� 
��

����
	
�� � ∂D �# ����� 
�� ����� ���� �{O;
−→
i ,

−→
j ,

−→
k } �� 	 �����


=	�
���	� �����	
� �#�
��,
−→
k =

−→
i × −→

j ��  ��� �����	 �/�/� �	�
	�� �� ���

��,

*0�&+ area(D) =
1

2

/

∂D

(−→r × d−→r ) 	 −→k .

+���� 
��� �����	 �� ����������
 � 
�� �����	
� �#�
�� {O;
−→
i ,

−→
j },

�� ��� ��	
 �� ��
��
����# ���	� 
�	
 
�� 	��	 ��� �
 ������ � 	
�"�� �����	
� �#�
���  ��� �� ��# �����	 �/�>� �� ������ �� �	�#
	�����	
����

2$ �(&&��������* �����4� �� ���� ���������

:� ��� ���� � )��"
−→
F = P

−→
i + Q

−→
j + R

−→
k ) �� #����������� �� ��"

���� �� ��� "�B�������� ���� ω = Pdx + Qdy + Rdz �� �2�#�% ���� �� ��
#�� ,� �����5�" �� ��� )��� "�B�������� �� � ��������� ���#���� U(x, y, z),
������ �� dU = ω, ���#� �� �F�������� �� ����� ���� ∂U

∂x
= P, ∂U

∂y
= Q

��" ∂U
∂z

= R. ��� �� ��� ����� ��� #�����#���" ������ �����" �� �����9
-' ��� ���� ���#��� "������% ������ ������" "������� :� ��� ���� ���

"�B�������� ���� ω �� ����� �� P,Q,R ��� �� #���� C1 ��" curl
−→
F =

−→
0

�� D.

D��������� --. ( �����
 S � R3 �� R2, � R� �� �	�� 
 �� �
	����
�� 
���� �� 	 ���
 A ∈ S ���� 
�	
 �� 	�# 
��� ���
 M ∈ S 
��



1� ��		��$����O ��$��V� 
� �(�� (������� -'&

������
 [AM ] �� ��
	���� �� S.  ��� ���
 A �� �	���� 	 ���
�� � 
��
�
	���� ��
 S. �� �	�
����	� 	�# �
	���� �����
 �� 	 �����
�� �����
�

��� #����2 ��,��� S �� � ������" ��,���% ��� )2�" ����� A �� S
,��� � #����� �� ��� (� <� �'6 �� ��� ���� �2������ �� ������"% #����2%
���������"% �� ���#����2 ����� ��,�����

F����� 16

(� <� �'& �� ��� ��� ���� ���� �� �2������ �� ���#��

F����� 17

��#��� ���� �� "���#� �������" �� ���� [AM ], A(a, b, c), M(x, y, z)
�� � ���� �� � ������ "���������� �� ��� "���#� �������" �������� [0, 1]

����� � ��� #�����#�� ���������5����� ���� −→r (t) = f1(t)
−→
i + f2(t)

−→
j +



-'7 1� �(�� (�������

f3(t)
−→
k , t ∈ [0, 1], �����




f1(t) = a+ (x− a)t
f2(t) = b+ (y − b)t
f3(t) = c+ (z − c)t

, t ∈ [0, 1].

T
����� &'. ��
 D �� 	 �
	���� ��	�� �� R3 	�� ��
 ω = Pdx+
Qdy+Rdz �� 	 ����� ��!����
�	� ��� � D, ���� P,Q,R 	�� � ��	��

C1 	�� curl
−→
F =

−→
0 � D.  ��� ω �� �"	�
 � D, ���� 
���� �"��
� 	

��	�	� ����
�� U(x, y, z) ������ � D, ���� 
�	
 �
� �	�
�	� �����	
����
∂U
∂x
, ∂U
∂y
, ∂U
∂z
�"��
 	�� ∂U

∂x
= P, ∂U

∂y
= Q 	�� ∂U

∂z
= R, ���� U �� 	 �����
���

� 	 �
��
�	� ����
�� ��
−→
F . *���

−→
F �� 	 ���� ��
� ������
� P,Q

	�� R.

P����. ��� A(a, b, c) ,� � #����� �� ��� ������" "����� D ��" ���
M0(x0, y0, z0) ,� �� ��,������ ����� ����� �� D. ���#�D �� ������" ��"
A �� � #����� �� ��% ��� �� ���� [AM0] �� #�������" �� D. :� "�)��K

U(x0, y0, z0) =

/

[AM0]

Pdx+Qdy +Rdz =

*1�'+ =

� 1

0

[P (f1(t), f2(t), f3(t))(x0−a)+Q(f1(t), f2(t), f3(t))(y0−b)+

+R(f1(t), f2(t), f3(t))(z0 − c)]dt.

!��8� ��� �� ����



f1(t) = a+ (x0 − a)t
f2(t) = b+ (y0 − b)t
f3(t) = c + (z0 − c)t

, t ∈ [0, 1].

��� �� ����� ���,��58 ������� �� ��� ���� ��� *1�'+% ���� ���������� x0,
y0, z0, �� ��"�� �� #������ ��� ������� "���������� �� U. �� #��"������

�� ������� 1' ��� �����)�"� :� ���� ��� ��� #��"����� curl
−→
F =

−→
0 , ����

∂P
∂y

= ∂Q
∂x
, ∂Q
∂z

= ∂R
∂y

��" ∂R
∂x

= ∂P
∂z

:

∂U

∂x0

(x0, y0, z0) =

� 1

0

[P (f1(t), f2(t), f3(t))+
∂P

∂x
(f1(t), f2(t), f3(t))t(x0−a)+

+
∂Q

∂x
(f1(t), f2(t), f3(t))t(y0 − b) +

∂R

∂x
(f1(t), f2(t), f3(t))t(z0 − c)]dt =

=

� 1

0

[P (f1(t), f2(t), f3(t)) +
∂P

∂x
(f1(t), f2(t), f3(t))t(x0 − a)+

+
∂P

∂y
(f1(t), f2(t), f3(t))t(y0 − b) +

∂P

∂z
(f1(t), f2(t), f3(t))t(z0 − c)]dt =



1� ��		��$����O ��$��V� 
� �(�� (������� -'3

=

� 1

0

d

dt
[tP (f1(t), f2(t), f3(t))] dt = tP (f1(t), f2(t), f3(t))|10 =

= P (f1(1), f2(1), f3(1)) = P (x0, y0, z0).

:� ����� ��� ���"�� �� ��� ��� ���� �����"� �� ��"�� �� ����� ����
∂U
∂y0

(x0, y0, z0) = Q(x0, y0, z0) ��" ���� ∂U
∂z0

(x0, y0, z0) = R(x0, y0, z0). �

(� ��� �� ����� [AB], [BC] ��" [CM0] ��� #�������" �� D, ���� ��
#�� ���� ���� �� ��� ���� [ABCM0] *��� <� �'3+ ��" �� #�� "�)��K

U(x0, y0, z0) =

/

[ �ABCM0]

Pdx+Qdy + Rdz.

�� #����������� ��� ������ �� ���� #��� *"� ����E+� <������ ��  �� ���
���� ���#���� U "�)��" �� D *�� A �� )2�"+� <�� ������#�% ��� �� ���
���� ���� �"�� �� )�" � ��������� �� ��� ���� ω = yzdx+ zxdy + xydz.

���#� curl
−→
F =

−→
0 , ����� �2���� � ��������� *�� �� #���� ���� D = R3 ��

� ������" "�����+ U(x, y, z). ��� �� )2 � #����� A(0, 1, 2) *��� <� �'7+

F����� 18

��" ��� �� #������ ��� ����� �� U �� B(3, 1,−3) :

U(3, 1,−3) =

A1(3,1,2)/

A(0,1,2)

yzdx+zxdy+xydz+

B(3,1,−3)/

A1(3,1,2)

yzdx+zxdy+xydz =

=

� 3

0

1 	 2 	 dx+

� −3

2

3 	 1 	 dz = −9.
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R����� -6. ��
 D �� 	 ��	�� ������ �����
�� ��	�� 	�� ��
−→
F : D → R2,

−→
F = (P,Q) �� 	 ��	�� ���� � ��	�� C1 � D ���� 
�	


∂P
∂y

= ∂Q
∂x
� D.  ��� 
�� ���� �� ������	
���& ���� 
���� �"��
� 	 ��	�	�

����
�� U(x, y) ���� 
�	
 gradU =
−→
F , � ∂U

∂x
= P 	�� ∂U

∂y
= Q. @��

	��� �"�������� 
���� �� 
�	
 
��� ����
�� ���
 �� � 
�� ���,

*1�-+ U(x, y) =

/

γ

Pdx+Qdy,

����� γ �� 	 ��
� ����
�� ����� ��
	���� �� D 	�� ����� �����
 	
�"�� ��� ����� ���
 M0(x0, y0) � D 	�� 
�� ����� ���
 M(x, y) �
D.  � ������� 	�����, 0� 
 ���� 
�	
 
�� �����
�� ��� �
 ������
� 
�� �����
��� ����� γ 	�� �� 
 ���� 
�	
 ∂U

∂x
= P 	�� ∂U

∂y
= Q.

 �� ����� ������ �� �	�# �� �� ������� 
 ���� 
�� ���
� ������&
�� 
�� �����
�� �2��� ��� �
 ������ � 
�� �	
� γ, 
��� 
�� ��
���	�/
Pdx+Qdy �� ����������
 � �	
�& ���� �
 �� ��� � 	�# ������� �	
�

�� D. (�� ��������#% ��
 �� �" 	 ���
 L(a, b) �� D 	�� ��
 �� 
	9�
	� ��� ���� B(L, r), r > 0, ����� �� ��
	���� �� D. +���� 
��� �	�� ��
	 �
	���� ��	��& 	���#��� 
�� ��	�� �	��	�
 � 
����� >0 �� ��� 
�	



�� ���
���
�� � U 
 
��� �	�� �� 	 �����
��� ��
−→
F � D. �� �	�
����	�

∂U
∂x

(a, b) = P (a, b) 	�� ∂U
∂y

(a, b) = Q(a, b). *���� �� ���� ��# 
 ����
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?��$� ��! �P���(��� --'

0�� (� �� 7��
 ���	�9��& �
 �� ����� 
 ���� 
�	


/

Γ

Pdx+Qdy = 0 ��

	�# ��
� ����� ����
�� ����� Γ ⊂ D, �� ∂P
∂y

= ∂Q
∂x
� D. +���� 	�#

���� ����� Γ �	� �� ���� 	�� �������# 	���"��	
�� ��
� ����� ��#�$

�	� �����& �
 �� ����� 
 ����

/

[A0A1...An−1An]

Pdx+Qdy = 0 �� 	�#

����� ����
�� ��#��	� ���� [A0A1...An−1An], An = A0.6� �	� ������

�� ��	�� ������ �# 
��� ��#��	� ���� �� ����
�� 
��	�����& ����

�	
 
�� ����
	
�� � �	�� 
��	���� �� ���)���# ��
������� ��������� �#

�� ����
	
�� � [A0A1...An−1An]. *���� �
 ���� �� ��3����
 
 ����

�	
 �� ∂P

∂y
= ∂Q

∂x
� 	 ��	�� , ����� ��
	��� 	 
��	���� [A0A1A2],


���

/

[A0A1A2]

Pdx + Qdy = 0. +���� 	��	#� �� �	� 
	9� 	 �
	���� �$

�	�� ∆ ����� �� ��
	���� �� D 	�� ����� ��
	��� �� ����� 
��	����
[A0A1A2], �� �	� 	���# 
����� >0 
 ��� 	 �
��
�	� ����
�� U ��
−→
F ���
���
�� 
 ∆. ��& 
����� A> �	#� 
�	


/

[A0A1A2]

Pdx+Qdy = 0,

���� ��	
 �� �	�
�� 
 �����

6$ ���'���� ��� �3�������

'� ������� ��� ��� �� �� ��� #���� y(x) = a cosh x
a
, x ∈ [−a, a],

a > 0.

-� ��� Γ :

�
x = 3t+ 1
y = 4t+ 1

, t ∈ [−1, 1]. <��" ��� ��� �� ��" ���

#���"������ �� ��� ���� #����� �� ��� "������ ���#���� �� f(x, y) = |x| .
/� 
� ��� �� ���� [AB], A(1, 1), B(3, 4) �� #����"�� � "������

���#���� f(x, y) = x2 + y2. <��" ��� �����

0� 
� ��� ��# �� � #��#�� [	ACB] ���� ��"��� 2, A(2, 0), B(−2, 0)
��" C(0, 2) �� #����"�� � ���� ���� "������ ���#���� f(x, y) = 1√

x2+y2
.

<��" ��� ����% ��� #���"������ �� ��� ���� #����� ��" ��� ������ ��
������� ������ Oy4�2���

1� �� �� ���� [0, 2π] �� "������" ���� � ����2K





x = a cos θ
y = a sin θ
z = bθ

,

����� a, b > 0 ��" θ ∈ [0, 2π]. ������ ���� ��� "������ ���#���� ��
f(x, y, z) = 4. ������� ��� ����% ��� #���"������ �� ��� ���� #�����
��" ��� ������ �� ������� ������ Oz4�2���

6� �� ���� Γ = {M(x, y) : (x − 1)2 + y2 = 1}, ���� ��� "��4
���� ���#���� f(x, y) = x ������� �����" Ox4�2��� <��" ��� ������ ��
��������



--- 1� �(�� (�������

&� ��� A(a, 0), B(0, b)% n = [AB], ,� ��� �� ���� AB ��" ��� m =

[.AB], ,� ��� ��# �� ��� ������� x2

a2
+ y2

b2
= 1 ���#� #����#�� A ��" B.

�� �������# ����� [AmBnA] �� ���"�" ���� � "������ ���#���� f(x, y)
�� ��� ����� M(x, y), ���#� �� ����� ����� ��� ����� �� ��� ���H�#����
�� M �� ��� Ox4�2��� <��" ��� ���� #������

7� ��� A(1, 1), B(1,−1) ��" [	AOB] ,� ��� ��# �� ��� ����,��� x =

y2. �� ����� [	AOB] ∪ [AB] ���� ��� "������ ���#���� f(x, y) = x+ 1
������� �����" Ox4�2��� <��" ��� ������ �� ��������

3� ��� A(1, 1) ��" B(2, 0) ,� ��� ������ �� ��� xOy4������
<��" I =

�
[OA]∪[AB]

(x3 + y3)ds.

'.� <��"
�
C
xyds, ����� C �� ��� �F���� |x| + |y| = a > 0.

''� <��" I =
�
C

ds√
x2+y2+4

, ����� C �� ��� �� ���� ���#� #����#�

��� ������ O(0, 0) ��" A(1, 2).

'-� <��"
�
C
xyds, ����� C �� ��� #���� x2

a2
+ y2

b2
= 1, x, y ≥ 0.

'/� <��"
�
C

ds
x2+y2+z2

, ����� C :





x = 2 cos t
y = 2 sin t
z = bt

, t ∈ [0, 4π].

'0� <��" ��� ��� �� �� ��� ��# �� � #���# ����2K x = 2et cos t,
y = 2et sin t, z = 2et, ,������ O(0, 0, 0) ��" A(2, 0, 2).

'1� <��" ��� ��� �� ��" ��� ���� #����� �� ��� ��# �� � #�#���"K

�
x = a(t− sin t)
y = a(1 − cos t)

, t ∈ [0, π].

'6� <��" ��� ���� �� ��� �������4���� x2

a2
+ y2

b2
= 1 �� ��� "������

���#���� �� f(x, y) = |y| .

'&� <��"
�
C

(x+ y)ds, ����� C �� ��� ��#K





x = t

y = 3t2√
2

z = t3
, t ∈ [0, 1].

'7� ��� ������� ���� �� )�" ��� ��"� ���� �� ��� ����,���# #����"��
y = 3

8
x2, ,���"�" ,� ��� ������ z = 0, x = 0, z = x, y = 6.

'3� �������

/

C

xdy, ����� C �� ��� "���#� �������" *��� ��������#

�����+ #���� ���#� ,���"� ��� ����� �� �����5�" ,� ��� #���"������ �2��
��" ��� ���� x

2
+ y

3
= 1.

-.� �������

/

C

xydx + x2dy, ����� C �� ��� ��# �� ��� ����,���

y = 4x2 ,������ O(0, 0) ��" A(1, 4), #��#9���� �������"�
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-'� <��" ��� ���9 �� ��� )��"
−→
F (x, y) = xy

−→
i + x2−→j �� ��� ���4

����� �������" #�����K
�+ ��� ��#��� �� ����� [OABCO],�����A(0, 1), B(2, 1) ��"C(2, 0).

�� ����������� �� O → A→ B → C →).
,+ ��� #���� [OBAO], ����� [OB] ��" [AO] ��� �� ����� �� �����%

[BA] �� �� ��# �� � #��#�� �� ��"��� 2, B(2, 0) ��" ��� �� �� ∡(AOB) ��
�F��� �� 60◦. �� ����������� �� O → B → A→ O.

#+ ��� ����� �� ����� [ABCA], ����� A(1, 2), B(3, 4) ��" C(5, 1).
�� ����������� �� A→ B → C → A.

"+ ��� #���� [OmAnO], ����� A(1, 1), [OmA] �� ��� ��# �� ���
����,��� y = x2 ��" [AnO] �� ��� ��# �� ��� ����,��� x = y2. ��
����������� �� O → A→ O.

--� <��"

/

C

−→
F 	 d−→r , ����� −→r (t) = t

−→
i + t2

−→
j + t3

−→
k , t ∈ [0, 1] ��"

−→
F (x, y, z) = (y, z, 2x). �� ����������� �� C �� ��� "���#� �����������
��"�#�" ,� ��� ����� �� t ���� 0 �� 1.

-/� <��" ��� ���9 �� ��� )��"
−→
F (x, y, z) = xy

−→
i + xz

−→
j + yz

−→
k ��

��� ���� ���� ����� [ABCO], ����� A(3, 0, 0), B(3, 3, 0) ��" C(0, 3, 3).
�� ����������� �� A→ B → C → O. (� ���� )��" � #����������� )��";
(� �� �� ��% #������ � ��� ������ ��� ���9 �� ��� )��"E

-0� <��" α ∈ R ��#� ���� ��� ���� ��� I(α) =

/
(αxy−1)dx+3x2dy

"��� ��� "����" �� ����� ��� #������

(2,3)/

(1,1)

(αxy − 1)dx + 3x2dy ���

���� ���� ����" ����� �� α.
-1� 	���� ���� ��� �������� "�B�������� ����� ��� �2�#� �� ����

������ #����#��" "������ *"��#��,� ����E+ ��" ���� )�" ����� �����4
������

�+dx+dy+dz
x+y+z

; ,+xdx+ydy+zdz√
x2+y2+z2

; #+xdy+ydx√
x2+y2

.

-6� ��� ��� ��������K area(D) =

/

∂D

xdy = −
/

∂D

ydx = 1
2

/

∂D

xdy−ydx

�� ��"�� �� )�" ��� ����� �� ��� ) ���� ,���"�" ,� ��� �������� #����"
#�����K

�+x2 + y2

4
= 1; ,+

�
x = a cos3 t
y = a sin3 t

, t ∈ [0, 2π]. #+

�
x = t− sin t
y = 1 − cos t

, t ∈
[0, 2π], ��" ��� Ox4�2���

-&� <��" ��� ��� �� ��" ��� ���� ,���"�" ,�



--0 1� �(�� (�������

Γ :

�
x = R(2 cos t− cos 2t)
y = R(2 cos t− sin 2t)

, t ∈ [0, 2π], R > 0.

-7� ��� Γ :





x = t cos t
y = t sin t
z = t

, t ∈ [0, π] ,� � ���� ���� ��� "������

���#���� f(x, y, z) = x2 + y2. <��" ��� �����# ������ �������� �� xOy4
������

-3� ��� Γ = {M(x, y) : x2 + y2 = a2 ��" x + y + z = 0} ���� ���
"���#� ����������� ��"�#�" ,� ��� "���#� ����������� �� ��� ����� xOy.

������� ��� ���9 ��
−→
F = (1, x, z) �� Γ.

/.� ��� P1 ,� ��� ����,��� x = y2 ��" ��� P2 ,� ��� ���F�� ����,���
���#� #������� ��� ������ B(3,−

√
3), A(3,

√
3) ��" C(2, 0). <��" ���

���� ,���"�" ,� ����� ����,�����
/'� �������K

�+
� (2,−1)

(−1,1)
x(1 + x)dx− y(1 + y)dy; ,+

� (−2,1,5)

(0,0,0)
x2dx+

√
ydy− z

√
zdz;

/-� <��" V (x, y) �� dV = (4x + 2y)dx + (2x − 6y)dy. ��� ���� ��
����� ��� "�B�������� �F������ y′ = 4x−6y

6y−2x
.
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%�('�� ���������

#$ %�('�� ��������� �� ����������$

� �	���	 �� � 
��� ��	
� �� � ,���"�" ����� #����" "����� *�� ����
��" #����#��" ,���"�" ��,��� �� R2�� ����� ���� ��� ,���"���+D ����
� �����
# ����
�� f(x, y) "�)��" �� ��� (� ���#��#�� �����#������ f(x, y)
��  ������ �� �F��� ���� 5���� ?�� ���� �� ����� #����"�� ��� "������
���#���� f : D → R �� ���� ��,������ ������ ��" �� ,� ���#����� #�����4
����� ��� ����� ��� f �� ,���"�" ��" #��������� �� D �2#��� ���,�
� )���� ����� �� ������ �� ������ #����� *���#� ���� ���� 5���E+� ��
,���"��� ∂D �� D �� #����"���" �� ,� � ���#����� ������ #���� *��
�����#���� �� ��� � 5��� ����E+� ��� �� ��#��� ��� "�)������ & �� ��� ����
�� � ����� ) ���� :� ��� ���� � ����� ) ��� A ��� ���� *�������+
σ(A) �� ��� ��� ε > 0 ����� �2��� ��� ���������� ) ���� *)���� �����
�� ������������ *����� �������#����� "��� ��� #������ �������� ������E+
������ ��#��� ��� [a, b] × [c, d]+ Ei ��" Eo ��#� ���� Ei ⊂ A ⊂ Eo,
area(Eo)−area(Ei) < ε ��" area(Eo) ≤ σ(A) ≤ area(Ei). ��� �����
���� �� #�� ���� �����2����� ��� ) ��� A ���� ���������� ) ���� ����
����"� ��" ���� �����"� ���� :� 9��� ���� ��� "����� D ���#� �� ���
������� �� � ������ "�)��" �,��� ��� �� ���� *,�#���� ∂D �� ���#�����
������E+� :� ������ �� ���� #������ ������ ���� ��"% ,�#���� �� ����
���� �� �����2�������% �� ,� �� ���� � �����#���� ���� �� D, ������
���� D �� � ������ ��#��� �� [a, b] × [c, d] ��" f : [a, b] × [c, d] → R
�� � #��������� ���#���� "�)��" �� �� *��� ���#����� #��������� ���#4
���� #�� ���� ,� �����2�����" ���� #��������� ���#�����E+� ��� ���
��#��� �� *�� � �����#�E+ D = [ABCE] �� <� �'�

��� ∆x : a = x0 < x1 < ... < xn = b ,� �� ��,������ "�������
�� [a, b] ��" ��� ∆y : c = y0 < y1 < ... < ym = d ,� �� ��,������
"������� �� [c, d]. ��� Dij = [xi−1, xi] × [yj−1, yj] ��" ��� Pij(ci, dj) ,�
� ���9�� ����� �� Dij ��� ��� i = 1, 2, ..., n ��" j = 1, 2, ...,m. ?�
"�)������ ��� ���� �� Dij �� (xi − xi−1)(yj − yj−1) ��" D = ∪i,jDij.
��� �� ������ ��� ���� �∆x� → 0 ��" �∆y� → 0, ���� n → ∞
��" m → ∞, ���� area(Dij) → 0. @��#� �� #�� ���� �����2����� ���
"������ ���#���� f(x, y) �� Dij ���� ��� ����� �� ��� ���9�" ����� Pij,
���� f(x, y) ≈ f(ci, dj) ��� ��� (x, y) ∈ Dij. :� #�� �����9 ���� {ci}

--1
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F����� 1

��" {dj} ��� ���� �� ���9�� ������ ��� ∆x ��" ∆y �����#������� ���
�� #�� ���� �����2�����K

*'�'+ mass(D) ≈
n�

i=1

m�

j=1

f(ci, dj)area(Dij)
def
= Sf(∆x,∆y, {(ci, dj)})

��#� � ��� �� #����" � ����� ?���	�� ��� ���#� #��������"� ��
"�������� ∆x,∆y, �� ���9�� ������ {P (ci, dj)} ��" �� ���#���� f(x, y).
:� #�� ���� �����"�#� "��,�� !��,��2 ����K

s∆x,∆y =
n�

i=1

m�

j=1

mijarea(Dij) ��" S∆x,∆y =
n�

i=1

m�

j=1

Mijarea(Dij),

����� mij = inf
(x,y)∈Dij

f(x, y) ��" Mij = sup
(x,y)∈Dij

f(x, y).

(� �� ��� �� "�I#��� �� ����� ��" �� ����� ����� ��� ������� �� �����
 ���� �� #������ ((� <�� ������#�% ��� "��,�� ������� ���

Sf (∆x,∆y, {(ci, dj)})

��  ������ �� �F��� ���� ��� #��������"�� s∆x,∆y ��" �� �� ���� ���� ��
�F��� ���� S∆x,∆y .

D��������� -/. ( ����
�� f(x, y) ������ � 	 ������ ���
	����
D �� ?���	�� ��
���	��� � D �� 
���� �"��
� 	 ��	� ������ I ���� 
�	

�� 	�# ε > 0, 
���� �"��
� 	 ��	�� ������ δ ���������� � ε� ����

�	
 �� �∆x� < δ 	�� �∆y� < δ, 
��� |I − Sf(∆x,∆y, {(ci, dj)})| < ε
�� 	�# �	�9��� ���
� {(ci, dj)} ����������� 
 
�� �������� �∆x�
	�� �∆y� .  �� ������ I �� ���)��& �
 �� �	���� 
�� ����� ��
���	� �



'� !
�?�� (������� 
� ���������� --&

f � D 	�� �
 �� ���
�� �# I =

��

D

f(x, y)dxdy. *��� dxdy �� �	��


 �� 	 ���	��� ������
 � 	��	 � D. ��� �� 
�� ���
�	� �
	
�� ��
(xi − xi−1)(yj − yj−1). �� 
��� �	�
����	� �	�� �
�� �	�� � 	 ���
	�����
dxdy = dx 	 dy. 6� ��	�� ��� 
�	
 �� �����	� ��� 	���
�	�# ��	����

��� �� �
 
��� ��� ���
	��� �� 
�� �	�� � 	 ������

:� #��  ��� ���� ��� ����� ��� �������� ��� ��� �������� '0 ��"
'6�

T
����� &-. �C	���" ���
����� f : D → R �� ?���	�� ��
�$
��	��� �� 	�� ��# �� �� 	�# ε > 0, 
���� �"��
� δ > 0 ���� 
�	
 ��������
�∆x� < δ 	�� �∆y� < δ 
��� �� �	� 
�	
 S∆x,∆y − s∆x,∆y < ε.

� "���#� #����F���#� �� ���� #�������� �� ��� �������� ,���# ��������

T
����� &/. (�# ��
����� ����
�� f : D = [a, b] × [c, d] → R
�� ?���	�� ��
���	���� '�����& 	�# ��������� ��
����� ����
�� f
���� �
� �����
�� 	���� � 	 ���
	���� �� 	�� ?���	�� ��
���	����

�� �������� ������� �� � ,���# ������ ��� ���� �� ����� ���"� ����
������ A�������� ���� ����A% ���� ���� ���� �� 2 �� 3 "����������

T
����� &0. ��
��	
��� �����	� ��
 f : D → R �� 	 ��
�����
����
�� � 	 ���
	���� D = [a, b] × [c, d].  ��� f �� ��
���	��� 	��
*'�-+��

D

f(x, y)dxdy =

� b

a

	� d

c

f(x, y)dy



dx =

� d

c

	� b

a

f(x, y)dx



dy.

 ���� �	�
 �����	� �	#� 
�	
 ��
��� �� ��
���	
� f(x, y) ����
� y ���
c 
 d 	�� �
	�� 	 ��� ����
�� � x ����� �� ��	��# ��
���	
�� ���
a 
 b �
�� ���
 �)�	��
#�& � �� ���
�# ��
���	
� f(x, y) ����
� x ��� a

 b 	�� �
	�� 	 ��� ����
�� � y ����� �� ��	��# ��
���	
�� ��� c

 d �
�� ����� �)�	��
#��

P����. :� �������� ��� �,��� �������� �� ��� ��2� #����"���4

������ ��� J =

��

D

f(x, y)dxdy, I1 =
� b
a

�� d
c
f(x, y)dy

�
dx ��" I2 =

� d
c

�� b
a
f(x, y)dx

�
dy. �� ���,�� J �2���� ,�#���� �� ������� &/� ��

���� ��� I(x) =
� d
c
f(x, y)dy �� �� ���� ��� ���� � ��������� x. ���

I1 =
� b
a
I(x)dx ��" �� #�� ���� �����2����� �� ���� ������� ���� ��
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��� �������� ����K

*'�/+ I1 ≈
n�

i=1

I(ci)(xi − xi−1).

?�� ��#� ���� ��� I(ci) =
� d
c
f(ci, y)dy #�� ,� �����2�����" ,� ���4

���� ���� �� ��� ����K

*'�0+ I(ci) ≈
m�

j=1

f(ci, d
(i)
j )(yj − yj−1) ≈

m�

j=1

f(ci, dj)(yj − yj−1),

,�#���� dj ��" d
(i)
j ��� ,��� �� [yj−1, yj], �∆y� → 0 ��" f �� #����������

@��� ∆y �� ��� ����� �� ��� "�������� ∆
(i)
y #����"���" ��� ��#� ci, i =

1, 2, ..., n. ��� �� #��� ,�#9 �� ������� *'�/+ ���� ��� �����2�������
�� I(ci) ���� ������� *'�0+ ��" )�"K

I1 ≈
n�

i=1

m�

j=1

f(ci, dj)(yj − yj−1)(xi − xi−1) = Sf(∆x,∆y, {(ci, dj)}).

��� I1 #�� ,� ���� �����2�����" ���� "��,�� ������� ���� �� ���
����

Sf(∆x,∆y, {(ci, dj)}) ���#� f �� ������� ���� ��,��% ��� �� �����

���� ���� � ���F�� ����� ����� J =

��

D

f(x, y)dxdy. @��#� I1 = J.

��������� �� #�� ����� *"� ��E+ ���� J = I2% ����� I2 =
� d
c
J1(y)dy ��"

J1(y) =
� b
a
f(x, y)dx. ��������% I1 = I2 = J. �

E������ &-. ���� 
�� �	�� � 
�� ��	
� D = [0, 1] × [1, 2] �� 
��
�����
# ����
�� �� f(x, y) = x2y + xy2. 6� ��� 
�� �
��	
��� �����	
�0���,

mass(D) =

��

D

(x2y + xy2)dxdy =

� 1

0

	� 2

1

(x2y + xy2)dy



dx =

=

� 1

0

	
x2y

2

2
+ x

y3

3


����
2

1

dx =

� 1

0

	
x222

2
+ x

23

3
− x21

2
− x

1

3



dx =

=

� 1

0

	
3

2
x2 +

7

3
x



dx =

	
3

2

x3

3
+

7

3

x2

2


����
1

0

=
1

2
+

7

6
=

5

3
.

 �� 
��� �	��	�
 � 
�� �����	 �� ��	����� 
 ��9 ��
��
��

D

(x2y + xy2)dxdy =

� 2

1

	� 1

0

(x2y + xy2)dx



dy =



'� !
�?�� (������� 
� ���������� --3

� 2

1

�
x3

3
y +

x2

2
y2

����
1

0

�
dy =

� 2

1

	
y

3
+
y2

2



dy =

	
y2

6
+
y3

6


����
2

1

=
5

3
.

E������ &/. ��
 �� ����
� 
�� �	�� ���
�� �����	
�� � D
���� 
�� �����
# ����
�� �� 	 ��������� ��
����� ����
�� f(x, y).
�9 	
 ����0 	�� ��
 �� 	���"��	
� 
�� �
	
�� ����
 ���	
��� 
 Oy$
	"�� � 
�� ���
	���� Dij = [xi−1, xi] × [yj−1, yj] �# cif(ci, dj)area(Dij).
 ��� 
�� ����	�� �
	
�� ����
 � D ���	
��� 
 Oy$	"�� �	� �� ����
	���"��	
�� �#

n�

i=1

m�

j=1

cif(ci, dj)(yj − yj−1)(xi − xi−1) = Sxf (∆x,∆y, {(ci, dj)}),

	 ?���	�� ��� � ����
�� xf(x, y). *���� 
�� 
����
��	� �
	
�� �$
���
 My � 
�� �	���	 (D, f) ���	
��� 
 Oy$	"�� �	� �� ����
�� �#

�� �����	,

*'�1+ My =

��

D

xf(x, y)dxdy.

�� 
�� �	�� �	���� �� �	� ������ 	 �����	 �� 
�� �
	
�� ����

Mx � 
�� �	���	 (D, f) ����
� Ox$	"��,

*'�6+ Mx =

��

D

yf(x, y)dxdy.

 �� �����	
�� (xG, yG) � 
�� �	�� ���
�� G � 
�� �	���	 (D, f) 	��
������ ���� 
�	
 �� �� �����
�	
� 
�� �	�� � D 	
 
�� ���
 G, 
���
�
� ����
� � 
��� �	�
 �#�
�� ���
 ������� ��
� 
�� ����������

���	� ����
�& ����

My =

��

D

xf(x, y)dxdy = xG 	mass(D),

	��

Mx =

��

D

yf(x, y)dxdy = yG 	mass(D).
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 ��� �� 7��
 �
	���� 
�� �	��� �����	�,

*'�&+ xG =

��

D

xf(x, y)dxdy

��

D

f(x, y)dxdy

, 	�� yG =

��

D

yf(x, y)dxdy

��

D

f(x, y)dxdy

.

�� ���
	���& ��
 �� ����
� 
�� �	�� ���
�� � 
�� �)�	�� D = [−1, 1]×
[0, 2] ��
� 
�� �����
# ����
�� f(x, y) = y. ����
 � 	�� ��
 �� ���	�9

�	
 D �� �#���
��� ����
� Oy$	"��� '�����& 
�� ���
����
�� � 
��
�	�� �� �#���
��� ����
� 
�� �	�� 	"��, f(x, y) = f(−x, y) = y.  ���&
G �� � Oy$	"��& ���� xG = 0. �� ���� 
 ����
� yG �� ���� 

����
� 
� ��
���	��,

��

D

f(x, y)dxdy =

��

D

ydxdy =

� 1

−1

	� 2

0

ydy



dx = 2

� 1

−1

dx = 4

	��
��

D

yf(x, y)dxdy =

��

D

y2dxdy =

� 1

−1

	� 2

0

y2dy



dx =

8

3

� 1

−1

dx =
16

3
.

*���� yG =
16
3

4
= 4

3
. 6� ��	�� 	� 	� �"������ 
 
�� ��	��� 
 ����


�	
 yG = 4
3
�� 
�� �	�� ���
�� � 
�� ���� x = 0, y = t ∈ [0, 2],

��
� 
�� �	�� �����
# ����
�� f(x, y) = y. 8�� #�� ��
	
��� �������

 	�
����	
� 
��� �����
 	�� 
 �"��	�� 
��� ��������

E������ &0. ��
 �� ������ 
�� ����
� � ����
�	 IOx � 	 ������
���
	���� D ��
� �����
# ����
�� f(x, y), ���� D ���� 	���� Ox$
	"��� �� 	 �	
���	� ���
 P (x, y) ��
� 	 �	�� m, 
��� ����
 �
����
�	 �� �)�	� 
 y2m, ���� 
�� �	�� m ���
������ �# 
�� �)�	�� � 
��
���
	��� ��� P 
 
�� �
	
�� 	"�� Ox.  ���& �� �	� ���� 	���"��	
�

�� ����
 � ����
�	 � 
�� ���
	���� Dij ����
� Ox$	"�� ��
� 
��
)�	�
�
# d2

jf(ci, dj)area(Dij).  ��� 
�� ���	� ����
 � ����
�	 � D
���	
��� 
 Ox$	"�� �	� �� ���� 	���"��	
�� �#

n�

i=1

m�

j=1

d2
jf(ci, dj)(yj − yj−1)(xi − xi−1) = Sy2f (∆x,∆y, {(ci, dj)}).

*����& �� �	� ���
� 
�� �����	,

*'�7+ IOx =

��

D

y2f(x, y)dxdy.
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(�	�����#& �� �	� ������ 
�� ������� �����	 �� 
�� ����
 �
����
�	 � D ����
� Oy$	"��,

*'�3+ IOy =

��

D

x2f(x, y)dxdy.

 �� ��� IO = IOx+IOy =

��

D

(x2+y2)f(x, y)dxdy �� �	���� 
�� ����


� ����
�	 ����
� O.
��
 �� ����
� �� ���
	��� 
�� ����
 IOy � D = [0, 1] × [0, 1]

��
� 
�� �����
# ����
�� f(x, y) = xy.

IOy =

��

D

x2f(x, y)dxdy =

� 1

0

	� 1

0

x3ydy



dx =

� 1

0

x3

	� 1

0

ydy



dx =

1

2

� 1

0

x3dx =
1

2
	 1

4
=

1

8
.

��� �� ���� #������ IOx ��� ��� ��#��� �� �� ) ��� <� �-� :�������
�� ���� �� "������ ���#����  ����% �� #����"�� �� �� ,� ��� #�������
���#���� f(x, y) = 1.

F����� 2

��� �� ����K

IOx =

��

D

y2dxdy =

� 1

−1

y2

	� 1

−1

dx



dy = 2

y3

3

����
1

−1

=
4

3
.

E������ &1. 6� 	�� �	� ����
� 
�� ����� � ��� 
#�� �
3D$��	��� �	���� ���
	����	� �#�������	� ������ �� ����1
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F����� 3

�� �	�� 	 �#�������	� ����	�� ��
� �
� �����
��" ����� 
�� ���
	����
[ABCD] �� 
�� xOy$��	�� 	�� 
�� �����	
��� ����� �	�	���� 
 
�� Oz$
	"��� 6� 	�� ��
����
�� 
 ����
� 
�� ����� � 
�� ���� , ������ �#

��� �#�������	� ����	��& �# xOy$��	�� 	�� �# 
�� ����	�� z = f(x, y) ≥
0, ���� 
�� ����� � 
��� ����	��& [A′B′C ′D′]. ��
 �� ������ 
�� �	���
���
	���� [ABCD] ��
 ��	�� ����	���� Dij = [xi−1, xi]× [yj−1, yj ] =
[P1P2P3P4] 	�� ��
 �� ���� 	� 	���
�	�# �	�9��� ���
 Pij(ci, dj) ��
�	�� Dij , i = 1, 2, ..., n 	�� j = 1, 2, ...,m.  �� ����� � 
�� �#�������	�
���� ����� �	� 	� 	 �	��� 
�� ���
	���� [P1P2P3P4] 	�� 	� 	 ��	
� 
��
����� [P ′1P

′
2P

′
3P

′
4] � 
�� ����	�� z = f(x, y) �	� �� ���� 	���"��	
��

����� 
�� 	��	 � Dij ��� 
 0� ��
� 
�� ����� � 	 �	�	����������
��
� 
�� �	��� 
�� �	�� ���
	���� [P1P2P3P4] 	�� 
�� �����
 f(ci, dj),
���� 
�� ��
��� ����� � �� ���
	����	� �#�������	� ���� �	� �� ����
	���"��	
�� ��
� ����� ?���	�� ���� � 
�� ���,

n�

i=1

m�

j=1

f(ci, dj)(yj − yj−1)(xi − xi−1),

���� 
��� �	�
 ����� �	� �� ����
�� ��
� 
�� �����	,

vol =

��

$

f(x, y)dxdy.
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6��� f(x, y) �	� 	�� ���	
��� �	����& �� �	� ��� 
�� ��� �����	�
�����	,

*'�'.+ vol =

��

$

|f(x, y)| dxdy.

�� ���
	���& �� ����/ �� �	�� 	 ���
	����	� �#�������	� ��#
[ABCOA′B′C ′O′]. �� 
��� �	�� 
�� �	�	���������� ���� ��
� 
�� �	���


�� ���
	���� [ABCO] �� ��
�� �# 
�� ��	�� x
a

+ y
b

+ z
c

= 1 �� 
�� �����

�	�
� *���� z = c
�
1 − x

a
− y

b

�
, a > 1, b > 1 	�� 
�� ����� � ��

�#�������	� ��# [ABCOA′B′C ′O′] �	� �� ����
�� 	� �����,

vol =

� 1

0

	� 1

0

,
c− c

a
x− c

b
y
-
dy



dx =

� 1

0

,
cy − c

a
xy − c

2b
y2

-���
1

0
dx =

� 1

0

�
c− c

a
x− c

2b

�
dx =

�
cx− c

2a
x2 − c

2b
x
����

1

0
= c− c

2a
− c

2b
.

F����� 4

)$ %�('�� ��������� �� �� ��'�����* '�(���� ������

��� ��� ����� "������ *#����#��" ��,���� �� R2+ ���#� �� ���9 ����
�� ��� �������� ��� #����" *∂D ⊂ D+ ,���"�" ��" ���� � )���� ����
σ(D). ��� ����  ������ #��"����� �� ��� �� ���� �� ,� ����)�" �� ���#4
��#�� ���#� �� �� ������� ��� ���"� ���� #����" ,���"�" "������ D
���� � ���#����� ������ ,���"��� ∂D, �� ����� ����� ��� ���"� ��� ��#�
"������� (� �� ��� "�I#��� �� ����� *��� ��� ,� ����� #����"��������
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�� ��� #������ ���� ���� ���� ����+ ���� � ���#����� ������ ,���"��� *�
)���� ����� �� ������������ ������ #�����+ #�� ,� ���� ��" ���������
�����2�����" ,� ���� ���� ������ @��#� ��� ���� �� D #�� ,� �����4
�����" �� � ����� �� ����� �� ) ���� ,���"�" ,� ���� ���� ������ ���#�
��#� � ) ��� #�� ,� "���"�" ���� � ����� �� ������������ ����� ��� ��"
���#� � ����� �� #�� ,� ���� �����2�����" ���� ������ ��#��� ��� *"�
��E �� ���9 �� C���D+% �� )����� "�"�#� ���� ��� #����" ,���"�" "�����
D ���� � ���#����� ������ ,���"��� ∂D ��� �� ���� *�������+ σ(D)
*��� "�)������ &+ ��" ���� ���� �� � ����� �� ����� �� ���������� ) ����
*)���� ����� �� ������������ ������ ��#��� ���+� @��#�% �� �� ������� ��
�2���" ��� "�)������ �� ��� "��,�� ���� ��� �� � ������ ��#��� �� �� ��
���������� ) ��� E = ∪Ni=1Di, ����� Di = [ai, bi]× [ci, di], Di∩Dj = ∅
�� � ��,��� �� R2 ������� �������� ������ *������% �� ����� �� ������
�����% ��#�+% i �= j, ,� ��� �������� �������K

��

E

f(x, y)dxdy =
N�

i=1

��

Di

f(x, y)dxdy.

� A��������#��A �"�� �� �� #������� �� �2���" ��� "�)������ �� ��� "��,��
���� ��� �� � #����" ,���"�" "����� D ���� ���#����� ������ ∂D *⇒
area(∂D) = 0+% ���#� #�� ,� ���� �����2�����" ���� ����"� ��" ����

�����"� ���� ��� ��F���#�� E
(n)
ins ��" E

(n)
out �� ���������� ) ����% ,� ���

�������� �������K
��

D

f(x, y)dxdy = lim
n→∞

� �

E
(n)
ins

f(x, y)dxdy = lim
n→∞

� �

E
(n)
out

f(x, y)dxdy.

@��� E
(n)
ins ⊂ D ⊂ E

(n)
out, ��" lim

n→∞
σ(E

(n)
ins) = σ(D) = lim

n→∞
σ(E

(n)
out). 	��#4

��#���� ���� "�)������ #�� ��� ,� ���" �� ���E ���% �� ����� ��� ���
�������� �2������#� �� ��9� � ��� ��� "�)������ �� ��� "��,�� ���� ���
�� ��� #���� �� ����� "������ D H��� ��������" �,���� ?� diam(D)%
��� ��	��
�� �� � ,���"�" "����� D% �� ���� ��� �������� ���,��K

diam(D) = sup
*###

−−−→
MM ′

### : M,M ′ ∈ D
+
.

<�� ������#�% ��� "������� �� � #����" "��# B[A, r] �� 2r, ���� ��� �����
"�������� �� "������� �� � ��#��� �� , �� �F��� �� ��� ��� �� �� ���
�� ��� "�� ����� �� "������� �� � ��������� ��� �� �F��� �� ��� ��� ��
�� ���  ������� "�� ����� ��" �� ��E � ������� ∆ �� ��� "����� D
*��9� �,���E+ �� � )���� ��� �� "������ Di , i = 1, 2, ..., n, �� ��� ����
���� ��9� D% ��#� ���� ∪Di = D ��" Di ∩ Dj = ∅ �� � ) ��� ��
5��� ���� *�� ��#� ������ �� ���#����� ������ #�����E+ ��� i �= j *���
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<� �1+� �� ��� �� � "������� ∆ �� ��� �������� ����� ����� ����
���,��K �∆� = max{diam(Di) : i = 1, 2, ..., n}. � ��
 � �	�9���
���
� {Pi(ci, di)} , i = 1, 2, ..., n ��� � "������� ∆ �� � ��� �� ���� )2�"
������ Pi(ci, di) ∈ Di ��� ��� i = 1, 2, ..., n. <�� � ���#���� f : D → R%
��� � "������� ∆ �� D ��" ��� � ��� �� ���9�� ������ {Pi(ci, di)} ��
"�)�� ��� #��������"�� ������� ���K

*-�'+ Sf(∆, {Pi(ci, di)}) =
n�

i=1

f((ci, di))area(Di).

F����� 5

D��������� -0. ( ����
�� f : D → R �� �?���	��� ��
���	���

� D �� 
���� �"��
� 	 ��	� ������ I ����
�� �#

��

D

f(x, y)dxdy� ����


�	
 �� 	�# ��	�� ε > 0, 
���� �"��
� 	 ��	�� δ ���������� � ε� ��
�

�� ������� �����
#, �� ∆ �� 	 ������� � D ��
� �∆� < δ, 
���
|I − Sf(∆, {Pi(ci, di)})| < ε �� 	�# ��
 � �	�9��� ���
� {Pi(ci, di)}
� ∆.  ��� ��	�� 
�	
 �� �	� ���� 	���"��	
� 
�� ������ I ��
�
?���	�� ���� � 
�� ��� Sf(∆, {Pi(ci, di)}), ���� �∆� → 0.

:� ����� ����� ������� � ����� ���� ������� ���#� ��� ����� ���
���� ��� #��������"�� ������� ��� ��� ������ ������� ���� ��� �����4
"�#�" ��" ���"��" �� #������ ((� (� ���� ��� ,� �� "�I#��� ��� ��� ���"��
�� ������� ��� ������  ���� ������ (� ���� "�I#������ ���� ������% ���9
�� C���D ��� #������� �������

T
����� &1. ��
 D �� 	 ��	�� ��	�� ��9� 	��� 	�� ��
 f : D →
R �� 	 ?���	�� ��
���	��� ����
���  ��� f ���
 �� �������
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��� ���� ������ ���� ���� ��� #���� �� ���� ��,�� ���#����� �� ��#��"�"
�� ��� #���� �� ,���"�" ���#������ ��� �� ��� ��� ���#���� #����"���"
,� �� �� ��� �������� �� ������" �� ,� ,���"�"�

��� D ,� ��9� �,���% ��� ∆ = {Di}, i = 1, 2, ..., n ,� � "������� �� D
��" ��� f ,� � ,���"�" ���#���� "�)��" �� D ���� ������ �� R� ���
mi = inf{f(x, y) : (x, y) ∈ Di} ��" ��� Mi = sup{f(x, y) : (x, y) ∈ Di}
��� ��� i = 1, 2, ..., n. ���

s∆(f) =
n�

i=1

mi 	 area(Di)

�� #����" ��� ������� C	���" ��� �� f �������� �� ∆ ��"

S∆(f) =
n�

i=1

Mi 	 area(Di)

�� ���" �� ,� ��� ������� C	���" ��� �� f �������� �� ∆. (� �� #����
����

m 	 area(D) ≤ s∆(f) ≤ Sf(∆, {Pi(ci, di)}) ≤ S∆(f) ≤M 	 area(D),

��� ��� ��� �� ���9�� ������ {Pi(ci, di)} �� ��� "������� ∆, ����� m =
inf{f(x, y) : (x, y) ∈ D} ��" M = sup{f(x, y) : (x, y) ∈ D}. ���#� ���
��� {s∆(f) : ∆  ��� �� ��� ��� �� ��� "�������� ��D} �� ����� ,���"�" ,�
M 	area(D), �� ��� � ����� ����� ,���" I∗(f). ���#� ��� ��� {S∆(f) : ∆
 ��� �� ��� ��� �� ��� "�������� �� D} �� ����� ,���"�" ,� m 	 area(D),
�� ��� �  ������� ����� ,���" I∗(f). (�  ������% I∗(f) ≤ I∗(f).

T
����� &6. �C	���" ���
����� ��
 D �� ��9� 	��� 	�� ��
 f :
D → R �� 	 ������ ����
���  ��� f �� ��
���	��� � D �� 	��
��# �� I∗(f) = I∗(f), ���� �� 	�� ��# �� �� 	�# ε > 0 
���� �"��
� 	
δε > 0 ���� 
�	
 �� �∆� < δε 
��� S∆(f) − s∆(f) < ε. �� 
��� �	�
 �	��

I∗(f) = I∗(f) =

��

D

f(x, y)dxdy.

��� #�������� �� ���� ������ �������� �� ���� �� ����� ���� � ���#4
�)�" #���� �� ���#����� �� ���� ��,���

T
����� &&. ��
 D �� 	 ����� ������ ��	�� ��	�� ��
� ∂D 	
��������� ��
� ����� 	�� ��
 f : D → R �� 	 ��
����� ����
��
������ � D.  ��� f �� ��
���	��� � D. �� f �� ��
����� � 	 ���$
��
 D
A � D ���� 
�	
 A �	� 	� 	��	 �)�	� 
 ���& 
��� f �� 	��
��
���	��� � D.

P����. :� ����� ���� ��� )��� ��������� �� ��� �������� ���#�
D �� #����" ��" ,���"�"% D �� � #����#� ��,��� �� R2. ���#� f ��
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#���������% �� �� ��������� #��������� *��� C��D% ������� 13+� (� ��"��
�� ����� ���� f �� ���� ��,�� �� ����� ��� ��� �,��� !��,��2 #��������
*��� ������� &6+� <�� ����% ��� �� ��9� � ����� ε > 0. �� �������
#��������� �� f ������� ���� ����� �2���� � ����� δ > 0 *"����"�� �� ε+
��#� ���� �� �,�′ ∈ D ��" ��− �′� < δ, ���� |f(�) − f(�′)| < ε

area(D)
.

��� �� ��9� � "������� ∆ = {Di}, i = 1, 2, ..., n �� D ���� �∆� < δ�
���#� ��#�Di �� � #����#� ��,��� �� R2 ��" ���#� f �� #���������% �����
�2��� �(i) ��" �′(i) �� Di ����

mi = inf{f(x, y) : (x, y) ∈ Di} = f(�(i))

��"

Mi = sup{f(x, y) : (x, y) ∈ Di} = f(�′(i))

*��� C��D% ������� 17+� @��#�

S∆(f) − s∆(f) =
n�

i=1


f(�′(i)) − f(�(i))

�
	 area(Di) ≤

≤
n�

i=1

��f(�′(i)) − f(�(i))
�� 	 area(Di) <

ε

area(D)

n�

i=1

area(Di) = ε,

,�#���� �∆� < δ ������� diam(Di) < δ ��" ��%
##�′(i) − �(i)

## < δ.
��� �� #�� ����� ��� ������� #��������� �� f ��" )����� ��  �� ����
S∆(f) − s∆(f) < ε, ���� ���� f �� ���� ��,��� �

R����� -&. 8� 
 �� �� ���� ����� ������ ��	��� Di ��
�
��������� ��
� ����	����& 	� �����	��� � 	 ������� ∆ � 	 �"��
��	�� D � 
�� �	�� 
#��� +���� 	�# ���� �����	�� Di �	� ��
���� 	���"��	
�� ��
� ������
	�# ������ ����
� ���� � ������	�$
��� ������ ���
	������ � ��
� ���
� ����� � ������	���� 
��	�����&
�����& �	�	������	��& �
��& �� �	� ����
�
�
� 
���� Di �� �����
�� �/ �
�� 
����� >A ��
� 
��	�����& �����& �	�	������	��& �
�� �
 �� ���	� 
�	

�� �����	� �
 �� �
 ������� 
 ���� 	 ��	�� D ��
� ������	����
�����& �� ���
	���� -�
& �� 	�# ��	�� ε > 0, 
���� �"��
� ���� 	 ����
� ����� Uε ⊂ D, ���� 
�	
 area(D
Uε) < ε. *���� �� �	� ��9 ��
�

�� ������� 	�
���	
��� �)���	���
 �����
�� �� 	� ��
���	��� ����
��
f. 6� �	# 
�	
 f : D → R �� �?���	��� ��
���	��� � D �� 
���� �"$
��
� 	 ��	� ������ I ���� 
�	
 �� 	�# ��	�� ε > 0 	�� η > 0 
����
�"��
� 	 ���� Uη = {Bi} � ������	���� �����& ���� 
�	
 Uη ⊂ D,
area(D
Uη) < η 	�� |I −�n

i=1 f((ci, di))area(Bi)| < ε �� 	�# ��
 �
�	�9��� ���
� {Pi(ci, di)}, Pi(ci, di) ∈ Bi, i = 1, 2, ..., n. +����	��# ��
�	� ��9 ��
� 
��	�����& �	�	������	��& �����	� ���
	�����& �
��& ���
�	�
� ������
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�� �������� ������ ��� �� ����� ���� ,���# ���������� �� ��� "��4
,�� ���� ����

T
����� &7. 	� 
�� �	����� f �

��

D

f(x, y)dxdy �� 	 ����	�

�	����� ������ � 
�� ���
� ��	�� Int(D) � 	�� ��
���	��� ����
���
������ � D.  ��� ��	�� 
�	

��

D

[αf(x, y) + βg(x, y)]dxdy = α

��

D

f(x, y)dxdy + β

��

D

g(x, y)dxdy.

�� 
�� �	�� � 	 �	���	 (D, f) �	� �� ����
�� 	� �����,

mass(D) =

��

D

f(x, y)dxdy.

�� �	�
����	� 
�� 	��	 � D �� �)�	� 


��

D

dxdy.

�� �� f ≤ g � D, 
���

��

D

f(x, y)dxdy ≤
��

D

g(x, y)dxdy. �� �	�$


����	�& �� f ≥ 0 � D, 
���

��

D

f(x, y)dxdy ≥ 0.

��

������

��

D

f(x, y)dxdy

������
≤

��

D

|f(x, y)| dxdy.

��

��

D

f(x, y)dxdy = f(x0, y0) 	area(D), ����� f �� ��
����� 	��

(x0, y0) �� 	 ���
 � D �
�� ��	� �����	��  ��� �����	 �	#� 
�	

	�# ���������� ��	
� �	� 
�� �	�� �	�� 	� 	 ������� ��	
�
��
� 
�� �	�� ��	�� D 	�� 
�� ���
	�
 �����
# �)�	� 
 
�� �	���
� 
�� ���
�	� �����
# ����
�� 	
 	 ���
	�� ���
 � D. �� �	�
����	�&

�� f �� ��
�����& f(x, y) ≥ 0 	��

��

D

f(x, y)dxdy > 0, 
��� f ��

�
 ��� 	
 ��	�
 � 	 ��	�� ���� ��
	���� �� D. '�����& �� f ≥ 0

	��

��

D

f(x, y)dxdy = 0, 
��� 
�� ��
 A � ���
� (x, y) �� �����

f(x, y) > 0 �	� 	��	 �)�	� 
 ��� �
�� ��� � 
��� �
	
����
 �� ���
��3���
��
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�� �� ∆ = {Di}, i = 1, 2, ..., n �� 	 ������� � D& 
���
��

D

f(x, y)dxdy =
n�

i=1

��

Di

f(x, y)dxdy.

���#� �� ���� �� �B�#���� �����" �� #������ � "��,�� ���� ��� ��
�� ��� ������� ����% �� �������� ��� ���9 ���� ���� �2������� ���
�� #������� ��� ���"� ,� ��������� � ,���# �����" ��� #������� 
"��,�� ���� ����% ������ ��� A��������� �����"A� �� ���� #���� ����
��� ��#� ���� ,� ���� ���� �����" �� ����� ��"�#� ��� #���������� ��
� "��,�� ���� ��� �� ��� ��##������ *���������+ #��#������� �� ��� ������
������� ���� ����� :� ,� �� ���� ���� �����F��������

:� ��� ���� � "����� D ��9� �,��� *#����"% ,���"�" ��" ∂D �� �
���#����� ������ #����+ �� ������ ����
� Ox$	"�� �� ��� ����� �� ����
x = x0, �������� ��Oy4�2��% x ∈ (a, b), ����� [a, b] = prOx(D), �������#��
��� ,���"��� ∂D �� ��� �� ��� "�����#� ������ *��� <� �6+� �� ���"��
#�� ������ �,����� ���� ��� "����� D ���� <� �6 �� ���� ������ ������
Oy4�2��� ��� [c, d] = prOy(D) ��" ��� , = [a, b] × [c, d] = [LMNP ] ,�
A��� �����A ������ ��#��� �� ���#� #������� D *��� <� �6+� :� �����

��� ,���"��� ∂D �� � ����� �� ��� ��#�K ∂D = [ �ABUC] ∪ [ �CEV A].

������ ���� � ���������5����� �� [ �ABUC] ��K

�
x = x, x ∈ [a, b]

y = α(x)
% �

���������5����� �� [ �CEV A] ��K

�
x = x, x ∈ [a, b]

y = β(x)
��" ���� α(x) ≤

β(x) ��� ��� x ∈ [a, b].

F����� 6
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:��� ����� �������� ��" "�)������� ��� ��� ��� �������� ,���#
�������

T
����� &3. ��
��	
��� �����	� �����	� ��
 D �� 	 ������ ��	��
����
� Ox$	"�� ��9� 	��� 	�� ��
 f : D → R �� 	 ��������� ��
�����
����
�� ������� 	�� ��
����� � D �"���
 	 �����
 � ��� 	��	�
������ � D�  ���

*-�-+

��

D

f(x, y)dxdy =

� b

a

�� β(x)

α(x)

f(x, y)dy

�
dx.

*��� I(x) =
� β(x)
α(x)

f(x, y)dy �� 	� ��
���	� ��
� 	 �	�	��
�� x �� �
�

�����	� ��� ���� �����	 �0�����  ��� �����	 �	#� 
�	
 �� ����

 ����
� 	 ����� ��
���	� � 
��� �	�
����	� 
#�� � ��	�� D, ��
�" 	� x � [a, b], 
�� ��7��
�� � D � Ox$	"��& ��
 
�� ��	�� D
��
� 
�� ���
��	� ���� ����� �	���� 
����� x 	�� �
	�� 
�� ������

[UV ], ����� U(x, α(x)) 	�� V (x, β(x)), ����
� 
�� ������ ��
���	�

I(x) =
� β(x)
α(x)

f(x, y)dy ��
� 	 �	�	��
�� x, 	��� 
��� ������
 	�� �$

�	��# ����
� 
�� ��"
 ������ ��
���	�
� b
a
I(x)dx. �� �	�
& �� 7��
 ��$

��
�� 
�� �	�� I(x) � 
�� ������
 [UV ], ����� ������� � x, 
��� ��

��	�� 
�� ����
� b
a
I(x)dx � 	�� 
���� �	���� I(x).

P����. :� �����" �� ��� ��� ������� ��������� ������� ��� � ��#4
��� �� *��� ������� *'�-++ ��� �� �2�������4���#���� "f(x, y) : , =
[LMNP ] → R �� f : D → R �� ,. :� ������ �2���" f ���� D ��
��� ��#��� �� , = [a, b] × [c, d] ,� ������ 5��� �� ��� ��� ������ ��
,
D :

"f(x, y) =

�
f(x, y), �� (x, y) ∈ D
0, �� (x, y) ∈ ,
D

.

���#� ���� ���#���� �� #��������� �� , �2#��� ���,� ��� ������ �� ∂D,

���#� ��� 5��� ����% �� #�� ����� ������� && ��" )�" ���� "f �� ����4
 ��,�� �� , ��"
��

D

f(x, y)dxdy =

��

$

"f(x, y)dxdy −
� �

$
D

0 	 dxdy =

��

$

"f(x, y)dxdy.

?�� ��� �� #�� ����� ��� ��������� ������� *'�-+ ��� ��� ��#��� ��
, = [a, b] × [c, d] ��" )�"K

��

$

"f(x, y)dxdy =

� b

a

	� d

c

"f(x, y)dy



dx =



-� !
�?�� (������� 
� �� ��?(���O ?
��!�! !
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=

� b

a

�� α(x)

c

"f(x, y)dy +

� β(x)

α(x)

"f(x, y)dy +

� d

β(x)

"f(x, y)dy

�
dx =

=

� b

a

�� β(x)

α(x)

f(x, y)dy

�
dx.

�

<�� ������#�% ��� �� #������ ��� ���� �� ��� ����� D ���� ���
"������ ���#���� f(x, y) = 3xy2, ����� D �� ��� "����� ,���"�" ,�
��� ���� y = x ��" ��� ����,��� y = x2. ���#� x ∈ [0, 1] ��" ���#�
x ≥ x2, ���� x ∈ [0, 1], ��  ��K

mass(D) =

��

D

3xy2dxdy =

� 1

0

x

	� x

x2
3y2dy



dx =

� 1

0

x 	 y3
��x
x2
dx =

� 1

0

x 	 (x3 − x6)dx =
x5

5
− x8

8

����
1

0

=
1

5
− 1

8
=

3

40
.

R����� -7. �� 
�� ��	�� D �� �
 ������ ����
� Ox$	"�� ��
 �

�� ������ ����
� Oy$	"�� ���� ����>� �� �
	�� 
�� 	�	���� �����	,

*-�/+

��

D

f(x, y)dxdy =

� d

c

�� γ(y)

δ(y)

f(x, y)dx

�
dy,

����� x = δ(y), y = y �� 
�� �	�	��
���	
�� � 
�� 	�� [ �XW4SGmY ]

	�� x = γ(y), y = y �� 
�� �	�	��
���	
�� � 
�� 	�� [ �YW1TW2nHW3X]
�D��� 
��� �	�
 �����	%��

��� ��� ������#� ��� "����� D ,���"�" ,� ��� �������� #�����K
x = y2 + 1, x = 1, ��" x = 5. ��� �� #������ ��� #���"������ �� ���
���� #����� G(xG, yG).:������� ���  ���� �� �� "������ ���#����% ����
����� ���� ��� ����� D �� ��#���� #����"���" �� ,� ���� ����� ����
��� #������� "������ 1. $�������% D �� ��������# ������ Ox4�2��% ��
���� yG = 0 *����� �� ,� ���� #��#�������E+� ���#� � "��,�� ���� ��� ��
�  ������ "����� D ��9� �,��� #�� ,� ���� �����2�����" ,� ���� ��
"��,�� ���� ���� �� ������ ��#��� ���% ��� ��� �������� ���� *'�&+ ��"
*'�7+ #�� ,� ���" ��� ��� �����#��� ���� "����� D. @��#�% �� ���" ��
#������ ��� "��,�� ���� ����K

mass(D) = area(D) =

��

D

dxdy = 2

� 5

1

�� √
x−1

0

dy

�
dx =



-0- 6� !
�?�� (�������
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= 2

� 5

1

√
x− 1dx = 2

(x− 1)
3
2

3
2

�����

5

1

=
4

3
	 4

3
2 =

32

3
.

��� �� #������ ��� ��� �����# ������ ������ Oy4�2��% ,� ���� �������
*-�/+ *"�#������� D ���� ��� ������������ ��,"������% #������
���� ���� ������ ,� ���� ������� *-�-++K

MOy(D) =

��

D

xdxdy =

� 2

−2

�� y2+1

1

xdx

�
dy =

=
1

2

� 2

−2

[(y2 + 1)2 − 1]dy =

� 2

0

[y4 + 2y2]dy =
24 	 11

15
.

���%

xG =

��

D

xdxdy

mass(D)
=

24�11
15
32
3

=
33

30
.

	���� ���� ���� xG �� ��� ���� ��9� ��� x4#���"������ �� ��� ���� #�����
�� ��� "����� D′ ,���"�" ,� y = 2, x = y2 + 1 ��" ,� x = 1.

��� �� ��� #������ ��� ������ �� ������� IOx(D) �� ��� ����� D
���� <� �7 ���� ��� "������ ���#���� f(x, y) = 2x. �� ������� �� ���
���� ������� ��� ��#��� ��� *��� ������� *'�7++ �2���"�" �� �  ������
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"����� D *��� #�� "�"�#� ���� ������� "���#���� !� ��E+K

IOx(D) =

��

D

y2f(x, y)dxdy =

��

D

2xy2dxdy =

=

� 2

0

2x

�� 2
√

2x

x2
y2dy

�
dx =

=
2

3

� 2

0

(16
√

2x
3
2 − x6)dx =

2

3

�
32
√

2

5
x
5
2 − x7

7

������

2

0

=
768

35
.
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(� �2����� &1 �� "�"�#�" � ������� *'�'.+ �� #������ ��� ������
�� � #����"��#�� ����" ,���"�" ,� � ��#��� ���� "����� D ��" A�,���A
,� � ���#� �� � �����#� z = f(x, y). �� ���� ���� �� �������� #�� ,�
�2���"�" ��� �  ������ "�����D ��9� �,��� ��" ��� ������� ������� ���

����K vol =

��

D

|f(x, y)| dxdy. ��� �� ����� ���� ������� �� #������

��� ������ �� ��� #����"��#�� ����" * �������" ,� ����� �������� �� Oz4
�2��+ ���� ��� ,���� ��� "����� D ,���"�" ,� ��� #���"����� �2��
Ox% Oy% ��" ��� ���� x + y = 1, ��" ������" A�,���A ,� ��� �����#�
z = x2 + y2. @��#�

vol =

��

D

(x2 + y2)dxdy =

� 1

0

	� 1−x

0

(x2 + y2)dy



dx =



-00 6� !
�?�� (�������

� 1

0

�
x2y +

y3

3

����
1−x

0

�
dx =

� 1

0

	
x2(1 − x) +

(1 − x)3

3



dx =

�
x3

3
− x4

4
− (1 − x)4

12

�����
1

0

=
1

3
− 1

4
+

1

12
=

1

6
.

E������� 7. ��
 D �� 	 ������ ��	�� ����
� Ox$	"�� 	�� ��
 [a, b]
�� �
� ��7��
�� � Ox$	"��� �� 	�# x ∈ [a, b] ��
 Mx(x, α(x)) 	��
Nx(x, β(x)), α(x) ≤ β(x) �� 
�� ���
� 	
 ����� 
�� ���
��	� ���� X = x
��
� ∂D, 
�� ����	�# � D. ��
 G(x, θ(x)) �� 
�� �	�� ���
�� �
��
�����
# ����
�� �� 1� � 
�� ������
 [MxNx]. ��
 (γ, f) �� 
�� ����
x = x, y = θ(x), 	�� f(x, θ(x)) = length[MxNx], ����� x ∈ [a, b] 	��
��
 H �� �
� �	�� ���
��� D��� 
�	
 H �� 
�� �	�� ���
�� � D.

E������� 3. +
	
� 	�� �����
 	 �������� 
#�� ���
���� �� ��$
��� ��
���	���

E������� '.. ��
 f, g : D → R �� 
� ��������� ��
����� ����$

��� ������ � 	 ��	�� D ��9� 	���� ��
 A = {(x, y) ∈ D :
f(x, y) �= g(x, y)}� 6� 	����� 
�	
 A �	� ��� 	��	� D��� 
�	
��

D

f(x, y)dxdy =

��

D

g(x, y)dxdy.

+$ ����� ����(��$ �&&���������$

�� �������� ������� #����#�� � ���� ���� ��� �� ��� ��#��" ����
���� � "��,�� ���� ���� ��#� �������� ��� ��������� ,�#���� ��� #��
��"�#� ��� #����������� ���� � "�������� �� �� �������� ����

T
����� 7.. �E���� �����	� ��
 D �� 	 ����� ������ ��	��
��
� ∂D 	 �����
 ����
�� �
������
��� �����
��� ��������� ��
�
	�� ������� ������ 6� 	�� 	����� 
�	
 
�� ��	�� D �� ������ ����
�

�
� 	"��� ��

−→
F (x, y) = P (x, y)

−→
i +Q(x, y)

−→
j �� 	 ��	�� ���� � ��	��

C1 ������ � D.  ���

*/�'+

/

∂D

Pdx+Qdy =

��

D

	
∂Q

∂x
− ∂P

∂y



dxdy.

 ��� �����	 �� �	���� 
�� E���� �����	�

P����. (� <� �3
�� ������ ��� �������� ���������5������K

*/�-+ arc[ACB] :

�
x = x

y = ϕ(x)
, x ∈ [a, b],



/� ����� <
�$���� �		�(��(
��� -01
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*/�/+ arc[BDA] :

�
x = x

y = ψ(x)
, x ∈ [a, b]−,

*/�0+ arc[DAC] :

�
x = α(y)
y = y

, y ∈ [c, d]−,

*/�1+ arc[CBD] :

�
x = β(y)
y = y

, y ∈ [c, d].

�+ :� )����� ����� ���� −
��

D

∂P
∂y
dxdy =

/

∂D

Pdx. (�"��"%

−
��

D

∂P

∂y
dxdy = −

� b

a

�� ψ(x)

ϕ(x)

∂P

∂y
(x, y)dy

�
dx =

=

� b

a

P (x, ϕ(x))dx−
� b

a

P (x, ψ(x))dx =

=

/

arc[ACB]

Pdx+

/

arc[BDA]

Pdx =

/

∂D

Pdx.

,+ :� ����� ��� ����

��

D

∂Q
∂x
dxdy =

/

∂D

Qdx. (�"��"%

��

D

∂Q

∂x
dxdy =

� d

c

�� β(y)

α(y)

∂Q

∂x
(x, y)dx

�
dy =
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� d

c

Q(β(y), y))dy −
� d

c

Q(α(y), y))dy =

/

arc[CBD]

Qdy +

/

arc[DAC]

Qdy =

/

∂D

Qdy.

:� ��� �"" ��� ��� �F�������� �,�����" �� �+ ��" ,+ ��" �� )�����  ��
��� ����� �������� �

R����� -3. �� �� ��	�� D �� �
 ������ ��
� ������
 
 ��
	"�� � 
 �
�& �� ���	9 �
 ��
 	 ���
� ������ � �����	��� �����
	�� ������ ����
� �
� 	"�� 	�� 
��# �������� 
�� 
��� �����
��� � D.
 ��� �� 	���# E���� �����	 �� �	�� � 
���� �	�
 ��	���� ��
 ��
� 
��� �� 
�� ��	�� D � ����0<&

F����� 10

������ �# 
�� 	�� [ABCDEFGHA] :
��

D

	
∂Q

∂x
− ∂P

∂y



dxdy =

��

D1

	
∂Q

∂x
− ∂P

∂y



dxdy+

+

��

D2

	
∂Q

∂x
− ∂P

∂y



dxdy +

��

D3

	
∂Q

∂x
− ∂P

∂y



dxdy =

Green
=

/

arc[GHABCEG]

Pdx+Qdy+

/

arc[EFGE]

Pdx+Qdy+

/

arc[CDEC]

Pdx+Qdy =



/� ����� <
�$���� �		�(��(
��� -0&

=

/

arc[GHABC]

Pdx+Qdy +

/

arc[CE]

Pdx+Qdy +

/

arc[EG]

Pdx+Qdy+

*/�6+ +

/

arc[EFG]

Pdx+Qdy +

/

arc[GE]

Pdx+Qdy+

+

/

arc[CDE]

Pdx+Qdy +

/

arc[EC]

Pdx+Qdy.

+����

/

arc[CE]

Pdx+Qdy+

/

arc[EC]

Pdx+Qdy = 0 	��

/

arc[EG]

Pdx+Qdy+

/

arc[GE]

Pdx+Qdy = 0, �� �����	 �1�A� �
 ���	���

��

D

	
∂Q

∂x
− ∂P

∂y



dxdy =

/

arc[GHABC]

Pdx+Qdy+

/

arc[CDE]

Pdx+Qdy+

+

/

arc[EFG]

Pdx+Qdy =

/

∂D

Pdx+Qdy,

���� �� �
	���� 
�� E���� �����	 �� 
�� ��	�� D.

E������ &6. ������	� �� 	��	� 	�	���� ��
 �� ��
 �� 
�����
:< � �� ���	�9 �; Q(x, y) = x 	�� P (x, y) = −y. 6� ��
 	�	�� 
��
9��� �����	 �� 
�� ����
	
�� � 	� 	��	 �# ����� ���� ��
���	��
� 
�� ����� 
#��,

area(D) =

��

D

dxdy =
1

2

/

∂D

xdy − ydx.

�� �� ��
 �� Q(x, y) = x 	�� P (x, y) = 0, �� ��


area(D) =

��

D

dxdy =

/

∂D

xdy.

�� �� ��
 P (x, y) = −y 	�� Q(x, y) = 0, �� ��


area(D) =

��

D

dxdy = −
/

∂D

ydx.
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E������ &&. ��
 �� 	���
�� D �� 	 ������ �����
�� ��	���
 ��� 
�� ����
�� ∂Q

∂x
= ∂P

∂y
������� 
�� �	�
 
�	
 
�� ���� ��
���	�

/

arc[AB]

Pdx + Qdy ������� ��# � 
�� ���
� A 	�� B ��
 �
 � 
��

����
���	� ��� � 
�� 	�� [AB] ����� �����
 
���� ���
� A 	��
B. ������& �� �� 
	9� 	 �����
 ����
�� ����� ��������� ��
� �����
γ ⊂ D 	�� �� �� ���
� �# Dγ ⊂ D 
�� �����	�� � D ������ �# γ
����� �� ���� 
�	
 D �� ������ �����
���& �# 	���#��� E���� �����	
�� Dγ ��
� ∂Dγ = γ& �� ��
,

/

γ

Pdx+Qdy =

��

Dγ

	
∂Q

∂x
− ∂P

∂y



dxdy = 0.

 ���& ��� ���	�9 �A �� ��
 
�	


/

arc[AB]

Pdx+Qdy �� ����������
 �


�� �	
� ����� �����
 A 	�� B 	��& ����)���
�#& 
�� ����
−→
F = (P,Q)

�� ������	
����

E������ &7. �	 ��	�
��	� ��
�� �� ����
��� 
�� �
	
�� ����
�
�� ��	�� ��	���� �� '���	���� �� ���
 
�� ������� ��
�	
��� ��

D �� 	 ��	�� ��	�� ��
� 	 ������	
�� ����	�# ∂D. '�����& ��
� �
 9�� �"	�
�# 
 �������� 
��� ����	�#N �
 �� ��# �������� �# 	
�	��� ������ � ���
�

A0(x0, y0), A1(x1, y1), ..., An(xn, yn)

����� 	�� ��
�	
�� � ∂D ���� ����00��

F����� 11



/� ����� <
�$���� �		�(��(
��� -03

(����� 
�	
 �� �	�� 
 ����
� 
�� k$
� �
	
�� ����
 � D ����
�

Oy$	"��& k = 0, 1, 2, ..., ���� 
�� ������

��

D

xkdxdy. -�
& ����� ��

Q(x, y) = xk+1

k+1
& ∂Q
∂x

= xk, �� �	� 
	9� Q(x, y) = xk+1

k+1
	�� P = 0 �� 
��

E���� �����	,
��

D

xkdxdy =

/

∂D

xk+1

k + 1
dy.

�� n �� �	��� ����� 	�� �� 
�� ����
��
###−−−−→AjAj+1

### 	�� ��	�� �����& ��
�	� ���� 	���"��	
� ∂D ��
� 
�� ��#��	� ���� [A0A1...An−1AnA0].
 ���

��

D

xkdxdy =

/

∂D

xk+1

k + 1
dy ≈*/�&+

≈ 1

k + 1




n�

i=1

/

[Ai−1Ai]

xk+1dy


 +

1

k + 1

/

[AnA0]

xk+1dy.*/�7+

��
 �� ����
� 
�� ���� ��
���	�

/

[Ai−1Ai]

xk+1dy. ( �	
��	� �	�	��
���	$


�� � 
�� �����
 ����
�� ������
 [Ai−1Ai] �� 
�� �������,

[Ai−1Ai] :

�
x = xi−1 + t(xi − xi−1)
y = yi−1 + t(yi − yi−1)

, t ∈ [0, 1].

 ���
/

[Ai−1Ai]

xk+1dy =

� 1

0

[xi−1 + t(xi − xi−1)]
k+1 (yi − yi−1)dt =

=
yi − yi−1

xi − xi−1

	 1

k + 2
[xi−1 + t(xi − xi−1)]

k+2
���
1

0
=

=
1

k + 2
(yi − yi−1)

xk+2
i − xk+2

i−1

xi − xi−1
.

*����

*/�3+

��

D

xkdxdy ≈



-1. 6� !
�?�� (�������

≈ 1

(k + 1)(k + 2)

�
(y0 − yn)

xk+2
0 − xk+2

n

x0 − xn
+

n�

i=1

(yi − yi−1)
xk+2
i − xk+2

i−1

xi − xi−1

�
.

 ��� �	�
 �����	 �� ����
	�
 �� ��	�
���� �� ���
	���& �� D �� ������
�# 	 ��#��	� ���� [A0A1...An−1AnA0] 	�� �� k = 0, �� ��


*/�'.+ area(D) =
1

2

�
(y0 − yn)(x0 + xn) +

n�

i=1

(yi − yi−1)(xi + xi−1)

�

�� ���
	���& �� n = 2 �	 
��	�����& �� ��
 	 9��� �����	 ��
����
��� 
�� 	��	 � 	 
��	����

area(∆A0A1A2) =
1

2

������

x0 y0 1
x1 y1 1
x2 y2 1

������
.

*��� �� � �
 ���� 
 ��
 
�� 	����
� �	��� �� 
�� ��
�����	�
 ��$
�	��� 
�� �����
 
������
��� �����
�� � 
�� ��)����� � ���
� A0,
A1, A2 	������ 
�� �����	
���
# � 
��� ��
�����	�
� 6� ����� 


�� ��	��� 
 ��� ���� ����
���	� � ����	���	� ��
�����
	
��� ��
�����	� �1�;� 	�� �1�0<��

6� �	� ���� ��
���� 
 ��� ������ �����	�� ��
 
��m×m �	
��"


Iij(D) =

��

D

xiyjf(x, y)dxdy




� 
�� �����	����� ����
 � ����
�	 �� 	 ��	
� (D, f), ����� f �� 
��
�����
# ����
��� �� �� �	� ���� 	���"��	
� 
��� f �# 	 ��#���	�
P (x, y) �� 
� �	��	����& �� �	� ������ 
�� ������ � 
�� �	����	
��
� ���� ����
� 
 
�� ����
	
�� � ����� ��
���	�� � 
�� �������


#��

��

D

xiyjdxdy �� i, j ∈ {0, 1, 2, ...}. (���#��� 	�	�� E���� �����	

�� ��

��

D

xiyjdxdy =

/

∂D

xi+1

i + 1
yjdy.

6� ��	�� 	� 	� �"������ 
 
�� ��	��� 
 ����
� 
��� �	�
 ��
���	� �� 	
��	�� D ������ �# 
�� 	��� ��#��	� ���� [A0A1...An−1AnA0] 	��

 ������� 
�� �
	���� �����	�



0� �@���� 
< ���(�?��� (� !
�?�� (�������� 	
��� �

�!(�����-1'

E������ &3. ��
 �� ��� 
�� E���� �����	 ���� 
����� :<� 


����
� 
�� ���� ��
���	� I =

/

arc[OABO]

xydx+ x2dy ���� ����0���  ���&

I =

��

D

(2x− x)dxdy =

� 1

0

x

	� 2x

x

dy



dx =

� 1

0

x2dx =
1

3
.
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,$ �-���� ��  ����'��� �� ��('�� ���������$ �����
�����������$

:��� �� ���� �� #������ � "��,�� ���� ���

��

D

f(x, y)dxdy ��

���" �� �������#�� �2�������� �� f ��" � ����������5����� �� ��� ,���"4
��� ∂D �� ��� "����� D. (� �� #���� ���� �� ����� ���� ��� #�����#���"%
��� ���� ��� #�� ��� ������ ,� #������"�

E������ 7.. �� ���
	���& ��
 �� 
�# 
 ��� 
�� �	�� � 
�� ����
D = {(x, y) : x2 + y2 ≤ 9} ��
� 
�� �����
# ����
�� f(x, y) = x2y2.

mass(D) =

��

D

x2y2dxdy =

� 3

−3

x2

�� √
9−x2

−
√

9−x2
y2dy

�
dx =



-1- 6� !
�?�� (�������

=
2

3

� 3

−3

x2 y3
��
√

9−x2
0

dx =
2

3

� 3

−3

x2(9 − x2)
√

9 − x2dx.

?��% �� #������ ���� ���� ������ ���� ��� �� �� ��� �� ����"������� :�
����� ��� ����� ���� ��� ,��� �"�� �� �� #��� � ��� "��# D ���� � ��#���4
 ���� "����� ,�#���� ������� �� ���� ���� �� ��#��� ��� �� ������ ����
�� ���� ���� �� "��#�� @��� �� ���� ��������#�� ������� ��� ���� ����� 
�����" �� #������� "��,�� ���� �����

��� �� ����� ���� � ������ *�� #���� C1) "���������� *�� � ������
���������5����� �����+ −→g : , → D �� � #����" ,���"�" ����� "�����
, ���� ������� #����" ,���"�" "����� D *A����A ����� ���� −→g (,) =
D)� :� ���� ������ ���� ∂, ��" ∂D ��� ���#����� ������ #����� *����
, ��" D ���� �����E+ ��" ���� −→g �� � "�B���������� �� ,, ���� ��
�� �������,�� ��" ��� ������� −→g −1 �� ���� ������% ���� �� #���� C1 �� D.

(� −→g (u, v) = x(u, v)
−→
i + y(u, v)

−→
j , ����� x(u, v) ��" y(u, v) ��� ���

#�������� ���#����� �� ��� )��" −→g , ���� �� ������ �����K

−→g :

�
x = x(u, v)
y = y(u, v)

, (u, v) ∈ ,.

@��� �� ���� ,� #������ ,�#���� ��� ���� ������ x �� ���" ��� ���
�����,�� x ��"% �� ��� ���� ����% ��9� � ���� �� � ���#���� x(u, v) ��
�����,��� u ��" v. �� ���� �� ��� ��� ������ y. :� ������������� "�"
���� ,�#���� �� �����" �� ���� ���� ��� �����,�� x ��� #��� �" ����
� ���#���� x(u, v) �� �����,��� u ��" v ��" ��� �����,�� y ��� #��� �"
���� � ���#���� y(u, v) �� ��� ��� �����,��� u ��" v. ��� #��� � �� ���
A��"A �����,��� x ��" y ���� ��� A���A ���� u ��" v �� #����" � ��	���
� �	��	����� $��� �2�#���% ��� "���������� −→g : , → D �� #����" �
#��� � �� �����,��� �� �� �� � "�B���������� *��� <� �'/+

��� �� ��������� "���"� ��� "����� , ���� ��#��� ��� ,ij = [ui−1, ui]×
[vj−1, vj ], i = 1, 2, ..., n ��" j = 1, 2, ...,m. (� ��#� ��#��� �� ,ij ��
#����� � )2�" ���9�" ����� Pij(ξi, ηj). � ����� ��#��� �� [P0P1P2P3] =
[ui−1, ui] × [vj−1, vj] �� "������" ,� −→g ���� � #���������� ��������� ���
[M0M1M2M3] *��� <� �'/ ��" <� �'0+� <���� �� ��� �� ���� �� ��������
��� ���� �� ���� ���� #���������� ��������� ��� [M0M1M2M3] �� ���4
 �� � �� ��� ���� �� ��� ��#��� �� [P0P1P2P3] ��" �� ��� "����������
���#����� x(u, v) ��" y(u, v).

T
����� 7'. area([M0M1M2M3]) ≈
��J(ξi, ηj)

��	area([P0P1P2P3]),
����� J(ξi, ηj) �� 
�� �	��� � 
�� I	���	�

J(u, v) = det

	
∂x
∂u

(u, v) ∂x
∂v

(u, v)
∂y
∂u

(u, v) ∂y
∂v

(u, v)






0� �@���� 
< ���(�?��� (� !
�?�� (�������� 	
��� �

�!(�����-1/
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� −→g (u, v) ����
�� 	
 
�� ���
 Pij(ξi, ηj). *��� 
�� ���� �≈� ��	��
����� 	���"��	
����  ��� 	���"��	
�� �� ��

�� 	�� ��

�� �� 
��
���� � 
�� �������� �����	
�� �# {ui} 	�� {vj} 	�� ��	���� 	��
��	����& ���� �� ui − ui−1 → 0 	�� vj − vj−1 → 0 �� 	�# i 	�� j.

 �� 	��� �����	 �� ���	��# ���

�� �� 	 ���	� �	#,

*0�'+ dxdy = |J(u, v)| dudv.
6� �	# 
�	
 
�� ���
�	� ������
 � 	��	 dudv ������ �� 
�� 	��	 �
	 ��	�� ���
	����%�& 	�
�� 
�� �����	
�� ������ �����	
�� �# −→g , ��
����	
��� 	�� ������ |J(u, v)| dudv.  �� ���	
�� �� ��
�	�
��� �$
�3����
 �� �"	�
�# |J(u, v)| �� 	 ��	�� ��������� � 
�� ���
 (u, v).
 ��� ��	�� 
�	
 
�� ��	���� � 	��	� 	�� ������
�# ��
����� �# 
��
I	���	� �	
��" � 
�� �����	
�� −→g .

P����. :� �����2����� ��� ���� �� ��� #���������� ��������� ���
[M0M1M2M3] ���� ��� ���� �� ��� ��������� ��� [M0M1M2M

∗
3 ]%

 �������" ,� ��� ��#����
−−−−→
M0M1 ��"

−−−−→
M0M2 *��� <� �'0+�

?�� ��� ���� �� ���� ���� ��������� ��� �� �F��� ��
###−−−−→M0M1 ×

−−−−→
M0M2

### .
��� #������

−−−−→
M0M1 ×

−−−−→
M0M2. <������ �� ����K

−−−−→
M0M1 = [x(ui, vj−1) − x(ui−1, vj−1)]

−→
i +[y(ui, vj−1) − y(ui−1, vj−1)]

−→
j =

=

�
∂x

∂u
(ci, vj−1)

−→
i +

∂y

∂u
(c′i, vj−1)

−→
j

�
(ui − ui−1).

@��� �� ���" �� ��� � ������� ��� ���#����� t � x(t, vj−1) ��" t �
y(t, vj−1) �� ��� �������� [ui−1, ui]. ���#� ��� ��� �� �� ���� ���� ��������
�� ����� ���� �% ���#� ,��� ���#����� H��� "�)��" ��� �� #���� C1% ���#�
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F����� 14

ci, c
′
i, ξi ∈ [ui−1, ui] ��" ���#� ηj ∈ [vj−1, vj ], �� #�� ������� ��9� ���

�������� �����2�������K

*0�-+
−−−−→
M0M1 ≈

�
∂x

∂u
(ξi, ηj)

−→
i +

∂y

∂u
(ξi, ηj)

−→
j

�
(ui − ui−1).

��#��"�� ���  ���K
−−−−→
M0M2 = [x(ui−1, vj) − x(ui−1, vj−1)]

−→
i +[y(ui−1, vj) − y(ui−1, vj−1)]

−→
j =

=

�
∂x

∂v
(ui−1, dj)

−→
i +

∂y

∂v
(ui−1, d

′
j)
−→
j

�
(vj − vj−1).

@��� �� ���" �� ��� � ������� ��� ���#����� s � x(ui−1, s) ��" s �
y(ui−1, s) �� ��� �������� [vj−1, vj]. ���#� ��� ��� �� �� ���� ���� ��������
�� ����� ���� �% ���#� ,��� ���#����� H��� "�)��" ��� �� #���� C1% ���#�
dj , d

′
j , ηj ∈ [vj−1, vj ] ��" ���#� ξi ∈ [ui−1, ui], �� #�� ������� ��9� ���

�������� �����2�������K

*0�/+
−−−−→
M0M2 ≈

�
∂x

∂v
(ξi, ηj)

−→
i +

∂y

∂v
(ξi, ηj)

−→
j

�
(vj − vj−1).

@��#� −−−−→
M0M1 ×

−−−−→
M0M2 ≈

≈
�
∂x

∂u
(ξi, ηj) 	

∂y

∂v
(ξi, ηj) −

∂x

∂v
(ξi, ηj) 	

∂y

∂u
(ξi, ηj)

�
(ui−ui−1)(vj−vj−1)

−→
k .

��� ###−−−−→M0M1 ×
−−−−→
M0M2

### ≈
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≈
����
∂x

∂u
(ξi, ηj) 	

∂y

∂v
(ξi, ηj) −

∂x

∂v
(ξi, ηj) 	

∂y

∂u
(ξi, ηj)

���� area([P0P1P2P3]) =

=
��J(ξi, ηj)

�� area([P0P1P2P3]).

���#� area([M0M1M2M3]) ≈
###−−−−→M0M1 ×

−−−−→
M0M2

### , �� )�����  ��K

area([M0M1M2M3]) ≈
��J(ξi, ηj)

�� area([P0P1P2P3]),

���� ��� ��������� �� ��� �������� �

T
����� 7-. ���	��� � �	��	���� �����	� ��
 �� �������� 
��
	��� �
	
�� 	�� �#�
������ ��
 f : D → R �� 	 ��������� ��
���$
�� ����
�� ������ � D.  ���

*0�0+

��

D

f(x, y)dxdy =

��

$

f(x(u, v), y(u, v)) |J(u, v)| dudv.

P����. ��� �� �,����� ���� ��� ����� �� ��� ������������ ��,"�4
����� Dij = −→g (,ij), ����� ,ij = [ui−1, ui] × [vj−1, vj], i = 1, 2, ..., n
��" j = 1, 2, ...,m% ���� �����2����� *���� ��� "�������� diam(,ij) ��
,ij  � �� 5���+ ��� ������ "����� D *��� <� �'/+� ���% ���� �������
7' ��" ��� "�)������ �� "��,�� ���� ���� �� ��� ����� �� "��,�� �������
����% ��  ��K

��

D

f(x, y)dxdy ≈
n�

i=1

m�

j=1

f(Mij)area(Dij) ≈

≈
n�

i=1

m�

j=1

f(x(ξi, ηj), y(ξi, ηj)) 	
��J(ξi, ηj)

�� 	 (ui − ui−1)(vj − vj−1) ≈

≈
��

$

f(x(u, v), y(u, v)) |J(u, v)| dudv.

@��#� ��� ��� )2�" ���,���

��

D

f(x, y)dxdy ��"

��

$

f(x(u, v), y(u, v)) |J(u, v)| dudv ,�#��� #����� ��" #�����E ����4

���� ���� ���� #���#�"�% ����
��

D

f(x, y)dxdy =

��

$

f(x(u, v), y(u, v)) |J(u, v)| dudv,

���� �� �����" �� ������ �
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<������ *0�0+ �� #����" A#��� � �� �����,��� �������A ��" �� �� �24
������� ������ �� ���#��#��

�� ���� ������� #��� � �� �����,��� ��� ��� #��� � �� ��� �����4
���� #���"������ (x, y) ���� ��� ����� #���"������ (ρ, θ) :

*0�1+

�
x = ρ cos θ
y = ρ sin θ

,

����� ρ  ��� ���� 0 *������� ��E+ �� �� ∞ ��" θ ∈ [0, 2π). �� "����4
������ ��"�#�" ,� ���� #��� � �� �����,��� �� −→g : (0,∞) × [0, 2π) →
R2
{(0, 0)}, −→g (ρ, θ) = (ρ cos θ, ρ sin θ). (� �� ��������� ,�#���� �� "�4
����� ��� �������� �� � ��#��� �� , = (0, R] × [0, 2π)% R > 0, ���� ���
�������� �� ��� "��# B((0, 0), R) = {(x, y) : x2 + y2 ≤ R2}. ���#� ����
)���� ��� �� ������ #����� "� ��� #���� ��� �� "���� ��� "��,�� ����4
 ������ ���#���% �� ���� ������ ��� ���� ��� "��# �� � )2�" ����� �� ���

��� � ����� � "����������

�
x = x0 + ρ cos θ
y = y0 + ρ sin θ

, ρ ∈ (0, R), θ ∈ [0, 2π),

�� � ��#��� �� ���� ��� (ρ, θ)4������ @��� (x0, y0) �� ��� #����� �� ���
"��# ��" R �� ��� ��"���� �� )��� ��� *��� ������� *0�1++ �� � �����#����
#��� �� ���� ���� ����  ������ ����� #���"������ #��� �� �� >�#�,���
�� ��� ����� #���"������ #��� � �� �F��� ��

det

	
cos θ −ρ sin θ
sin θ ρ cos θ



= ρ �= 0.

*��� ���� C��D% ���''% ��#���� 6+� @��#� ������� *0�'+ ,�#����K

*0�6+ dxdy = ρdρdθ.

<�� ������#�% ��� #����"�� � ��� ��� "��,�� ���� ��� �� �2����� 7. ��"
��� �� #��� � ��� ��������� �����,��� (x, y) ���� ��� ����� #���"������
(ρ, θ) *��� ������� *0�1++� @��� dxdy = ρdρdθ� ���% ������� *0�0+ #��
,� ������"K

� �

D: x2+y2≤9

x2y2dxdy =

� 3

0

	� 2π

0

ρ4 cos2 θ sin2 θdθ



ρdρ =

=

� 3

0

ρ5
	� 2π

0

cos2 θ sin2 θdθ



dρ =

	
1

4

� 2π

0

sin2 2θdθ


� 3

0

ρ5dρ =

=

	� 2π

0

1 − cos 4θ

2
dθ



	 35

4
=

35π

4
.

:� #�� �����9 ��� ���� ,�#��� ��� #��#�������� �� �� #��� �" ���
�����,���E
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�!(�����-1&

E������ 7'. ��
 �� ����
� 
�� ����
�	 ����
 � 
�� �������
x2

a2
+ y2

b2
≤ 1 ����
� Oy$	"��� +���� �
���� �� �	�� � 
�� �����
#

����
��& �� 
	9� f(x, y) = 1. �� �� 
���� 
 ����
� 
�� ����� ��
���	�

����� 	���	� ����&

� �

D: x2

a2
+ y2

b2
≤1

x2dxdy, �# ����� ��# �
��	
��� �����	�&

�� ���� ��� 
�	
 
�� �	����	
��� ������ ���# ��3���
� ��
 �� 
�# 

��� 
�� ������� ������	� ��	� �����	
��� ��	��� � �	��	����,

�
x = aρ cos θ
y = bρ sin θ

, ρ ∈ (0, 1], θ ∈ [0, 2π).

�
 �� �	�# 
 ��� 
�	
 �� 
��� �	�
 �	�� J = abρ 	�� �� ��
���	� ������
��� �����# 	���# ��	��� � �	��	���� �����	 �/�/�,

� �

D: x2

a2
+ y2

b2
≤1

x2dxdy =

� 1

0

	� 2π

0

ρ2 cos2 θdθ



abρdρ =

= ab

� 1

0

ρ3

	� 2π

0

cos2 θdθ



dρ = ab

	� 1

0

ρ3dρ


	� 2π

0

cos2 θdθ



=

= ab
1

4

� 2π

0

1 + cos 2θ

2
dθ =

πab

4
.

E������ 7-.  �� 	��	 � 
�� ������� x
2

a2
+ y2

b2
≤ 1 �	� �� ������	
��#

����
�� �# ����� 
�� 	��� ��	��� � �	��	�����

area =

� �

D: x2

a2
+ y2

b2
≤1

dxdy =

� 1

0

	� 2π

0

dθ



abρdρ = πab.

�� �	�
����	�& 
�� 	��	 � 	 ���� � �	���� R �� �)�	� 
 πR2.

E������ 7/. +��
���� 
�� ���� �	� �
 �
� ���
�� �� 
�� �����
� 
�� 	"��� �� ���
	���& ��
 �� ����
� 
�� �	�� ���
�� � 
�� ����
D : x2 + y2 + 4y ≤ 0 �� 
�� �����
# ����
�� �� f(x, y) =

�
x2 + y2.

+���� 
�� �)�	
�� � 
�� ���� �	� �� ���

�� 	� x2 + (y + 2)2 ≤ 4, ��
��� 
�	
 
�� ���
�� � 
�� ���� �� �� C(0,−2) 	�� �
� �	���� �� �)�	� 

2. �
 �� �#���
��� ����
� Oy$	"��& ����
���	��# 	�� 	�� ��� 
�� ���

� ���� � �
	
��� �
�� �	�� �� �#���
���	��# �"�	���� ����
� Oy$	"����
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*���� xG = 0. ��
 �� ����
�

yG =

��

D

y
�
x2 + y2dxdy

��

D

�
x2 + y2dxdy

.

  ����
� 
���� 
� ����� ��
���	�� �� ��	�� ��� 
�� ���� ��	�
�����	
�� ����	��� 
�� ������ ∂D ��
	��� 
�� �����% @
������� 
���
��
�� �	���%�� ��
 �� ���
� 
�� =	�
���	� �)�	
�� � 
�� ���� �� 
��
�	���	�� � ��	� �����	
��, ρ2 cos2 θ + ρ2 sin2 θ + 4ρ sin θ ≤ 0, �
ρ+ 4 sin θ ≤ 0, � 0 < ρ ≤ −4 sin θ.  ��� 
���& �� 	�# �"�� �	��� � θ,
ρ ��� ��
���� 0 	�� −4 sin θ �C�	� 	�� �9 	
 �
%�� �� θ �
���� ���
��
���� π 	�� 2π. *����
��

D

�
x2 + y2dxdy =

� 2π

π

	� −4 sin θ

0

ρ 	 ρdρ


dθ =

� 2π

π

ρ3

3

����
−4 sin θ

0

dθ =

= −64

3

� 2π

π

sin3 θdθ =
64

3

� 2π

π

(1 − cos2 θ)d(cos θ) =

=
64

3

	
cos θ − cos3 θ

3


����
2π

π

=
256

9
.

��& �� �9 	
 
�� �	�
 �	����	
��� 	�� �	9� ��� �����
 �����	
���
�� ���� 
 ����
� 
�� ����� ��
���	� �� 
�� �����	
�,

��

D

y
�
x2 + y2dxdy =

� 2π

π

	� −4 sin θ

0

ρ2 sin θ 	 ρdρ


dθ =

� 2π

π

sin θ

�
ρ4

4

����
−4 sin θ

0

�
dθ =

256

4

� 2π

π

sin5 θdθ =

= −64

� 2π

π

(1 − cos2 θ)2d(cos θ) =

= −64

� 2π

π

(1 − 2 cos2 θ + cos4 θ)d(cos θ) =

−64

�
cos θ − 2

3
cos3 θ +

1

5
cos5 θ

�����
2π

π

= −64 	 16

15
.

 ��� yG =
−64� 16

15
256
9

= −12
5
.
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E������ 70. +��
���� 
�� ���
�� � 
�� ���� �� �
 �� 
�� �����
� 
�� 	"�� 	�� 
�� ����	�# � 
�� ���� ��� �
 �	���� 
����� 
��
������ �� ���
	���& ��
 �� ����
� 
�� �	�� � 
�� ���� D : (x −
1)2 + (y + 3)2 ≤ 1 �� 
�� �����
# ����
�� �� f(x, y) = x. ��
 �� ��� 
��
������� ��	��� � �	��	����,

�
x = 1 + ρ cos θ
y = −3 + ρ sin θ

, ρ ∈ (0, 1), θ ∈ [0, 2π).

 ���&

mass(D) =

��

D

xdxdy =

� 1

0

	� 2π

0

(1 + ρ cos θ) dθ



ρdρ = π.

E������ 71. ��
 �� ����
� �� ���
	��� 
�� �	�� � 
�� ��	
�
[A0A1A2A3] ��
� 
�� �����
# ����
�� f(x, y) = y ���� ����02��

F����� 15

+����
−−−→
A0A1 = 10

−→
i + 3

−→
j 	��

−−−→
A2A3 = 10

−→
i + 3

−→
j 	� ���� ���
��&

�� ������� 
�	
 
�� ��	�� D = [A0A1A2A3] �� 	 �	�	������	�� -�
&


 ����
� 
�� �	�� � D, ���� 
�� ����� ��
���	�

��

D

ydxdy ��
� 
��

�
��	
��� �����	�& �
 �� �
 � �	�#� ��
 �� 
�# 
 ��	��� 
��� ���$
����	
��� ��	�� ��
 	 ���
	����& � ����� �
 ���� �� �	�# 
 ��
���	
��
6� ���� ��� 9������� ��� 	 ����	� (�����	 ������ ��
 �� �
	�

��
� 
�� �)�	�� , = [0, 1] × [0, 1] 	�� ��
 �� 
�# 
 ��� 	 �
�	���	
���
����	� �	����� −→g : R2 → R2 ����� ���
��
 
�� 
�	���	
�� �	�
�
�� 	� ��������� � ���
� ��	��� 	�� ���� 
�	
 −→g (,) = D.  ���
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−→g (u, v) = (au+bv+e, cu+dv+h) ����	��� � 
�� ����	��
# � 
�� ��$
����
 ����
��� � −→g ��
��
 
�� 
�	���	
��� 	�� �� ��# ���� 
 ��$

������ 
�� ��" ������� a, b, c, d, e, h 	�� 
��� 
 ���� 
�	
 −→g (,) = D.
6� ���� ���� 
�	
 
�� ������ � 
�� �)�	�� , = [0, 1] × [0, 1] 
 �
�"	�
�# 
 
�� ������������� ������ � 
�� �	�	������	� ��� �������
�� 
�	
 −→g �� 	 ���	
�� � 	"�� O 	 
�	���	
�� O 	 �
	
�� O 	 ���$
�	� �����	
�� � 	�����%�� *����& 
�� ����
���, −→g (0, 0) = (3, 2),−→g (1, 0) = (13, 5), −→g (0, 1) = (4, 6) 	�� −→g (1, 1) = (14, 9) ���� ����A�02�
�����# �� ��
� 
�� �	���� � a, b, c, d, e, h. �� �	�
 �� � �
 ���� 
��
�	�
 �)�	��
# ���	��� ���� 	 ����
�� −→g �	����� ������	� ���
�� ��

������	� ���
�� �6�#.�� �	���#& a = 10, b = 1, c = 3, d = 4, e = 3
	�� h = 2.  ��� −→g (u, v) = (10u+ v+ 3, 3u+ 4v+ 2). +���� 
�� �	
��"

T =

	
10 1
3 4



� 
�� ����	� �	�
 (u, v) → (au+bv, cu+dv) � −→g �� ��$

���
����& �� ��� 
�	
 −→g �� 	 ��!�������� ��� , 
 D, �� �	�
����	�−→g �� 	 ��
� �����	
�� ���
��
 ������
��� � , ��
 D. '�����&
�
 �� 	�� ����������& ���� ��� �	� ��� �	�9 �� 
�� �	�� ��
��# �	�$
������  �� I	���	� � −→g �� �"	�
�# 
�� ��
�����	�
 � 
�� �	
��" T.
 ����� :0 �	#� 
�	
 ������ 
�� �����	
�� ������ ������� �# −→g 
��
	��	 � , �����	��� detT = 36 
����� -�
 ��# −→g (,) = D? ��
 �� 
	9�
	 ���
M ∈ [0, 1]×[0, 1] 	�� ��
 �� ���
� �
� ���
�� ���
� ����
� 	 �"��

=	�
���	� �#�
�� uO′v :
−−→
O′M = α

−→
i′ + β

−→
j′ ����� 0 ≤ α, β ≤ 1. 6�

���� 
 ���� 
�	
 −→g (M) ∈ D, ���� 
�	
 (10α+β+3, 3α+4β+2) ∈ D,
�& �)���	���
�#& 
�	
 V = (10α + β, 3α + 4β), 	� 	 ���� ���
� �� 
��
xOy$=	�
���	� �#�
�� �	� �� �������� 	� 	 ����	� �����	
�� �

���
��
−−−→
A0A1 = 10

−→
i + 3

−→
j 	��

−−−→
A0A2 =

−→
i + 4

−→
j ��
� ������
	�#

��3����
�� ������& ��
 �� ���
�,

(10α+ β)
−→
i + (3α + 4β)

−→
j = λ(10

−→
i + 3

−→
j ) + η(

−→
i + 4

−→
j ),

� �
10α + β = 10λ+ η
3α + 4β = 3λ+ 4η

.

 ��� λ = α ∈ [0, 1] 	�� η = β ∈ [0, 1], ���� −→g (M) ∈ D. �� �� 	��
��	�# 
 ����
� 
�� �	�� � 
�� ��	
� D.  �� I	���	� �� �)�	� 
 36,

���

mass(D) =

��

D

ydxdy =

� �

[0,1]×[0,1]

(3u+ 4v + 2) 	 36dudv =

= 36

� 1

0

	� 1

0

(3u+ 4v + 2)dv



du = 36

� 1

0

(3u+ 4) du =



0� �@���� 
< ���(�?��� (� !
�?�� (�������� 	
��� �

�!(�����-6'

= 36

	
3

2
+ 4



= 18 	 11 = 18 	 (10 + 1) = 198.

����� ���� ������ �� #����"���" ���� "��,�� ���� ���� �� ,���"�"
"������� � ������� ������ #�� ,� "��� ��� "��,�� ���� ���� �� ��4
,���"�" "������ *��� ���� ��� �������� ���� ���� �� ��� )��� ����+�

<�� ������#�% ��� �� #������ � ��� *�� #������" �� ���� ��� ����
�� �� ���� ��� ���� � ���������+ ��" ������ ����"������ ��� ������
	������8� ���� ��� I =

�∞
0
e−x

2
dx.

I2 =

� ∞

0

e−x
2

dx 	
� ∞

0

e−y
2

dy =

� �

D: x≥0,y≥0

e−x
2−y2dxdy =

x=ρ cos θ
=

y=ρ sin θ

� ∞

0

ρe−ρ
2

�� π
2

0

dθ

�
dρ =

π

2

	
−1

2
e−ρ

2


����
∞

0

=
π

4
.

��� I =
√
π
2
. �� ���� ���

� �

D: x≥0,y≥0

e−x
2−y2dxdy �� �� �������� "��4

,�� ���� ��� �� ��� )��� ���� *��� ���#���� �� ,���"�" ,�� ��� "�����
�� ��,���"�"+� <������ *0�1+ ��" ��� ������ �� �������� ������ ����4
 ���� ��� ��I#���� ��� ��� ���#��#�� ���,���� ������" �� �������� "��,��
���� �����

<�� ������#�% ��� �� #����"�� ��� �������� �������� "��,�� ���� ���

�� ��� ��#��" ���� J =

� �

D: x2+y2≤1

1
3
√
x2+y2

dxdy. (� ���� #��� ��� "�����

�� ,���"�" ,�� ��� ���#���� f(x, y) = 1
3
√
x2+y2

�� ��� ,���"�" �� (0, 0).

��9� �� ��� ��������� �� �� �������� ������ ���� ��� �� ��� ��#��" ����%
�� ������� ��� ��� ������� ,� � ��� �,�����" *� ����� "��# �� ��� 24D
#���+ Dε : x2 + y2 ≤ ε2, ��� � ����� ε > 0 ��" �����K

J = lim
ε→0

� �

D
Dε: ε2≤x2+y2≤1

1
3
�
x2 + y2

dxdy =

x=ρ cos θ
=

y=ρ sin θ
lim
ε→0

� 1

ε

	� 2π

0

ρ−
2
3ρdθ



dρ = 2π lim

ε→0

�
ρ
4
3

4
3

������

1

ε

=
3

2
π.

@��� �� ���" ��� ������� dxdy = ρdρdθ. 	�� ���������% "� ��� ��� ��
ρ, ��� >�#�,��� �� ��� "���������� −→g , ���� ��� "������� #��I#���� ��
����� ���� ��� ������ ���� ��#��� ��� �� "��#�E
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R����� /.. +��
���� �� �����
�� 
�� ������� 
#�� � ���$
����� 6� 9�� 
�	
 
�� 	��	 � 	 ��	�� D �� ����
�� 	� �����,

*0�&+ σ(D) =

� √
15
4

−
√
15
4

�� 3−
√

4−y2

1−
√

1−y2
dx

�
dy.

	�  �� ���
 ������ �� 
 �������� 
�� ��	�� D. ��  �� ����� ������
�� 
 ��	��� 
�� ���� � ��
���	
�� �� �����	 �/�>�� �9��� 	
 
��

�
��	
�� ��
���	�� � �/�>� �� ��� 
�	
 ����� y ��� ��
���� −
√

15
4
	��√

15
4
, �� 	�# �"�� �	��� � y �� 
��� ��
���	�& x ∈ [1 −

�
1 − y2, 3 −�

4 − y2], ����

1 −
�

1 − y2 ≤ x ≤ 3 −
�

4 − y2.

 ��� ����� ���)�	��
# �	� �� �������� ��
 
� ���)�	��
���, (x −
1)2 + y2 ≤ 1, ���� 
�� ���� ��
� ���
�� 	
 C1(1, 0) 	�� �	���� r = 1
	�� (x − 3)2 + y2 ≥ 4, ���� 
�� �"
���� � 
�� ��� ���� ��
� ���
�� 	

C2(3, 0) 	�� �	���� R = 2.   ��	��� 
�� ���� � ��
���	
�� �
 �� �

� �	�#� ����
 � 	�� �� ��� 
�	
 
�� ��	�� D ��������� �# 
�� �	�
 
�
���)�	��
���,

D :

�
(x− 1)2 + y2 ≤ 1
(x− 3)2 + y2 ≥ 4

�� ������ ����
� 
�� Oy$	"�� ��
 �
 �� �
 ������ ����
� 
�� Ox$	"���
*�����& �
 �� �#���
��� ����
� Ox$	"��� *���� 
�� 	��	 � D �� 
�

���� 
�� 	��	 � 
�� ������� �	�
 � D. ���� 
�� ��	�� D∗ :

D∗ :

�
(x− 1)2 + y2 ≤ 1
(x− 3)2 + y2 ≥ 4

, y ≥ 0.

4��� �� 
��� �	�
 ��	�� �� �
 ������ ��
� ������
 
 
�� Ox$	"�� ��	9�
	 ��	���� 	�� ��� 
���%�� �� �	�
 D∗ �	� �� �������� ��
 	 ����
� 
� ������	���� ��	��� D∗

1 	�� D
∗
2 ����������� 
 x ∈ [0, 1]

	�� 
 x ∈ [1, 5
4
] ������
����# ����� 
���%�� -# �	9��� �"�����
 
��

�"������� � y 	� 	 ����
�� � x �� 
�� �)�	��
��� (x − 1)2 + y2 = 1
	�� (x− 3)2 + y2 = 4 �� ��	��# ��
,

σ(D) = 2σ(D∗) = 2

�� 1

0

�� √
2x−x2

0

dy

�
dx+

� 5
4

1

�� √
2x−x2

√
6x−x2−5

dy

�
dx

�
.

*���� �� ��������� 
 ��	��� 
�� ���� � ��
���	
�� �� �����	 �/�>��
( ���� ��	������ �� 
�� ��	��� �� 
 �
	�� 
�� �	�� 
���� ��
& ��
��

����� 
�� �"�����
 ��	���� � D, ���� 
 ��� ��# 
�� 	�����	�� �������
��
� D%



1� 	�
?��$� ��! �P���(��� -6/

2$ ���'���� ��� �3�������

'� ������� ��� �������� "��,�� ���� ����K

�+

� �

x∈[0,1], y∈[0,1]

ex+ydxdy; ,+

� �

x∈[0,∞), y∈[1,2]

e−xydxdy;

#+

��

D

xy2dxdy, ����� D �� ��� "����� ,���"�" ,� y = 2x ��"

y = x2; "+

��

D

x2y2dxdy, ����� D �� ��� )���� "����� ,���"�" ,�

x = 0, y = 0 ��" 2x− 3y + 1 = 0.
-� ������� ��� ���� �� ��� ������ D ,���"�" ,� y = x2 ��"

y = 2
√
x, ����� x ∈ [0, 1], �� ��� "������ ���#���� �� f(x, y) =

√
xy.

/� ������� ��� �����# ������� �� ��� ����� D :

�
x2 + y2 ≤ 4

3y ≥ x2

�������� �� ,��� �2�� ��" ���� )�" ��� #���"������ �� ��� ���� #������
0� <��" ��� ���� ��" ��� ���� #����� �� ��� "��# D : x2 + y2 ≤ 25

���� ��� "������ ���#���� f(x, y) = 1 + |y| .
1� <��" ��� ���� ��" ��� ������� ������ ������ O �� ��� ���� �4

���� ������� x2

a2
+ y2

4a2
≤ 1 �� f(x, y) = 3kg/m2.

6� <��" ��� ������� ������ �� ��� ����� D : x2 + y2 − 3x ≤ 0 ������
Ox4�2�� �� ��� "������ ���#���� �� f(x, y) = 1√

x2+y2+1
.

&� �������

��

D

ln(x2+y2)
x2+y2

dxdy, ��� D : 1 ≤ x2 + y2 ≤ e2. ?�� ���

D′ : 0 ≤ x2 + y2 ≤ e2?
7� <��" ��� �����# ������ �� D : x2 + y2 ≤ 2, x ≤ y ������ Oy4�2���
3� ������� ��� ���� �� ��� "��# x2 + y2 − x− y ≤ 0 �� ��� "������

���#���� �� f(x, y) = x+ y.
'.� ��� A(1,−

√
3), B(1,

√
3) ��" C(−2, 0) ,� ����� ������ �� ���

xOy4������ ������� ��� ���9 �� ��� )��"
−→
F (x, y) = x3−→i −y3−→j ���� 

��� "���#� �������" *��� ��������# ���E+ #���� [ABCA], ,� ���� �����
��������

''� ������� "���#��� ��" ���� ,� ���� ����� ������� ��� �����#
������ �� ��"�� 3 ������ 0 �� ��� �F����4����� ,���"�" ,� ��� �F����
ABCD, ����� A(0,−1), B(1, 0), C(0, 1) ��" D(−1, 0). *��9� �������
��9� f = 1!).

'-� ��� ����� ������� *�� ��� ����� �������+ �� #������
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/

arc[ABCOA]+

ydx− xdy �� A(4,−2), B(4, 0), C(4, 2)% [COA] �� �� ��#

�� ��� ����,��� x = y2, [AB] �� � �� ���� �� � ����� �� ���� ��" arc[BC]
�� �� ��# �� ��� #��#�� (x− 4)2 + (y − 1)2 = 1, x ≥ 4 ���#� #����#� B
��" C.

'/� ��� {A(i, 2i+ 1)}, i = 1, 2, ..., n ��" An+1(n+ 1, 0). ��� �2��4

��� &7 ��9� � ��"�� �� #������

��

D

xdxdy,

��

D

ydxdy ��"

��

D

xydxdy%

����� D �� ��� "����� ,���"�" ,� ��� #����" ���� ���� ����
[OA1A2...AnAn+1O].
'0� <��" ��� ����� ,���"�" ,� ��� �������� #�����K

�+

�
y = sin x
y = 0

, x ∈ [0, 2π]; ,+ y2 = ax, x2 = by, a > 0, b > 0; #+

|x| + |y| = 1; "+

�
x2 + y2 = R2

x2

a2
+ y2

b2
≤ 1

*"��#������ �� a, b, R+�

'1� ��� �� ����������� #��� � �� �����,��� �� #������

��

D

xydxdy,

�����K
�+ D �� ��� ��������� ���  �������" ,� ��� ��#����

−→
OA ��"

−−→
OB,

���� A(1, 2) ��" B(2, 1).
,+ D �� ��� "����� ,���"�" ,� ��� �����K y = x, y = 2x, x+ y = 1

��" x+ y = 4.
#+ D �� ��� "����� ,���"�" ,� ��� #�����K x = y2, x = 4y2, x = 1,

y > 0 ��" x = 4.



�@�	�� &

���&�� ���������

#$ <-�� �� � ���&�� �������� �� � &��������&�&��=

!��,�� ���� ����

��

D

f(x, y)dxdy ��� #����#��" ���� ����� "������

D% ���� ���� 24"���������� �,H�#��� :��� �� #������ ��#� �� ���� ���
�� ������ )����� #��� �� ��� #���������� �� ��� ������ ���� �����

(� ��� ��,�������� ����� "������ ���� "������D �� ��� 34"����������
���#� R3, ���  ��� � ���� ��������#���" ������% ������ ��� ������ �� �

������ ���� ���

���

D

f(x, y, z)dxdydz. @��� dxdydz �� #����" �� �������

�� ������ ��" f(x, y, z) ����"� ��� A��� "������A ���#����% ��#� ���#�
��� ��� ������ �� ��#� ������ ���� ���� �� ������ ���� ���� � ��� ��  ����4
���5����� �� ��� ������ �� "��,�� ���� ����% �� "� ��� ������ ���� �� ���
��� ���� ������ ���� ,� ������" �� ���� #������% ,�#���� ��� ���"��
#�� ������ ��#���� ���� ,� � ������ ��������� �� ��� #��������"�� 
������ ��"� ,� �� �� ��� #��� �� ��� "��,�� �� ������ ���� �����

D��������� -1. -# 	 ��	�� ��	�� D �� ��	� 	 �����
 D � R3

����� �� �����& ������& �����
�� 	�� �
� ����	�# ∂D �� 	 ���������
��
� ����	�� � ��	�� C1 ���� ����� 
�� �����
�� � 
��� �
�� �
�9 �� 	�# �9 � C�!����
�	� E���
�#�� ( ����� , = (D, f) �
	 ��	�� ��	�� D 	�� 	 ��������� ��
����� ����
�� f : D → R ��
�	�� 
 �� 	 ���� �� R3. *��� 	 ��������� ��
����� ����
�� f ������
� D �� 	 ����
�� ������ � D, ����� �� ��
����� �"���
 	 �����

A � D ���� 
�	
 vol(A) = 0 ��� ����� ���	�� 
�� �
�� � 	 �����
� 	 ��	���� �� R3. +�� 	�� 
�� �����	� �����
�� >�� 6� �	# 
�	
 	
��������� ��
� ����	�� � ��	�� C1 �� �����# 
�� ��	�� −→g (W ) � 	
���� −→g : W → R3, ����� W �� 	 ��	�� ��	��& ���� 
�	
 −→g �� � ��	��
C1 �"���
 	 �����
 B � W � ��� 	��	 ����� area(B) = 0�� �� f = 1 ��
	�� �	�� D 	 ����� +��
����& ���� �� � �
 ������# 	�#
���� 	��

f, �� �	�� ���� 	 ��	�� ��	�� D 	 �����  �� ����
�� f �� �	���� 	
�����
# ����
�� ���	��� �
 	����	
�� 
 	�# ���
 M(x, y, z) � D, 	
������ f(x, y, z), �
�� �����
# � 
�� ���� 	
 M��

-61
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<�� ����� "�)������� �� ������ �#�� ������� �� R3 �� ���" ��� ���"��
�� ��� #����� �� !�B�������� ���#���� *$���������,�� ��������+% ��� ��4
����#� �� C��D�

� �������������" "����� D �� � ���#� "����� �� ��� ���� D =
[a, b]×[c, d]×[e, g]. (� <� �' �� ��� ��#� � "����� , = [ABCEA′B′C ′E′]
��" ��� ���H�#����� �� ��� #���"������ ������ xOy, yOz ��" zOx.

F����� 1

��� ��� D = [a, b] × [c, d] × [e, g] ,� � �������������" ���#� "�����
��" ��� �� #����"�� ��� �������� "�������� ∆x : a = x0 < x1 < ... <
xn = b, ∆y : c = y0 < y1 < ... < ym = d, ∆z : e = z0 < z1 <
... < zp = g �� ��� �� ����� [a, b], [c, d] ��" [e, g] �����#������� ���
∆ = ∆x × ∆y × ∆z = {Dijk = [xi−1, xi] × [yj−1, yj ] × [zk−1, zk]} ,� ���
34"���������� "������� �� D  �������" ,� ∆x, ∆y ��" ∆z *��� <� �-+�

���

{Pijk(ξi, ηj, θk)}, ξi ∈ [xi−1, xi], ηj ∈ [yj−1, yj ], θk ∈ [zk−1, zk]

*���� Pijk ∈ Dijk+ ,� � )2�" ��� �� ���9�� ������ �� ��� "������� ∆ ��"
���

�∆� = max
i,j,k

{diam(Dijk)}
,� ��� ���� �� ��� "������� ∆. ��� f : D → R ,� � "������ ���#����
"�)��" �� D. (� �∆� �� ����� ���� �% �� #�� ���� �����2����� ���
���� �� ��� ����" (Dijk, f |Dijk

) ,� ��� ���,�� f(ξi, ηj , θk) 	 vol(Dijk),
���� ���� ��� "������ �� ��� )2�" ����� Pijk ���������" ,� ��� ������



'� :@� (� � �(	�� (������ 
� � 	��������	(	�!; -6&

F����� 2

�� Dijk. ���% ��� ������ ���� �� D #�� ,� ���� �����2�����" ,� ���
�������� ������ ������� ���K

*'�'+ Sf(∆; {Pijk(ξi, ηj, θk)}) =
n�

i=1

m�

j=1

p�

k=1

f(ξi, ηj, θk) 	 vol(Dijk),

���#� #��������"� �� ��� "������ ���#���� f, �� ��� "������� ∆ ��" ��
��� ��� �� ���9�� ������ {Pijk}, i = 1, 2, ..., n, j = 1, 2, ...,m, k =
1, 2, ..., p.

D��������� -6. 6� �	# 
�	
 	 ����
�� f : D = [a, b]× [c, d]× [e, g]
→ R �� �?���	��� ��
���	��� � D �� 
���� �"��
� 	 ��	� ������ I ����

�	
 �� 	�# ε > 0, 
���� �"��
� 	 ��	� ������ δε ���������� � ε� ��
�

�� �����
# 
�	


��I − Sf(∆; {Pijk(ξi, ηj , θk)})
�� < ε

�� 	�# ������� ∆ ��
� �∆� < δε 	�� �� 	�# ��
 � �	�9��� ���
�

{Pijk(ξi, ηj , θk)} �∆.  ��� ������ I �� ���
�� �#

���

D

f(x, y, z)dxdydz

	�� �
 �� �	���� 
�� 
����� ��
���	� � f � 
�� ��	�� D. *��� dxdydz ��
�	���� 	� ������
 � ����� 	�� �
 �#������� 	 ��	�� ����� vol(Dijk).
�� �����	�& dxdydz �� �
 �)�	� 
 
�� �����
 dx 	 dy 	 dz. -�
 ���� �

�� �& ���	��� 
�� ����� � 	 ��	�� �	�	���������� Dijk �� ����
�	��#�
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�)�	� 
 dx 	 dy 	 dz. 6� ��� 
�	
 I =

���

D

f(x, y, z)dxdydz �� 
�� �	��

� 
�� ���� (D, f) 	�� vol(D) =

���

D

dxdydz ���	��� �� f = 1 �	��

?���	�� ��� Sf (∆; {Pijk(ξi, ηj , θk)}) �� �)�	� 
 vol(D).

(� �� ���� �� ��� ���� ��� �,��� "�)��" ���,�� I �� ���F���
(����"�#�� !��,��2 ���� ��9� �� ��� #��� �� ��� "��,�� �� ������

���� ����% �� �� ��� "�I#��� �� ����� � !��,��2 ���� #�������� ��" ���
�������� ,���# �������

T
����� 7/. ��
��	
��� �����	� �� �	�	������������ ��
D = [a, b]×
[c, d] × [e, g] �� 	 �	�	���������� ��	�� ��	�� 	�� ��
 f : D → R �� 	
��������� ��
����� ���� 
�� �����
�� 	���� ����
�� ������ � D.
 ��� f �� ?���	�� ��
���	��� � D 	��

*'�-+

���

D

f(x, y, z)dxdydz =

� b

a

	� d

c

	� g

e

f(x, y, z)dz



dy



dx.

'�����& 
�� ���� � ��
���	
�� �� 
��� �����	 �	� �� ��	�����  ���
�����	 �	#� 
�	
 ���
 � 	�� �� ����
� 
�� ������ ��
���	� ��
� 
�
�	�	��
��� x 	�� y, J(x, y) =

� g
e
f(x, y, z)dz& 
��� �� ����
� 
�� ���$

��� ��
���	� K(x) =
� d
c
J(x, y)dy ��
� �� �	�	��
�� x, 	�� ��	��# ��

����
�
� b
a
K(x)dx 	�� ��� 
�� �	��� �

���

D

f(x, y, z)dxdydz.  ���

��	�� 
�	
 
�� ����
	
�� � 	 
����� ��
���	� � 	 �	�	���������� �$
�	�� ������� 
 
�� �	����	
�� � 
���� ������ ��
���	��& �
�� �# �
��&
���� �� 	� �
��	
��� �
#���

P����. <�� ���������� ��� �������� % �� ������ ���� f �� #�����4
���� �� D. ��� �� "�����

T =

� b

a

	� d

c

	� g

e

f(x, y, z)dz



dy



dx

��"

I =

���

D

f(x, y, z)dxdydz.

���#�% ,� "�)������% I �2���� �� �� �� ��� ���F�� ����� ����� �� ��� ���4
���� ���� Sf (∆; {Pijk(ξi, ηj , θk)}), �� ����� ����� ���� T ������ �� ���
���F�� ����� ����� �� ��#� ���� �� ����� �� I �2���� ��" �� ���� ,� �F���
�� T. ��� �� �������� ��� �������� ���� ��� ��������� �� ��� ��������
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���#� J(x, y) =
� g
e
f(x, y, z)dz #�� ,� ���� �����2�����" ,� �������

���� �� ��� ����K

J(x, y) ≈
p�

k=1

f(x, y, θk)(zk − zk−1),

�� ��� ���� K(x) =
� d
c
J(x, y)dy #�� ,� ���� �����2�����" ,� ���� ��

��� �������� ����K

*'�/+ K(x) ≈
p�

k=1

	� d

c

f(x, y, θk)dy



(zk − zk−1).

��#� ���� ���
� d
c
f(x, y, θk)dy #�� ,� ���� �����2�����" ,� �������

���� �� ��� ����K
� d

c

f(x, y, θk)dy ≈
mk�

j=1

f(x, η
(k)
j , θk)(y

(k)
j − y

(k)
j−1).

:� ��� �� ����� ��� ��� "�������� ∆
(k)
y : c = y

(k)
0 < ... < y

(k)
mk = d, k =

1, 2, ..., p ��" ���� � ,�  �� "������� ∆y : c = y0 < y1 < ... < ym = d.
@��#�

K(x) ≈
p�

k=1

m�

j=1

f(x, ηj , θk)(yj − yj−1)(zk − zk−1).

���% T =
� b
a
K(x)dx #�� ,� ���� �����2�����" ,� ���� �� ��� ����K

T ≈
p�

k=1

m�

j=1

	� b

a

f(x, ηj , θk)dx



(yj − yj−1)(zk − zk−1).

?�� � b

a

f(x, ηj, θk)dx ≈
njk�

i=1

f(ξ(jk), ηj, θk)(x
(jk)
i − x

(jk)
i−1 ).

?� ������ �� ����� ��� ��� "�������� ∆
(jk)
x : a = x

(jk)
0 < ... < x

(jk)
njk = b,

j = 1, 2, ...,m, k = 1, 2, ..., p ��  �� ����

T ≈
p�

k=1

m�

j=1

n�

i=1

f(ξi, ηj, θk)(xi − xi−1)(yj − yj−1)(zk − zk−1) =

=
n�

i=1

m�

j=1

p�

k=1

f(ξi, ηj, θk) 	 vol(Dijk),

,�#���� �� ��� #���������� ��" ����#������ ���������� �� ��� ����� �"4
"����� �� ���� ���,���� @��#� T #�� ,� ���� �����2�����" ,� �������
���� �� ��� ���� *'�'+% ���� I = T. �



-&. &� �(	�� (�������

E������ 76. ��
 �� ����
� 
�� �	�� � 
�� ���
	�# ���� D =
[0, 1]× [0, 1]× [0, 1] ��
� 
�� �����
# ����
�� f(x, y, z) = 3xyz+1.  ��
�
��	
��� ��
�� ��������� 	��� ���� �� �����

mass(D) =

���

D

(3xyz + 1)dxdydz =

=

� 1

0

	� 1

0

	� 1

0

(3xyz + 1)dz



dy



dx =

=

� 1

0

�� 1

0

�
3xyz2

2
+ z

�����
z=1

z=0

dy

�
dx =

� 1

0

	� 1

0

�
3xy

2
+ 1

�
dy



dx =

� 1

0

�
3xy2

4
+ y

�����
y=1

y=0

dx =

=

� 1

0

�
3x

4
+ 1

�
dx =

�
3x2

8
+ x

�����
x=1

x=0

=
11

8
.

<������� ��� ���� #������% �����# ������� �������� �� #���"������
������ ��" ������� ������� �� ����"� #�� ,� ����"������ ������� ,� �
������ ����� � ���� ��� ������� �������� ��� �������� ��� (D, f) ,� �
����"% ����� D �� � �������������" ���#� "������ ��� ��� #���"������
�� ��� ���� #����� G �� D ���K

*'�0+ xG =

���

D

xf(x, y, z)dxdydz

���

D

f(x, y, z)dxdydz

, yG =

���

D

yf(x, y, z)dxdydz

���

D

f(x, y, z)dxdydz

,

zG =

���

D

zf(x, y, z)dxdydz

���

D

f(x, y, z)dxdydz

.

(� ��� ����" (D, f) �� ������� �����" Oz4�2�� ���% ���� ��� ������� ��4

���� Iz =

���

D

(x2 + y2)f(x, y, z)dxdydz, ��#� ��� �� ����� ��������

#�� ,� "�"�#�" �2�#��� ��9� �� ��� #��� �� "��,�� ���� �����
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� �����	� ��	�� �� � #����"% #����#��" ��" ,���"�" "����� D
�� R3 ���� ��� ,���"��� ∂D � ���#����� ������ �����#� *��� "�)������
-1+� :� ��#��� ��� ������ �� � ������ �� ������� ����#����" �� �
"����� D. ?� �� ������
	�# ��	�� �� R3 �� ���� � )���� �����
�� �������������" "������ Di = [ai, bi] × [ci, di] × [ei, gi], i = 1, 2, ..., n
��#� ���� �� i �= j, ��� �������#���� Di ∩ Dj �� � ��,��� �� R3 �������
�������� ������% ���� �� �� ��� �����,�� �� )�" �� ���� ,��� B(M0, r) =*
M(x, y, z) :

###−−−→M0M
### < r

+
���#� �� ��#��"�" �� Di∩Dj. ���9 �� <� �/

��#� �� ���������� "����� ,.

F����� 3

�� ������ �� ��#� �� ���������� "����� �� �F���% ,� "�)������%
�� ��� ��� �� ��� ������� �� ��� #�������� �������������"�� ��� ��
��#��� "�)������ & �� � ������ *������� �� ��� 34"���������� #���+�

D��������� -&. ( �����
 D � R3 �	� 	 ����� vol(D) ∈ R+ �� ��
	�# ��	�� ��	� ������ ε > 0 
���� �"��
 
� ������
	�# ��	��� Eint
	�� Eext ���� 
�	
,

0� Eint ⊂ D ⊂ Eext,
�� vol(Eext) − vol(Eint) < ε.
1� vol(Eint) ≤ vol(D) ≤ vol(Eext).

��� ����� ���� � ��,��� D ⊂ R3 ��� � ������ vol(D), � ����� 4
����� ���� ���,��% �� ��" ���� �� ����� �2��� ��� ������ �� ����������

"������ {E(j)
int} ��" {E(j)

ext} ��#� ����
*-�'+

E
(1)
int ⊂ E

(2)
int ⊂ ... ⊂ E

(k)
int ⊂ ... ⊂ D ⊂ ... ⊂ E

(m)
ext ⊂ ... ⊂ E

(2)
ext ⊂ E

(1)
ext,
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vol(E
(m)
ext ) ց vol(D) ��" vol(E

(k)
int) ր vol(D) ��m ��" k ��� #����� ���

�� ∞ *,�#��� ��� �� ��" ��� ��+� ���#� vol(E
(m)
ext ) − vol(E

(m)
int ) → 0 ��

m → ∞, vol(D) �� ��� ���F�� ���� ���,�� ���#� �� #�������" �� ���

��������� [vol(E
(m)
int ), vol(E

(m)
ext )], m = 1, 2, .... *��� ������8� �2��� ��

C��D+�
���� ���� "�)������% �� �� ��� "�I#��� �� ����� ���� � )���� ���

�� ������% �� �� ����� �� )���� ��� �� ������ #�����% �� �� ������
�����#��% ���� ������ 5���� (� �����#����% ��� ,���"��� ∂D �� �  ������
"����� D ��� ������ 5���� �� � #����F���#�% �  ������ "����� D ���
� )���� ������% vol(D). (� �� ���� ���� �� ��� ���� � ,���"�" ��,��� A
�� R3, ���#� ��� �� �������� ������% ��� � ������ vol(A) ��" ���� ����
��� �� �F��� �� 5����

�� ������ ���#���� D � vol(D) �� �� �""����� ���#����% ����
vol(D1∪D2) = vol(D1)+vol(D2)−vol(D1∩D2) ��" �� �� �� ��#������ 
���#����% ���� D ⊂ D′ ������� vol(D) ≤ vol(D′).

��� ��� (D, f) ,� � ����"% ���� D �� �  ������ "����� ��" f :
D → R �� � ���#����� #��������� ���#����� � ������� ��	�
�
���
∆ �� D �� � )���� ��� ��  ������ ��,"������ {Di}, i = 1, 2, ..., n ��
D ��#� ���� ∪ni=1Di = D ��" ��� i �= j, Di ∩ Dj �� � ��,��� ����
�� �������� ������ *��� ����� ���% � )���� ���,�� �� ������% ������
#�����% ������ �����#��% ��#�+� �� ��� �� ∆ �� ��� ����� ����� ����
���,�� �∆� = max {diam(Di) : i = 1, 2, ..., n} , ����� diam(Di) =

sup
*###

−−−→
MM ′

### : M,M ′ ∈ Di
+
. :� ������� "����� ∆ = {Di}. � ��� ��

���9�� ������ {Pi(ξi, ηi, θi)}, Pi ∈ Di, i = 1, 2, ..., n, �� ������� ����#�4
���" �� � "������� ∆. ���

Sf (∆, {Pi(ξi, ηi, θi)}) =
n�

i=1

f(ξi, ηi, θi)vol(Di)

,� ��� ������� ��� ���#� #��������"� �� ��� "������� ∆ ��" �� ���
��� �� ���9�� ������ {Pi(ξi, ηi, θi)}, i = 1, 2, ..., n.

D��������� -7. 6� �	# 
�	
 	 ����
�� f : D → R �� �?���	���

��
���	��� �� 
���� �"��
� 	 ��	� ������ I ���
�� �#

���

D

f(x, y, z)dxdydz,

���� 
�	
 �� ε > 0, 
���� �� 	 δ > 0 ����� ������� � ε, ��
�

|I − Sf(∆, {Pi(ξi, ηi, θi)})| < ε

�� 	�# ������� ∆ ��
� �∆� < δ 	�� �� 	�# ��
 {Pi(ξi, ηi, θi)} � �	�9$
��� ���
� � 
�� ������� ∆.  ��� ��	�� 
�	
 �� �	� ���� 	���"��	
�

�� ������ I ��
� ?���	�� ���� � 
�� ��� Sf (∆, {Pi(ξi, ηi, θi)}),
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���� �∆� → 0. I =

���

D

f(x, y, z)dxdydz �� �	�� 
 �� 
�� 
����� ��
�$

��	� � f � 
�� ��	�� D 	�� dxdydz �� �	���� 	� ������
 � �����
� D.

��� ���,�� I �� ���F��
��� ��� ���������� �� "��,�� ���� ���� #�� ,� �2���"�" �� ������

���� �����

T
����� 70. ��
 D �� 	 ��	�� ��	�� 	�� ��
 f : D → R �� 	
?���	�� ��
���	��� ����
���  ��� f ���
 �� �������

P����. ��� �� )2 � ����� ��� ε, ��� ε = 1, �� ��� �,��� "�)������
-7� ��� ���� "�)������ ���� ���� ����� �2���� �� ����� ��� "�������
∆ = {Di}, i = 1, 2, ..., n ��#� ���� |I − Sf(∆, {Pi(ξi, ηi, θi)})| < 1 ���
��� ��� �� ���9�� ������ {Pi} �� ��� "������� ∆. � #����F���#� �� ����
���� ���F������ �� ���� ��� ������� ���� Sf(∆, {Pi(ξi, ηi, θi)}) �������
,���"�" ���� �� ��,�������� #��� � ��� ��� �� ���9�� ������ {Pi},
Pi ∈ Di, i = 1, 2, ..., n. (� f ���� ��,���"�"% �� ���� ��,���"�" �� �����
�� � ��,"����� Di0 . ��� ����� ���� ����� �2���� � ��F���#� �� ������

{P (m)
i0

}, P (m)
i0

∈ Di0, m = 1, 2, ... ����
���f(P

(m)
i0

)
��� → ∞ ���� m → ∞.

:� ��� ��� ���� �� ��� #��������"�� ������� ����%

Sf (∆, {P (m)
i (ξ

(m)
i , η

(m)
i , θ

(m)
i )}) =

n�

i=1

f(ξ
(m)
i , η

(m)
i , θ

(m)
i )vol(Di),

����� ��� ��� ������ P
(m)
i = Pi ��� )2�"% �2#��� P

(m)
i0

���#� �� ���4

�� % ��� i04�����% f(ξ
(m)
i0
, η

(m)
i0
, θ

(m)
i0

)vol(Di0) �� ��,���"�" �� ∞ �� ��

−∞. @��#�% ��� ��� �� ��� ������� ���� Sf(∆, {P (m)
i (ξ

(m)
i , η

(m)
i , θ

(m)
i )})

#����� ������ ,���"�"� � #�����"�#���� ���� ��� �,��� �,���������E
���% f ���� ,� ,���"�"� �

��� ���� ������ ���� ���� ��� #���� �� ���� ��,�� ���#����� �� ��#��"�"
�� ��� #���� �� ,���"�" ���#������ ��� �� ��� ��� ���#���� #����"���"
,� �� �� ��� �������� �� ������" �� ,� ,���"�"�

��� D ,� � "����� ���� � ������ vol(D)% ��� ∆ = {Di}, i =
1, 2, ..., n ,� � "������� �� D ��" ��� f ,� � ,���"�" ���#���� "�)��"
�� D ���� ������ �� R� ��� mi = inf{f(x, y, z) : (x, y, z) ∈ Di} ��" ���
Mi = sup{f(x, y, z) : (x, y, z) ∈ Di} ��� ��� i = 1, 2, ..., n. ���

s∆(f) =
n�

i=1

mi 	 vol(Di)
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�� #����" ��� ������� C	���" ��� �� f �������� �� ∆ ��"

S∆(f) =
n�

i=1

Mi 	 vol(Di)

�� ���" �� ,� ��� ������� C	���" ��� �� f �������� �� ∆. (� �� #����
����

m 	 vol(D) ≤ s∆(f) ≤ Sf(∆, {Pi(ξi, ηi, θi)}) ≤ S∆(f) ≤M 	 vol(D),

��� ��� ��� �� ���9�� ������ {Pi(ξi, ηi, θi)} �� ��� "������� ∆, �����
m = inf{f(x, y, z) : (x, y, z) ∈ D} ��" M = sup{f(x, y, z) : (x, y, z) ∈
D}. ���#� ��� ��� {s∆(f) : ∆  ��� �� ��� ��� �� ��� "�������� �� D}
�� ����� ,���"�" ,� M 	 vol(D), �� ��� � ����� ����� ,���" I∗(f).
���#� ��� ��� {S∆(f) : ∆  ��� �� ��� ��� �� ��� "�������� �� D} �� �����
,���"�" ,� m 	vol(D), �� ��� �  ������� ����� ,���" I∗(f). (�  ������%
I∗(f) ≤ I∗(f).

T
����� 71. �C	���" ���
����� ��
 D �� 	 ��	�� ��
� 	 ��$
��� vol(D) 	�� ��
 f : D → R �� 	 ������ ����
���  ��� f �� ��
�$
��	��� � D �� 	�� ��# �� I∗(f) = I∗(f), ���� �� 	�� ��# �� �� 	�# ε > 0

���� �"��
� 	 δε > 0 ���� 
�	
 �� �∆� < δε 
��� S∆(f)− s∆(f) < ε. ��


��� �	�
 �	�� I∗(f) = I∗(f) =

���

D

f(x, y, z)dxdydz.

��� #�������� �� ���� ������ �������� �� ���� �� ����� ���� � ���#4
�)�" #���� �� ���#����� ��� ���� ��,���

T
����� 76. ��
 D �� 	 ����� ������ ��	�� ��	�� ��
� ∂D 	
��������� ��
� ����	�� 	�� ��
 f : D → R �� 	 ��
����� ����
��
������ � D.  ��� f �� ��
���	��� � D. �� f �� ��
����� � 	 �����

D
A � D ���� 
�	
 A �	� 	 ����� �)�	� 
 ���& 
��� f �� 	��
��
���	��� � D.

P����. :� ����� ���� ��� )��� ��������� �� ��� �������� ���#�
D �� #����" ��" ,���"�"% D �� � #����#� ��,��� �� R3. ���#� f ��
#���������% �� �� ��������� #��������� *��� C��D% ������� 13+� (� ��"��
�� ����� ���� f �� ���� ��,�� �� ����� ��� ��� �,��� !��,��2 #��������
71� <�� ����% ��� �� ��9� � ����� ε > 0. �� ������� #��������� �� f
������� ���� ����� �2���� � ����� δ > 0 *"����"�� �� ε+ ��#� ���� ��
�,�′ ∈ D ��" ��− �′� < δ, ���� |f(�) − f(�′)| < ε

vol(D)
. ��� �� ��9� �

"������� ∆ = {Di}, i = 1, 2, ..., n �� D ���� �∆� < δ� ���#� ��#� Di ��
� #����#� ��,��� �� R3 ��" ���#� f �� #���������% ����� �2��� �(i) ��"
�′(i) �� Di ����

mi = inf{f(x, y, z) : (x, y, z) ∈ Di} = f(�(i))
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��"

Mi = sup{f(x, y, z) : (x, y, z) ∈ Di} = f(�′(i))

*��� C��D% ������� 17+� @��#�

S∆(f) − s∆(f) =
n�

i=1


f(�′(i)) − f(�(i))

�
	 vol(Di) ≤

≤
n�

i=1

��f(�′(i)) − f(�(i))
�� 	 vol(Di) <

ε

vol(D)

n�

i=1

vol(Di) = ε,

,�#���� �∆� < δ ������� diam(Di) < δ ��" ��%
##�′(i) − �(i)

## < δ.
��� �� #�� ����� ��� ������� #��������� �� f ��" )����� ��  �� ����
S∆(f) − s∆(f) < ε, ���� ���� f �� ���� ��,��� �

R����� /'. 8� 
 �� �� ���� ����� ������ ��	��� Di ��
�
��������� ��
� ����	����& 	� �����	��� � 	 ������� ∆ � 	 �"��
��	�� D � 
�� �	�� 
#��� +���� 	�# ���� �����	�� Di �	� �� ����
	���"��	
�� ��
� ������
	�# ��	��� ����
� ���� � ������	����
�	�	������������ � ��
� ���
� ����� � ������	���� 
�
��	������&
�	���& ������& �
��& �� �	� ����
�
�
� 
���� Di �� �����
�� �: � ��

����� :2 ��
� 
�
��	������& �	���& ������& �
�� �
 �� ���	� 
�	
 ��
�����	� �
 �� �
 ������� 
 ���� 	 ��	�� D ��
� ������	���� �	���&
�� ���
	���� -�
& �� 	�# ��	�� ε > 0, 
���� �"��
� ���� 	 ���� �
�	��� Uε ⊂ D, ���� 
�	
 vol(D
Uε) < ε. *���� �� �	� ��9 ��
� 
��
������� 	�
���	
��� �)���	���
 �����
�� �� 	� ��
���	��� ����
�� f.
6� �	# 
�	
 f : D → R �� �?���	��� ��
���	��� � D �� 
���� �"$
��
� 	 ��	� ������ I ���� 
�	
 �� 	�# ��	�� ε > 0 	�� η > 0 
����
�"��
� 	 ���� Uη = {Bi} � ������	���� �	���& ���� 
�	
 Uη ⊂ D,
vol(D
Uη) < η 	�� |I −�n

i=1 f(ξi, ηi, θi)vol(Bi)| < ε �� 	�# ��
 �
�	�9��� ���
� {Pi(ξi, ηi, θi)}, Pi(ξi, ηi, θi) ∈ Bi, i = 1, 2, ..., n. +���$
�	��# �� �	� ��9 ��
� 
�
��	������& ������& �����	� �	�	�����������&
�
��& ���
�	� � �	����  ��� �� ��# �� �� �	� 	 
��� � ��	��� ��9� ��

�� �����	 ���0�&

E
(1)
int ⊂ E

(2)
int ⊂ ... ⊂ E

(k)
int ⊂ ... ⊂ D,

���� 
�	
 vol(E
(k)
int) ր vol(D), 
��� 
�� 	���"��	
�� �����	� �	� ��

����,

*-�-+

���

D

f(x, y, z)dxdydz = lim
k→∞

�� �

E
(k)
int

f(x, y, z)dxdydz,
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�

*-�/+

���

D

f(x, y, z)dxdydz ≈
�� �

E
(k)
int

f(x, y, z)dxdydz

�� k �	��� ������ �� 
�� ����������� ��	�
��� 
��� �	�
 �����	 ��
��
�# �����

�� �������� ������ ��� �� ����� ���� ,���# ���������� �� ��� ������
���� �����

T
����� 7&. 	� 
�� �	����� f �

���

D

f(x, y, z)dxdydz �� 	 ���$

�	� �	����� ������ � 
�� ���
� ��	�� Int(D) � 	�� ��
���	��� ����$

��� ������ � D.  ��� ��	�� 
�	


���

D

[αf(x, y, z) + βg(x, y, z)]dxdydz =

= α

���

D

f(x, y, z)dxdydz + β

���

D

g(x, y, z)dxdydz.

�� 
�� �	�� � 	 ���� (D, f) �	� �� ����
�� 	� �����,

mass(D) =

���

D

f(x, y, z)dxdydz.

�� �	�
����	� 
�� ����� � D �� �)�	� 


���

D

dxdydz.

�� �� f ≤ g � D, 
���

���

D

f(x, y, z)dxdydz ≤
���

D

g(x, y, z)dxdydz.

�� �	�
����	�& �� f ≥ 0 � D, 
���

���

D

f(x, y, z)dxdydz ≥ 0.

��

������

���

D

f(x, y, z)dxdydz

������
≤

���

D

|f(x, y, z)| dxdydz.
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��
���

D

f(x, y, z)dxdydz = f(x0, y0, z0) 	 vol(D),

����� f �� ��
����� 	�� (x0, y0, z0) �� 	 ���
 � D ���	� �����	��
 ��� �����	 �	#� 
�	
 	�# ���������� ���� �	� 
�� �	�� �	�� 	�
	 ������� ���� ��
� 
�� �	�� ��	�� D 	�� 
�� ���
	�
 �����
#
�)�	� 
 
�� �	��� � 
�� ���
�	� �����
# ����
�� 	
 	 ���
	�� ���
 �
D. �� �	�
����	�& �� f �� ��
�����& f(x, y, z) ≥ 0 	��

���

D

f(x, y, z)dxdydz > 0,


��� f �� �
 ��� � 	 ��	�� �	�� ����� �� ��
	���� �� D. '�����&
�� f ≥ 0 	��

���

D

f(x, y, z)dxdydz = 0,


��� 
�� ��
 A � ���
� (x, y, z) �� ����� f(x, y, z) > 0 �	� 
�� �����
�)�	� 
 ��� �
�� ��� � 
��� �
	
����
 �� ��� ��3���
��

�� �� ∆ = {Di}, i = 1, 2, ..., n �� 	 ������� � D& 
���
���

D

f(x, y, z)dxdydz =
n�

i=1

���

Di

f(x, y, z)dxdydz.

��� ��� ����� �����#������ ���#� �� ��� �� ��� #��� �� � ������
���� ��� �� �������������"� #�� ,� "�"�#�" ���� ��� �  ������ "�����
D. <�� ������#�% ��� #���"������ �� ��� ���� #����� �� � ����" (D, f)
���K

*-�0+ xG =

���

D

xf(x, y, z)dxdydz

���

D

f(x, y, z)dxdydz

, yG =

���

D

yf(x, y, z)dxdydz

���

D

f(x, y, z)dxdydz

,

zG =

���

D

zf(x, y, z)dxdydz

���

D

f(x, y, z)dxdydz

.
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(� ��� ����" (D, f) �� ������� �����" ��� Oz4�2�� ��� ������#�% ���
������� ������ #�� ,� #������" �� �������K

Iz =

���

D

(x2 + y2)f(x, y, z)dxdydz,

,�#���� ��� �F���� �� ��� "�����#� �� � ����� M(x, y, z) �� �� ��� Oz4
�2�� �� �F��� �� x2 + y2. �� ���"�� #�� ������ "�"�#� ����� ��������
�� ��� 9���� ��#� � ������� ��� � ����� ���� � A����A �� ��� <��
������#�% � ����" (D, f) �� ����� �����" � ����� �� ���� (d) ��" ���
"�����#� �� � �����M(x, y, z) �� ���� ����" �� �� ��� ���� (d) �� � ���#����
H(x, y, z). ���% ��� ������� ������ �� ���� ��� �� ����� �� �F��� ��
H2(x, y, z) 	 f(x, y, z). ��� �� A ��,���5�A ���� ���� �������� ��" �,����
�  ������ ������� ��� ��� ������� ������ �� ��� ������ ����"% ���� �� ��
������� �����" ��� ���� (d) :

I(d) =

���

D

H2(x, y, z) 	 f(x, y, z)dxdydz.

���#� �� ���� �� �B�#���� �����" �� #������ � ������ ���� ��� �� ��
��� ������� ����% �� �������� �� ���9 ���� ���� �2������� ��� ��
#������� ��� ���"� ,� ��������� ��� ,���# �����" �� #���������� ��
��� ������ ���� ����% ������ ��� A��������� �����"A� �� ���� #����
���� ��� ��#� ���� ,� ���� ���� �����" �� ����� ��"�#� ��� #������4
���� �� � ������ ���� ��� �� ��� ��##������ *���������+ #��#������� �� �����
������ ������� ���� �����

+$ ������� � ����(��� ��� � ������� �&��� ������

��� �� ,� �� ���� ���� �����F��������
:� ��� ���� � �����#� (S) �� �"�����
�# ����������� ���� �����#� �� z

�� �� ��� � ���������5����� �� ��� �������� ����K

(S) :





x = x
y = y

z = z(x, y)
, (x, y) ∈ , = prxOy(S),

��� ���H�#���� �� (S) �� ��� xOy4����� *��� <� �0+�
� "����� D �� ������ ����
� Oz$	"�� �� ����� �2��� ��� #���������

���#����� z = ϕ(x, y) ��" z = ψ(x, y) ��#� ����K

D = {M(x, y, z) : ϕ(x, y) ≤ z ≤ ψ(x, y), ����� (x, y) ∈ , ⊂ xOy} ,
���� D �� ��� A#���������A ����� �� ��� �� �����

[M1(x, y, ϕ(x, y)),M2(x, y, ψ(x, y))],
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F����� 4

���� (x, y) ���� �� � ����� "����� , #�������" �� ��� xOy4����� *���
<� �1+� ��� ����� ���� D �� � #����"��#�� "����� "�������" A�� ��"
"���A ,� ��� �2���#���� "��#��,�" �����#�� z = ϕ(x, y) ��" z = ψ(x, y).

F����� 5
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T
����� 77. �	 �����	� �
��	
��� �����	 �� ��
 D �� 	 �����	�
��	�� ���� �
� �����
�� 	
 
�� ��������� � 
��� ���
��� �� R3 	��
��
 (D, f) �� 	 ���� �f : D → R �� 	 ��������� ��
����� ����
����
6� 	�� 	����� 
�	
 D �� ������ ����
� Oz$	"���  ���,

*/�'+

���

D

f(x, y, z)dxdydz =

��

$

�� ψ(x,y)

ϕ(x,y)

f(x, y, z)dz

�
dxdy.

 ��� �����	 �	#� 
�	
 ���
 � 	�� �� ����
� 	 ������ ��
���	�

J(x, y) =

� ψ(x,y)

ϕ(x,y)

f(x, y, z)dz,

��
� 
� �	�	��
��� x 	�� y, � 
�� ������


[M1(x, y, ϕ(x, y)),M2(x, y, ψ(x, y))],

���	
��� 
 
�� �	��	��� z.  ���& �� ����
� 	 ����� ��
���	���

$

J(x, y)dxdy � 
�� 7��
 �
	���� ����
�� J(x, y), � 
�� ��	��

,, 
�� ��7��
�� � D � 
�� xOy$��	�� ���� ����2��

P����. (� ��"�� ��� �� ���� ��������� �� ��������#���" ��#���#��
#����"�������� ��" �� ��#��� ��� ���������% �� ����� ���� ������ ����
���� f �� #���������� �� �"�� �� ��� ����� �� ��9� ��� �"�� ���" ���
������ � ������� ������� ��� � "��,�� ���� ��� *��� ������� &3+� ���
�� #������#� ��� �������� ����� �� �����K [a, b] = prOx(D)% [c, d] =
prOy(D) ��" [e, g] = prOz(D), ��� ���H�#����� �� ��� "����� D �� ���
����� #���"������ �2��� ��� �� "����� ,� E = [a, b] × [c, d] × [e, g], ���
�������������" #������#��" ���� ����� ���� �� ������ (� �� #���� ����
D ⊂ E *��� <� �1+� (� �� A#����A ���� �� �� �2���" ��� "������ ���#����
f : D → R �� E ,� ������ ��� "������ 5��� �� ��� ��� ������ �� E
���#� ��� ��� �� D, ��� ���� �� D ���� ,� ��� ���� �� ��� ���� �� E.

(�"��"% ��� �� "�)�� "f : E → R%

"f(x, y, z) =

�
f(x, y, z), �� (x, y, z) ∈ D,

0, �� (x, y, z) ∈ E
D.

���#� f �� #��������� �� D, "f �� "��#��������� *,�� ,���"�"E+ �� ����
�� ∂D, ���#� �� � )���� ����� �� ������ ,���"�" �����#��� @��#�% ���

��� �� ������ �� ���#� "f �� "��#��������� ��� ������ 5���� ��� �����

���� "f �� ���� ��,�� �� E ��" �� #�� ����� �� ��� ������ ���� ��� ���
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��������� ������� *'�-+K
���

D

f(x, y, z)dxdydz =

���

E

"f(x, y, z)dxdydz =

=

� b

a

	� d

c

	� g

e

"f(x, y, z)dz



dy



dx =

=

� �

[a,b]×[c,d]

(

� ϕ(x,y)

e

"f(x, y, z)dz +

� ψ(x,y)

ϕ(x,y)

"f(x, y, z)dz+

+

� g

ψ(x,y)

"f(x, y, z)dz)dxdy =

� �

[a,b]×[c,d]

�� ψ(x,y)

ϕ(x,y)

"f(x, y, z)dz

�
dxdy =

=

��

$

�� ψ(x,y)

ϕ(x,y)

f(x, y, z)dz

�
dxdy,

���� �� H��� �,�����" ��� ��������� ������� */�'+� @��� �� ���" ���

��#� ���� "f(x, y, z) = 0 �� ��� ��� ������ �� ��� �� ���� [A,B] ���#�
��� �����"� �� ��� �� ���� [M1M2] ��"% �� ��� ��� ������ �� E ���#�
��� ���H�#��" �� ��� xOy4����� �� ��� ������ �� ��� �� ��� [a, b] ×
[c, d]
, *��� <� �1+� <�� ��� ����� ������ (x, y, z) �� D, "f(x, y, z) =
f(x, y, z). �

E������ 7&. ��
 , = {M(x, y, z) : x2 +y2 ≤ z2, 0 ≤ z ≤ 2} �� 
��
���� ��	�� ��� ����A 	�� ��
 f(x, y, z) = 3z �� 	 �����
# ����
��
������ � ,. ��
 �� ����
� 
�� �	�� � 
�� ���� (,, f).

6� ���
 �� �	����� ���� ���	��� , �� �
 ��� 	 ��	�� ��	�� ��9�
�� 
�� 	��� 
������ *���� ϕ(x, y) =

�
x2 + y2 	�� ψ(x, y) = 2 	��

�� , � 
�� 	��� 
����� �� �	� ,xy = prxOy(D) ���� ����A��
 ���& ����� �����	 1�0& �� ��
,

mass(,) =

���

$

3zdxdydz =

� �

x2+y2≤4

�� 2

√
x2+y2

3zdz

�
dxdy =

3

2

� �

x2+y2≤4

z2
��2√

x2+y2
dxdy =

3

2

� �

x2+y2≤4


4 − (x2 + y2)

�
dxdy =

= 6

� �

x2+y2≤4

dxdy − 3

2

� �

x2+y2≤4

(x2 + y2)dxdy.
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 �� ���
 ����� ��
���	� �� �
���� ���� 
��� 6 
���� 
�� 	��	 � 	 ����
��
� �	���� 2, 
��� �
� �	��� �� �)�	� 
 24π. ��
 �� ��� ��	� �����	
��
��	��� � �	��	���� 
 ����
� 
�� ����� ����� ��
���	�,

� �

x2+y2≤4

(x2 + y2)dxdy =

� 2

0

	� 2π

0

ρ2 	 ρdθ


dρ =

=

� 2

0

ρ3
	� 2π

0

dθ



dρ = 2π

ρ4

4

����
2

0

= 8π.

*����&

mass(,) = 24π − 3

2
	 8π = 12π.

:� ��� ���� �� ��� �,��� ��������� ������� )��� �� ��� ��� #�������
� ������ ���� ��� ��" ���� ��� #������� � "��,�� ���� ���� :� �����
��� �� ��� �������� ���� �� ���� #���� �� �� �����,�� �� #������ )�����
� "��,�� ���� ��� ��" ���� � ������ ���� $�������% �� ��� ��2� ������
���  ������ "����� D ���#� �������" �� ��� ��������� �� ������� 77
���"� ��� �� ,� �������

T
����� 73. �	 �����	� �
��	
��� �����	 ��� ��
 , �� 	 �����	�
��	�� 	�� ��
 (,, f) �� 	 ���� ���� 
�	
 [e, g] = prOz(,), S = , ∩
{Z = z}, ����� z ∈ [e, g], �� 
�� ���
�� � , ��	����� �# 
�� ��	�� Z = z
	�� ,z �� 
�� ��7��
�� � S � 
�� xOy$��	�� ���� ����>��  ���&

*/�-+

���

$

f(x, y, z)dxdydz =

� g

e



��

$z

f(x, y, z)dxdy


 dz.
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*���& ���
 � 	�� �� ����
� 	 ����� ��
���	� I(z) =

��

$z

f(x, y, z)dxdy

��
� 	 �	�	��
�� z 	�� 
��� �� �	����	
� 	 ������ ��
���	�
� g
e
I(z)dz

� 
�� �	�
 ����
�� ����
�� I(z).

F����� 7

P����. � ����" ���� ������������ ��#���#�� ���#9�% �� ������
���� f : , → R �� � #��������� ���#����� ��� E = [ABCDA′B′C ′D′] =
[a, b] × [c, d] × [e, g] ,� � �������������" ���#� #������� , ��"

"f(x, y, z) =

�
f(x, y, z), �� (x, y, z) ∈ ,,

0, �� (x, y, z) ∈ E
,.

,� � "������ ���#���� �� E ���#� �2���" f �� �� E. (� �� ���� �� ���

���� ��� ���� �� (E, "f) �� �F��� �� ��� ���� �� (,, f). ������� ���
��������� ������� *'�-+ ��� ��� �������������" "����� E% ��  ��K

���

$

f(x, y, z)dxdydz =

���

E

"f(x, y, z)dxdydz =

� g

e



� �

[a,b]×[c,d]

"f(x, y, z)dxdy


 dz =

� g

e



��

$z

f(x, y, z)dxdy


 dz,

,�#���� "f(x, y, z) = 0, ���� (x, y) �� �� [a, b] × [c, d] ,�� ��� �� ,z ��"
"f(x, y, z) = f(x, y, z)% ���� (x, y) ∈ ,z. �
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E������ 77.  �� ���� (,, f), ����� , : x2 + y2 ≤ z2, 0 ≤ z ≤ 2
	�� f(x, y, z) = z2 �� �
	
��� 	���� Oz$	"��� ��
 �� ����
� 
��
����
�	 ����
 � �
 ����
� 
 Oz$	"�� ���� ����:��  �� ��7��
�� �

�� ��	�� , � 
�� Oz$	"�� �� 
�� ������
 [0, 2]. �� 	�# z0 ∈ [0, 2],

�� ��7��
�� � 
�� ���
�� � , ��
������� �# 
�� ��	�� Z = z0 �� 
��
���� ,z0 : x2 + y2 ≤ z20 . ��
 �� 	���# �� 
�� �����	 �1��� 
 ����
�


�� 
����� ��
���	� Iz =

���

$

z2(x2 + y2)dxdydz.

Iz =

���

$

z2(x2 + y2)dxdydz =

� 2

0

z2



� �

x2+y2≤z2

(x2 + y2)dxdy


 dz =

=

� 2

0

z2
�� z

0

ρ3

	� 2π

0

dθ



dρ

�
dz = 2π

� 2

0

z2 	 z
4

4
dz =

π

2
	 z

7

7

����
2

0

=
64π

7
.

F����� 8

?��� ��������� �������� */�'+ ��" */�-+ ������ �� ���Oz4�2��� :� #��
������ ��� ��� ��� ����� ���� ����� �� �������� ���#� ����� �� Oy4�2��
��" �� Ox4�2���

E������ 73. �� ���
	���& ��
 �� ��� 
�� �����	
�� � 
�� �	��
���
�� � 
�� ��	�� D : x2 + z2 ≤ 2y, 0 ≤ y ≤ 8 	�� 
�� �����
#
����
�� f(x, y, z) = y.  �� �	

�� �� 	��
 	 ������	� �	�	����	�
��	�� ��
� Oy 	� 	� 	"� � �#���
�#�  �� �#���
�# ���� �� 	��
	 �
	
�� �#���
�# ���	��� 
�� �	�� �� �#���
���	��# ���
����
�� ����
�
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�� Oy$	"��� ������& f(−x, y,−z) = y = f(x, y, z), ���� 
�� �����
# �

�� ���
 M(x, y, z) �� 
�� �	�� 	� 
�� �����
# � �
� �#���
��� ���

M ′(−x, y,−z) ����
� Oy$	"���  ���& 
�� �	�� ���
�� G �� � 
�� Oy$
	"��& ���� xG = zG = 0. ��
 �� ����
�

yG =

���

D

y 	 ydxdydz

���

D

ydxdydz

.

��
 �� ���
�# ����
� I =

���

D

ydxdydz, 
�� �	�� � 
�� ����� ��
 ��

��� 
�� ���
 �
��	
��� �����	 �1�0��  �� ��7��
�� � 
�� ��	�� �

�� zOx$��	�� �� 
�� ����, x2 + z2 ≤ 16, ��
� �	���� �)�	� 
 4. ��
	 �"�� ���
 P (x, 0, z) �� 
��� �	�
 ����& 	�� 
�� ���
� � D ����� 	��
��7��
��� �� P 	�� 
�� ���
� � 
�� ��	�� ������


[M1(x,
x2 + z2

2
, z),M2(x, 8, z)].

 ���& ���

D

ydxdydz =

� �

x2+z2≤16

�� 8

x2+z2

2

ydy

�
dxdz =

=
1

2

� �

x2+z2≤16

�
y2 |8x2+z2

2

�
dxdz =

1

2

� �

x2+z2≤16

�
64 − (x2 + z2)2

4

�
dxdz =

= 32

� �

x2+z2≤16

dxdz − 1

8

� �

x2+z2≤16

(x2 + z2)2dxdz.

 �� ���
 ��
���	� �� 32 
���� 
�� 	��	 � 	 ���� � �	���� 4, ���� �
 ��
�)�	� 
 32 × π × 16. ��
 �� ����
� 
�� ����� ����� ��
���	�
� �

x2+z2≤16

(x2 + z2)2dxdz =

� 4

0

	� 2π

0

ρ4 	 ρdθ


dρ = 2π

ρ6

6

����
4

0

= π
46

3
.

*����& 
�� �	�� � D �� �)�	� 
 32 × π × 16 − π 45

6
= 45π

3
.

��
 �� �� ����
� 
�� �
	
�� ����
 ����
� xOz$��	��&

J =

���

D

y2dxdydz =

� �

x2+z2≤16

�� 8

x2+z2

2

y2dy

�
dxdz =
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=
1

3

� �

x2+z2≤16

�
y3 |8x2+z2

2

�
dxdz =

1

3

� �

x2+z2≤16

�
83 − (x2 + z2)3

8

�
dxdz =

=
83

3

� �

x2+z2≤16

dxdz − 1

24

� �

x2+z2≤16

(x2 + z2)3dxdz =

=
83

3
	 16π − 1

24

� 4

0

	� 2π

0

ρ6 	 ρdθ


dρ =

=
83

3
	 16π − 1

24
	 2π 	 ρ

8

8

����
4

0

=
83

3
	 16π − 1

24
	 2π 	 48

8
=

=
1

24 	 8

�
85 	 16π − 48 	 2π

�
= 2π 	 45.

*����& yG = 2π�45
45π
3

= 6.

,$ �-���� ��  ����'��� �� � ���&�� ��������

��� �� #����"�� ���  ������ ���#� "����� , ��" D, ,��� �� R3, ���
)��� "��#��,�" �������� �� � ��������� #���"����� ������ {ou, ov, ow}
��" ��� ��#��" �������� �� ��� ����� ��������� #���"����� ������

{Ox,Oy,Oz}. ��#��� ���� �  ������ ���#� "����� D �� � #����"%
,���"�" ��" #����#��" ��,��� D �� R3 ��#� ���� ��� ,���"��� ∂D �� �
���#����� ������ �����#�� � ��
� �����	
�� ��� , �� D �� � ��#4
��� ���#���� −→g : , → D, −→g (u, v, w) = (x(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w))
���#� �� � "�B����������% ���� �� �� � ,�H�#���� ��" −→g ��" ��� �������−→g −1 : D → , ��� ��#��� ���#����� *)��"�+ �� #���� C1. @��� x, y, z
��� ��"����"��� �����,���% ,�� x(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w) ��� �����
���#����� �� ����� ��"����"��� �����,��� u, v ��" w. :� ������ ��� ��
�����"�#� ��� �������� ��� ��� ���� �� ����� ����� ���� ���#����� *��9�
ϕ(u, v, w), ψ(u, v.w), θ(u, v, w)+� � #��� � �� ��� A��"A �����,��� x, y
��" z ���� ��� A���A ���� u, v ��" w �� ������ ���� ���� ��#� � ������
"���������� �� � A�� ���� ��������������A% ������� ���� ���������#��
���� ��� ��� ���� �������

<���� �� ��� �� ��� ���������" ��� #��� �� ��� ������ �� � ����� *���
"������� �� ����� ���� �E+ �������������" "����� [P0P1P4P3P2P

′
1P

′
4P

′
3]

�� ��� "����� ,, ���#� #������� � )2�" ���9�� ����� P (ξ, η, θ),
����� � ��� "���������� −→g . ��� [M0M1M4M3M2M

′
1M

′
4M

′
3] ,� ��� ��4

� �−→g ([P0P1P4P3P2P
′
1P

′
4P

′
3]) �� [P0P1P4P3P2P

′
1P

′
4P

′
3] ����� � −→g *���

<� �3+�
(� P0(u0, v0, w0), P1(u0, v1, w0), P2(u0, v0, w1), P3(u1, v0, w0),
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M0(x0, y0, z0), M1(x1, y1, z1), M2(x2, y2, z2) ��" M3(x3, y3, z3) ����%

*0�'+





x0 = x(u0, v0, w0)
y0 = y(u0, v0, w0)
z0 = z(u0, v0, w0)

,





x1 = x(u0, v1, w0)
y1 = y(u0, v1, w0)
z1 = z(u0, v1, w0)

,





x2 = x(u0, v0, w1)
y2 = y(u0, v0, w1)
z2 = z(u0, v0, w1)

,





x3 = x(u1, v0, w0)
y3 = y(u1, v0, w0)
z3 = z(u1, v0, w0)

.

T
����� 3.. �
�� ��	��� � 	� ������
	�# ������ 6�
� 
��
	��� �
	
�� 	�� �#�
�����& �� �	� 
�	
,

vol([M0M1M4M3M2M
′
1M

′
4M

′
3]) ≈*0�-+ ��J−→g (ξ, η, θ)

�� vol([P0P1P4P3P2P
′
1P

′
4P

′
3]) =*0�/+

=
��J−→g (ξ, η, θ)

�� (u1 − u0)(v1 − v0)(w1 − w0).

 �� 	���"��	
�� ��	�� 
�	
 
�� ����� � 
�� ��	�� � 
�� �	�	�$
���������

[P0P1P4P3P2P
′
1P

′
4P

′
3]


����� 
�� �����	
�� −→g �� ����� 	�� ����� 
 
�� )�	�
�
#��J−→g (ξ, η, θ)
�� (u1 − u0)(v1 − v0)(w1 − w0)
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	� �� 	� 
�� ��	��
�� � 
�� �	�	���������� �� ��	���� 	�� ��	�����
*����& �� �	� �9 	
 
�� )�	�
�
#

��J−→g (ξ, η, θ)
�� 	� 
 	 ��	� ����	
���

� ���
�	�
��� ��3����
 � �� �����	
�� −→g . �
 ��
��� 
�� ��$
���	
�� � ��	�� ������ ������ 
�� �����	
�� �������

P����. �� �������� ��F���#� �� #����#����� �����2�������� ����
 ��� �� ��� )��� �����2������� �� ��� ������� *0�-+�
*0�0+

vol([M0M1M4M3M2M
′
1M

′
4M

′
3]) ≈ vol

�,−−−→
M0M1,

−−−→
M0M2,

−−−→
M0M3

-�
,

�����
,−−−→
M0M1,

−−−→
M0M2,

−−−→
M0M3

-
�� ��� �9��  ������ �������������" #��4

����#��" ���� ��� ��#����
−−−→
M0M1,

−−−→
M0M2,

−−−→
M0M3. ��� �� �����,��% ����

��� #����� �� ��#��� ���#����% ��� ,���# ������� �� #��#������� �� ��#�
� ������� (� �� �� ��#� ��� �,������ ����� �� ��� ��2�" ���"�#�

(
−−−→
M0M1,

−−−→
M0M2,

−−−→
M0M3),

���#� �� #������" �� ��� ����� �� ��� �������� "����������K

*0�1+ det




x1 − x0 y1 − y0 z1 − z0
x2 − x0 y2 − y0 z2 − z0
x3 − x0 y3 − y0 z3 − z0


 .

���#� x1 = x(u0, v1, w0) ��" x0 = x(u0, v0, w0), ��� �� #����"�� ���
���#���� v � x(u0, v, w0) ��" ��� �� ����� �� �� �� ��� � ������� *���
C��D% ��������� 1% �� �77+ �� ��� �������� [v0, v1] :

x1 − x0 =
∂x

∂v
(u0, c, w0) 	 (v1 − v0),

����� c ∈ (v0, v1). ���#� ��� "������� �� ��� �������������"
[P0P1P4P3P2P

′
1P

′
4P

′
3] �� ���� �����% ��� ����� (u0, c, w0) �� ���� #����"

�� P (ξ, η, θ). ���#� ��� ���#����� x(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w) ��� ��
#���� C1, ��� ���#���� ∂x

∂v
(u, v, w) �� #���������� @��#� ∂x

∂v
(u0, c, w0) ��

��I#������ #���� �� ∂x
∂v

(ξ, η, θ). <������ ��  �� ��� �����2�������K

*0�6+ x1 − x0 ≈
∂x

∂v
(ξ, η, θ) 	 (v1 − v0)

�� ���� ���� �� �������� ���" �� �� ��� ����� �����2��������K

y1 − y0 ≈ ∂y

∂v
(ξ, η, θ) 	 (v1 − v0),

z1 − z0 ≈ ∂z

∂v
(ξ, η, θ) 	 (v1 − v0),
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x2 − x0 ≈ ∂x

∂w
(ξ, η, θ) 	 (w1 − w0),

y2 − y0 ≈ ∂y

∂w
(ξ, η, θ) 	 (w1 − w0),

z2 − z0 ≈ ∂z

∂w
(ξ, η, θ) 	 (w1 − w0),

x3 − x0 ≈ ∂x

∂u
(ξ, η, θ) 	 (u1 − u0),

y3 − y0 ≈ ∂y

∂u
(ξ, η, θ) 	 (u1 − u0),

z3 − z0 ≈ ∂z

∂u
(ξ, η, θ) 	 (u1 − u0).

:��� ����� �����2��������% �� #��� ,�#9 �� ��� �,��� "����������
*0�1+ ��" )�"K

det




x1 − x0 y1 − y0 z1 − z0
x2 − x0 y2 − y0 z2 − z0
x3 − x0 y3 − y0 z3 − z0


 ≈

≈ det




∂x
∂v

(ξ, η, θ) ∂y
∂v

(ξ, η, θ) ∂z
∂v

(ξ, η, θ)
∂x
∂w

(ξ, η, θ) ∂y
∂w

(ξ, η, θ) ∂z
∂w

(ξ, η, θ)
∂x
∂u

(ξ, η, θ) ∂y
∂u

(ξ, η, θ) ∂z
∂u

(ξ, η, θ)


 (u1−u0)(v1−v0)(w1−w0).

���#� ��� "���������� �� � ���������" �����2 �� ��� ���� ��9� ��� "�4
��������� �� ��� ������� �����2 ��" ���#� ,� #��� �� ��� ���� ,������
����% ��� �,������ ����� �� ��� �,�����" "���������� "��� ��� #��� �%
�� )�����  �� ���� ��� �,������ ����� �� ���� ���� ����� �� ������ ����
���� ��J−→g (ξ, η, θ)

�� (u1 − u0)(v1 − v0)(w1 − w0),

���� ��� ������� ���#� �������" �� ��� ��������� �� ��� �������� ���
�� ��#��� ��� "�)������ �� ��� >�#�,��� �� −→g :

*0�&+ J−→g (ξ, η, θ) = det




∂x
∂u

(ξ, η, θ) ∂x
∂v

(ξ, η, θ) ∂x
∂w

(ξ, η, θ)
∂y
∂u

(ξ, η, θ) ∂y
∂v

(ξ, η, θ) ∂y
∂w

(ξ, η, θ)
∂z
∂u

(ξ, η, θ) ∂z
∂v

(ξ, η, θ) ∂z
∂w

(ξ, η, θ)




�

��� �� ��� ���� ,���# ������ �� ��"�� �� ����� ��� ��2� �������� :�
����� � ��� ��� ��� �������� ������ �,���������K �� ��� ���� ���,��� I
��" J ��� ����� ������ ��� ��� ��" ��� ���� ��,��� A �� ���� ���,���
��" �� A ��� � ���F�� ����� �����% ���� I = J. (�����" �� ����� ���� I
�� � ����� ����� �� A% �� #�� ��� ���� I #�� ,� ���� �����2�����" ����
�������� �� A, ��#�
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T
����� 3'. ������	� ��	��� � �	��	���� �� 
����� ��
���	��� 6�
�

�� 	��� �
	
�� 	�� �#�
����� �� �	�,

*0�7+

���

D

f(x, y, z)dxdydz =

=

���

$

f(x(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w)) 	
��J−→g (u, v, w)

�� dudvdw.

P����. :� #�� ���� �����2����� ��� "����� , ���� � ����� ��
������������ *���#� ���� �� �������� #����� ������+ �������������"�
,ijk = [ui−1, ui]×[vj−1, vj ]×[wk−1, wk], i = 1, 2, ..., n, j = 1, 2, ...,m, k =
1, 2, ..., p. ���Dijk = −→g (,ijk) ,� ��� ��� � �� ,ijk ����� ��� "����������−→g . ���#� −→g �� � "�B����������% D #�� ���� ,� ���� �����2�����"
,� ��� ��� �� ��,"������ {Dijk}, i = 1, 2, ..., n, j = 1, 2, ...,m, k =
1, 2, ..., p.

��� {Pijk(ξi, ηj , θk)}% Pijk ∈ ,ijk, ,� � ��� �� ���9�� ������ �� ,
*	�� ���������% {,ijk} �� ��� � "������� �� ,+� :� H��� �����9�" �,���

*��� �����9 /'+ ���� ��� ������ ���� ��� I =

���

D

f(x, y, z)dxdydz #��

,� ���� �����2�����" ,� ���� �� ��� �������� ���� *����

Mijk(x(ξi, ηj, θk), y(ξi, ηj, θk), z(ξi, ηj , θk)) ∈ Dijk,

i = 1, 2, ..., n, j = 1, 2, ...,m, k = 1, 2, ..., p

�� � ��� �� ���9�� ������ �� D+K
*0�3+

I ≈
n�

i=1

m�

j=1

p�

k=1

f(x(ξi, ηj, θk), y(ξi, ηj , θk), z(ξi, ηj, θk)) 	 vol(Dijk).

?��% ���� ������� *0�-+% ��  ��K vol(Dijk) ≈
��J−→g (ξi, ηj , θk)

�� (ui −
ui−1)(vj − vj−1)(wk − wk−1). ���% #���� ,�#9 �� ������� *0�3+% ��
 ��K

I ≈
n�

i=1

m�

j=1

p�

k=1

f(x(ξi, ηj, θk), y(ξi, ηj, θk), z(ξi, ηj , θk))×

×
��J−→g (ξi, ηj , θk)

�� (ui − ui−1)(vj − vj−1)(wk − wk−1),

���#� �� � ��� ���� ���� �����2������ ��� ������ ���� ���

J =

���

$

f(x(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w)) 	
��J−→g (u, v, w)

�� dudvdw.
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���#� I ��" J ��� )2�" ���,��� ��" ���#� I ≈ J �� ���� �� �� ����%
�� ���� #��#��"� ���� I = J, ���� ��� ��F����" �F������ �� �������
*0�7+� �

R����� /-. 6��� �� �	�
 
 ��� 
�� ��	��� � �	��	���� �����	
�/�:�& ���
 � 	�� �� ���
 
�# 
 ��	���� �� ��	�� D 	� 
�� ��	�� � 	
������� ��	�� ,, 	 �	�	���������� �� 
��� �� �������& 
����� 	 ��
�
�����	
�� −→g � 4��� −→g : , → D �� �
 ��� 	 �����������&
��
 �
 �� � �������� �� ���
���
 �
 
 	� ��� �����
 ,′ ⊂ , ��
�
vol(,
,′) = 0 	�� 
�� �����
 D
 −→g (,′) �	� ����� ���& 
�� ��	���
� �	��	���� �����	 ��
����� 
 ��9� ������&

���

D

f(x, y, z)dxdydz =

�� �

D
−→g ($′)

f(x, y, z)dxdydz+

+

�� �

−→g ($′)

f(x, y, z)dxdydz = 0 +

�� �

−→g ($′)

f(x, y, z)dxdydz =

=

���

$′

f(x(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w)) 	
��J−→g (u, v, w)

�� dudvdw =

=

���

$

f(x(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w)) 	
��J−→g (u, v, w)

�� dudvdw.

*��� �� ���� 	� ������	
� �����
 ����� �
%�, � �� ��
���	� �������&
�����& 
�����& �
��� � 	 �����
 � ��	���� �����
�& 	��	& �����& �
���
��� �� 	��	#� �)�	� 
 ���� ������& �9 �	������# 
 	�# �����	� ?��$
�	�� ���&����
 �� ���%

R����� //. '�����& ������ 
�� ��� � 
�� 	��� 
����� ;0
�� ��� �
 ���� 
�� �	�
 
�	
 D � , 	�� ������ 4��� ��� �	�
� �

���� ����	���� ∂D � ∂, 	�� �������& 
�� �����	 ��
����� 
 ��9�
 ��� ���� �� 
�� ��
�	
�� �� ��� ��
��� 	�����	
���& ���� ��
��� 
��
I	���	� J−→g �� ��� 	
 ��� ���
� � ∂,, � −→g �� �
 	 ��7��
�� � 	
��!�������� 	���� ��� ���
� � , ���� ����� 
�� ��	��� � 
��
=	�
���	� �����	
�� x, y, z ��
 
�� �������	� �����	
�� ρ, ϕ, θ��

E������ 3.. ��
 D �� 
�� �9�� �	�	���������� [OACBDA′C ′B′]

�����	
�� �# 
�� ���
��
−→
OA =

−→
i + 3

−→
j +

−→
k &

−−→
OB = −3

−→
i +

−→
k 	��−−→

OD =
−→
i +

−→
j + 4

−→
k ���� ����0<��

(����� 
�	
 D �� �	��� ��
� 	 �����
# ����
�� f(x, y, z) = x +
y + z. ��
 �� ����
� 
�� �	�� � D, ���� 
�� 
����� ��
���	� I =
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���

D

f(x, y, z)dxdydz. 6� ��� 
�	
 	�# � 
�� �
��	
��� ��
��� �	���

�� 
��� �	�� ���	��� � 
�� �������	
��� ����
���	� ��� � D ��
 �	�
	�� �� ������� ��
 ��	�#� ������ �����	��� ����
� Oz$	"���� ��
 ��
��� 
�� ��	��� � �	��	���� ��
�� ��������� 	���� �� 
���& �� 
�#

 ��� 	 ����	� 
�	�����	
�� −→g : R3 → R3 ���� 
�	
 
�� ��	�� �

�� ���� , = [0, 1] × [0, 1] × [0, 1] 
����� −→g �� �"	�
�# �� ��	��
D. (�# ����� � ����	� (�����	 
���� �� 
�	
 
���� �"��
� �� 	�� ��#
�� ����	� 
�	�����	
�� �	� ��������� � 	�
������� �� �	�
%�
����� ��	���� 
�� �	��� {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)} ��
 	�
��� �	���
{−→OA,−−→OB,−−→OD}. *��� �� 7��
 ����
���� 
�� 	��
���
��	� ���
� ��	��
R3 ��
� 
�� ����
���	� 3$C ��	�� V3 � 	�� ���� ��	�� ���
��� �
 ��
�	�# 
 ���
� 
�� �	
��" M−→g � 
��� ����	� 
�	�����	
�� ����
� 
��
�	����	� �	��� {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)} � R3 :

M−→g =




1 −3 1
3 0 1
1 1 4


 .

 ���& −→g 	�
� � 
�� ����� ���
� (u, v, w)t ∈ R3 	� �����,

−→g




u
v
w


 =




1 −3 1
3 0 1
1 1 4







u
v
w


 =




u− 3v + w
3u+ w

u+ v + 4w


 .

*���� −→g (u, v, w) = (u− 3v+w, 3u+w, u+ v+ 4w). 6�# −→g (,) = D?
  	����� 
 
��� )���
�� �� �	� ��� 
�� ����	��
# � −→g . ������& 	�
������
 (u, v, w) ∈ R3 �� �� , = [0, 1] × [0, 1] × [0, 1] �� 	�� ��# ��
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u, v, w ∈ [0, 1]. -�


−→g (u, v, w) = u−→g (1, 0, 0) + v−→g (0, 1, 0) + w−→g (0, 0, 1) =

= u
−→
OA+ v

−−→
OB + w

−−→
OD ∈ D,

����� u, v, w ∈ [0, 1] ��9 	
 
�� �	�	������	� ���� � 	����� ���
��%��

 ���& −→g (,) ⊂ D. +���� 	�# ���
�
−−→
OM, ��
� M ∈ D �	� �� ���

��

	� 	 ����	� �����	
�� � 
�� ���,
−−→
OM = u

−→
OA+ v

−−→
OB + w

−−→
OD,

�� u, v, w ∈ [0, 1], �� �	� 
�	
 −→g �� 	�� ���7��
����  �� ��
�����	�

� M−→g �� �)�	� 
 35 �= 0, � 
�	
 −→g �� 	� ���������� +���� x =
x(u, v, w) = u−3v+w, y = y(u, v, w) = 3u+w 	�� z = z(u, v, w) = u+
v+4w, −→g �� 	�� � ��	�� C1. �
� ������� �� 	�� 	 ����	� 
�	�����	
��&
� 
�	
 �
 �� � ��	�� C1 
�  �� I	���	� � −→g �� detM−→g = 35. ��
�� �	� 	���# ��	��� � �	��	���� �����	 /�: 	�� ���,

mass(D) =

���

D

(x+ y + z)dxdydz =

= 35

�� �

[0,1]×[0,1]×[0,1]

(u− 3v + w + 3u+ w + u+ v + 4w)dudvdw =

=

� 1

0

	� 1

0

	� 1

0

(5u− 2v + 6w) du



dv



dw =

=

� 1

0

�� 1

0

�
5

2
u2 − 2uv + 6uw

����
1

0

�
dv

�
dw =

=

� 1

0

	� 1

0

	
5

2
− 2v + 6w



dv



dw =

=

� 1

0

�
5

2
v − v2 + 6wv

����
1

0

�
dw =

� 1

0

	
3

2
+ 6w



dw =

=
3

2
w + 3w2

����
1

0

=
3

2
+ 3 =

9

2
.

E������ 3'. ��������	� �����	
��� ��
 �� ���	�� 	 ���# ����
	�


#�� � ��	��� � �	��	����& �	���# 
�� ��	��� � 
�� =	�
���	� ����$
�	
�� x, y, z ��
 
�� ��������	� �����	
���& ρ, ϕ, θ ���� ����00�� *���
ρ �� 
�� ���
	��� � 	 ���
 M(x, y, z) �� 
 
�� ����� O& ϕ �� 
�� 	����

��
���� 
�� Ox$	"�� 	�� 
�� ��7��
��
−−→
OM ′ � 
�� ���
�� ���
�

−−→
OM,
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� 
�� xOy$��	�� 	��& θ �� 
�� 	���� ��
���� 
�� Oz$	"�� 	�� 
�� �$

��
�� ���
�
−−→
OM ���� ����00�� +����

###
−−→
OM ′

### =
###−−→OM

### cos
�
π
2
− θ

�
=###−−→OM

### sin θ 	�� ����� x =
###
−−→
OM ′

### cosϕ 	�� y =
###
−−→
OM ′

### sinϕ, �� �	�


�� ������� �����
��� ��
���� 
�� =	�
���	� �����	
�� (x, y, z)
	�� 
�� �������	� �����	
�� (ρ, ϕ, θ) :

*0�'.+





x = x(ρ, ϕ, θ) = ρ sin θ cosϕ,
y = y(ρ, ϕ, θ) = ρ sin θ sinϕ
z = z(ρ, ϕ, θ) = ρ cos θ

.

+���� 
�� I	���	� J−→g (ρ, ϕ, θ) � 
��� 
�	�����	
�� ���
 �
 �� ���&
����

J−→g (ρ, ϕ, θ) = det




sin θ cosϕ −ρ sin θ sinϕ ρ cos θ cosϕ
sin θ sinϕ ρ sin θ cosϕ ρ cos θ sinϕ

cos θ 0 −ρ sin θ


 =

= −ρ2 sin θ �= 0,


�� �	"��	� �����
�� ��	�� � 
��� �����	� 
�	�����	
�� ��, ρ ∈
(0,∞), ϕ ∈ [0, 2π) 	�� θ ∈ (0, π). 6� ��� 
�	
 
�� �	"��	� �����
��
��	�� � −→g �� 
�� �����
� �	�	���������� , = [0,∞) × [0, 2π] × [0, π]
��
��
 ��� � �
� �"
���� ������  �� ��	�� � −→g �� 
�� ���� ��	��
R3 ��
��
 
�� Oz$	"��� C����� 
�� 
����� ��
���	
�� ������ 	�� �

���� ��	��� � �������� 1 � 2 �	�� ��� �����& � 
�	
 
��# ��	��
��
����� ���� 	�� ���	�9 1��� �� ���
	���& �� �� �	�� 
 ����
�
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�� ��
���	� I =

���

D

f(x, y, z)dxdydz, ����� D : x2 + y2 + z2 ≤ R2 ��


�� ����� �	�� � �	���� R > 0 	�� ��
� ���
�� 	
 O, �� ���� �� �����	�

 ��� 
�� ��	��� � �	��	���� �����	 �# ����� �������	� �����	
���
��
 D∗ = D
{Oz$	"��}& ��
 ,R = [0, R] × [0, 2π] × [0, π] 	�� ��
 ,∗

R =
(0, R] × [0, 2π) × (0, π).  ���& ����� 
�� ���	�9 11& �� ��


*0�''+

���

D

f(x, y, z)dxdydz =

���

D∗

f(x, y, z)dxdydz =

*0�'-+ =

���

$∗R

f(ρ sin θ cosϕ, ρ sin θ sinϕ, ρ cos θ) 	 ρ2 sin θdρdϕdθ

*0�'/+ =

���

$R

f(ρ sin θ cosϕ, ρ sin θ sinϕ, ρ cos θ) 	 ρ2 sin θdρdϕdθ.

*����&

*0�'0+

���

D

f(x, y, z)dxdydz =

=

���

$R

f(ρ sin θ cosϕ, ρ sin θ sinϕ, ρ cos θ) 	 ρ2 sin θdρdϕdθ,

�

*0�'1+

�� �

D: x2+y2+z2≤R2

f(x, y, z)dxdydz =

=

� R

0

ρ2
�� 2π

0

	� π

0

f(ρ sin θ cosϕ, ρ sin θ sinϕ, ρ cos θ) sin θdθ



dϕ

�
dρ.

��� �� ����� ��� ������� *0�'1+ �� ��"�� �� #������ ��� ���� ��
��� ,��� D : x2 +y2 +z2 ≤ 9 ���� ��� "������ ���#���� f(x, y, z) = 4 |z|K

mass(D) = 4

�� �

D: x2+y2+z2≤9

|z| dxdydz =

= 4

� 3

0

ρ2

�� 2π

0

	� π

0

ρ |cos θ| sin θdθ


dϕ

�
dρ =
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= 4

� 3

0

ρ3
�� 2π

0

dϕ

�	� π

0

|cos θ| sin θdθ


dρ =

= 4 	 2π

	� 3

0

ρ3dρ


	� π

0

|cos θ| sin θdθ



=

= 8π
ρ4

4

����
3

0

�� π
2

0

cos θ sin θdθ −
� π

π
2

cos θ sin θdθ

�
=

= 162π

�� π
2

0

sin θd(sin θ) −
� π

π
2

sin θd(sin θ)

�
=

= 162π

�
sin2 θ

2

����
π
2

0

− sin2 θ

2

����
π

π
2

�
= 162π.

��� ������ ��� ��� ��#� ���#����" ������� *0�'1+ �� ������� <�� ��4
����#�% ��� C(0, 0, a) ,� � ����� �� ��� Oz4�2��% a > 0 ��" ��� D ,� ���
#����" ,��� ���� #����� �� a ��" ���� ��"��� a *��� <� �'-+�

F����� 12

��� �� #������ ��� ������� ������ Iz =

���

D

(x2 + y2)dxdydz ��

��� ����" (D, 1) *�� �� D ���� ��� "������ ���#���� ��"������" �� ,�
f(x, y, z) = 1+� ���#� ��� ������ ∂D #������� ��� ��� �� O, �� �� �
 ��" �"�� �� ��� ��� #��� � �� �����,��� �������% ,� #��� �� ��� ��"
��������� #���"������ (x, y, z) ���� ��� ������#�� #���"������ (ρ, ϕ, θ).
(� �� #���� ���� ��M(x, y, z) ∈ D, ���� ��� #��������"�� ϕ ��" θ ������
��� �,����� #��"������K ϕ ∈ [0, 2π] ��" θ ∈ [0, π

2
] *��� <� �'-+� ��

��������� �������� ���#� "��#��,�� D ��K x2 + y2 + (z − a)2 ≤ a2, ��
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x2 + y2 + z2 − 2az ≤ 0. (� ������" x, y, z �� ��� ����� #��������"�� 
�2��������� �� ���#����� �� ρ, ϕ, θ ���� *0�'.+% ��  ��K 0 ≤ ρ ≤ 2a cos θ,
���� ρ ∈ [0, 2a cos θ]. ���% ���  ������ ������� *0�7+ ,�#����K

���

D

(x2+y2)dxdydz =

� 2π

0

�� π
2

0

	� 2a cos θ

0

ρ2 sin2 θ 	 ρ2 sin θdρ



dθ

�
dϕ =

=

� 2π

0

�� π
2

0

sin3 θ

	� 2a cos θ

0

ρ4dρ



dθ

�
dϕ =

=

	� 2π

0

dϕ


�� π
2

0

sin3 θ

	� 2a cos θ

0

ρ4dρ



dθ

�
=

= 2π

�� π
2

0

sin3 θ

	� 2a cos θ

0

ρ4dρ



dθ

�
=

*0�'6+ = 2π

�� π
2

0

sin3 θ

�
ρ5

5

����
2a cos θ

0

�
dθ

�
=

26a5π

5

� π
2

0

sin3 θ cos5 θdθ.

��� �� ���� �  ��" ����������� �� ��� ������� &+ �� ������� 6/K

B(x, y) = 2
� π

2

0
sin2x−1 u cos2y−1 udu *��� ��� ��������# �2�������� ��

��� �����8� ,��� ���#����+% �� ��"�� �� #������ ��� ���� ���� ��� ��
0�'6�

� π
2

0

sin3 θ cos5 θdθ =
1

2
B(2, 3) =

1

2

Γ(2)Γ(3)

Γ(5)
=

1

2

1 	 2

4!
=

1

24
.

@��#�% ���

D

(x2 + y2)dxdydz =
26a5π

5
	 1

24
=

8πa5

15
.

E������ 3-. ��#�������	� �����	
��� ��
 �� ��� �	�9 
 ����00

	�� 	����	
� 
 	�# ���
 M(x, y, z) 
�� ������ r =
###
−−→
OM ′

### ∈ [0,∞),


�� ���
	��� � M ′ �
�� ��7��
�� � M � 
�� xOy$��	��� �� 
 
��
����� O, 
�� 	���� ϕ ∈ [0, 2π] 	�� 
�� �����
 z ∈ R � M.  �� 	����$
	
�� (x, y, z) � (r, ϕ, z) ����� ���� 
 	 ��� ��	��� � �	��	����� *���
(r, ϕ, z) 	�� �	���� �#�������	� �����	
�� � M 	�� 
�� �����������
��	��� � �	��	���� �� ��������� �# 
�� ������� ����
���,

*0�'&+





x = x(r, ϕ, z) = r cosϕ
y = y(r, ϕ, z) = r sinϕ
z = z(r, ϕ, z) = z

,
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����� r ∈ (0,∞), ϕ ∈ [0, 2π) 	�� z ∈ R�  �� �����
 �����	
�� �� 
��
�����
�� ��	�� � 
�� ���
� ����
�� −→g (r, ϕ, z) = (r cosϕ, r sinϕ, z)
	���	��� ���	��� �� �	�
 
��� ����
�� 
 �� 	 ��
� �����	
��
����� 
�� I	���	� �� �)�	� 
 r, ����� ���
 �� �
 ����� (� �� 
��
�	�� � �������	� �����	
��& ��	
 �� �
 �
 �r = 0, i.e. 
�� Oz$
	"��& ϕ = 2π, ���� 
�� zOx$��	��� 	�� 1� 2$�������� ������& � �

����
	�
 ������ 
�� 
����� ��
���	
�� �������  �� �	�� ��#�������	�
�����	
��� ���� ��� 
�� �	�
 
�	
 
�� �	�	���������� , = [0, R] ×
[0, 2π]× [0, h] �� ������� 
����� 
�� 	��� �#�������	� �����	
�� −→g
��
 
�� �#�������	� ��	�� D : x2 + y2 ≤ R2, 0 ≤ z ≤ h.  ��� �	�

�� �� �
 ��� �	�
5 	 ��
� �����	
��& ��
 
�� �"���
�� ���
� 	��
������
�� ������ 	 ������ � 
����� ��
���	
��& ���	��� 	 ��
 � ����
���
� �	� 	��	#� ��� ������  ��� �� ��# �� ���	��# ���� 
����� 	��
� �
 �	�� � 
�� 
��� �����
�� � 	 �����	
��%

��� �� #������ ��� ������#� ��� #���"������ �� ��� ���� #����� ��
��� #����"��#�� ����" (D, f), ����� D : y2 + z2 ≤ 16, 3 ≤ x ≤ 5 ��"
f(x, y, z) = 2x + 1. ���#� ��� "����� �� ��������# *��9� �  �������#��
�,H�#�E+ ������ Ox4�2�� ��" ���#� ��� "�����,����� �� ������ �� ����
��������# ������ �� ��� ���� ���� Ox, ��� #���"������ �� ��� ����
#�����G �� ��� ����" ��� (xG, 0, 0). @��#�% �� #������ ���� *��� �������
*-�0++ ��� ������ ���� �����

xG =

���

D

xf(x, y, z)dxdydz

���

D

f(x, y, z)dxdydz

.

���#� ��� ������ �� �,��� � #����"��#�� "�����% �� ����� ��� #��� �
�� �����,�� ������� *0�7+% ,�� ��� ���� �2�#��� ��� ���#����� ���#�
������ �� ������� *0�'&+� :� ���� �� ��9� ���� ����� ��"�)#������
�� ���� �������% ,�� ��� �� ��� ��������� ������� �� ��� (� ��� �������
"��#������� �� ��� #����"��#�� #���"������% ��� Oz4�2�� ��� � A�����A� (�
��� #��� A��� �����A �� ��� Ox4�2��% �� ���� ��� #����"��#�� #���"������
�� ��� #��� ��� (r, ϕ, x) ��� ��� �����M(x, y, z) *:��;4��9� � "��� ��"
�2����� ���#� ��� r ��" ϕ �� ���� ���� ���������E+� ���% ��� �����������
�������� ���K





x = x
y = r cosϕ
z = r sinϕ

,
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����� r ∈ [0, 4], ϕ ∈ [0, 2π] ��" x ∈ [3, 5]. ��� �� ��� ������ ���"� ��
��� ��� #��� � �� �����,��� ������� *0�7+ ���� ��� >�#�,��� �F��� �� r.

mass(D) =

���

D

(2x+ 1)dxdydz = 2

���

D

xdxdydz +

���

D

dxdydz =

= 2

���

D

xdxdydz + vol(D) = 32π + 2

���

D

xdxdydz =

= 32π +

� 4

0

r

	� 2π

0

�� 5

3

2xdx

�
dϕ



dr =

= 32π +

� 4

0

r

	� 2π

0


x2 |53

�
dϕ



dr = 32π + 16

� 4

0

r

	� 2π

0

dϕ



dr =

= 32π + 32π 	 8 = 288π.

��� �� #������ ���

���

D

xf(x, y, z)dxdydz, ���� ��� �����# ������

������ yOz4������
���

D

x(2x+ 1)dxdydz = 2

���

D

x2dxdydz +

���

D

xdxdydz.

?�� ��� ���� ������ ���� ��� �� ��� �� �� ��� H��� #������" �,���% ��
����K
���

D

x(2x+ 1)dxdydz = 128π + 2

� 4

0

r

	� 2π

0

�� 5

3

x2dx

�
dϕ



dr =

= 128π +
2

3

� 4

0

r

	� 2π

0


53 − 33

�
dϕ



dr = 128π +

3136

3
π =

3520π

3
.

<������% xG = 3520π
3�288π ≈ 4.074 ∈ [3, 5].

�� ��2� ������ �� ���� ��������� �� $�#����#�� (� #�� ,� "��� ���
������% "��,��% ������ �� �����#� ���� ���� *����� ���� ���� ���� ,� ���"��"
�� ��� ��2� #������+� :� �����  ��� �� ���� ���� ��� ������ ���� ����� :�
����� �� �� �2��#��� ��� ��� ���"�� �� ����� ��" �� ����� ��#� � ������
��� ������% "��,�� �� �����#� ���� �����

T
����� 3-. �
�� �����
�� 
����� �� +
	
���� ��


(D1, f1), (D2, f2), ..., (Dn, fn)

�� n �����	� ������	���� ����� �� R3 	�� ��


G1(x1, y1, z1), G2(x2, y2, z2), ..., Gn(xn, yn, zn)



/.. &� �(	�� (�������

�� 
���� ����������� �	�� ���
����  ��� 
�� �	�� ���
�� G(xG, yG, zG)
� 
�� �#�
�� � ����� (D, f), �����

D = D1 ∪D2 ∪ ... ∪Dn
	�� f(x, y, z) = fk(x, y, z) �� (x, y, z) ∈ Dk, �	� 
�� �����	
�� xG, yG
	�� zG ����
�� ��
� 
�� �����	�,

xG =
x1mass(D1) + x2mass(D2) + ... + xnmass(Dn)

mass(D)
,*0�'7+

yG =
y1mass(D1) + y2mass(D2) + ...+ ynmass(Dn)

mass(D)
,

zG =
z1mass(D1) + z2mass(D2) + ...+ znmass(Dn)

mass(D)
,

����� ������# mass(D) = mass(D1) + mass(D2) + ... + mass(Dn).
 �� 	��� ��	�
���& �	# 
�� ���
 ��& �� �	���� 
�� �����
�� 	���	�� �

�� ������� x1, x2, ..., xn, ��
� 
�� �����
� mass(D1), ...,mass(Dn)
������
����#�

P����. � ����� ���� �������% �� ������ ��� ��� ���� ����������
�� ��� ������ ���� ����% "��#��,�" �� ������� 7& ��" ��� "�)������ �� ���
���� #����� �� � ����" *��� �������� *-�0++� :� ���� ����� ��� �������
��� xG ����% ,�#���� ��� ����� ��� #�� ,� �����" �� �2�#��� ��� ����
������� ���%

xG =

���

D

xf(x, y, z)dxdydz

mass(D)
=

=

���

D1

xf(x, y, z)dxdydz + ...+

���

Dn

xf(x, y, z)dxdydz

mass(D)
=

=

���

D1

xf1(x,y,z)dxdydz

mass(D1)
	mass(D1) + ...+

���

Dn

xfn(x,y,z)dxdydz

mass(Dn)
	mass(Dn)

mass(D)
=

=
x1mass(D1) + x2mass(D2) + ...+ xnmass(Dn)

mass(D)
.

�
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E������ 3/. �	 �#�
�� � 
� ������ ��
 �� 	���# 
��� �	��� �����

�
����� ;�� 
 ����
� 
�� �����	
�� xG, yG 	�� zG, 
�� �����	
��
� 
�� �	�� ���
�� �� 
�� �#�
�� D, ����� ��
� 
� ������� �����
D1, D2 ���������� ��
� 
�� �����
# ����
�� f = 1�& ����� D1 �� 
��

���
�� ���������� � 
�� ��������, x
2

a2
+ y2

b2
+ z2

c2
≤ 1, z ≥ 0 	�� D2 ��


�� ���
�� ���������� � 
�� �	��, x2+(y−2b)2+z2 ≤ b2, z ≤ 0, �����
a, b, c > 0.   ����
� 
�� �����	
�� � 
�� �	�� ���
��� �� D1 	��
D2 ������
����#& �� ���� 	������	
� ��	���� � �	��	����& �������� �

�� ��	�� � 
�� �������	� �����	
��� �� D1 �� ������� 
�� ������	�
�������	� �����	
���& ρ, ϕ, θ :

D1 :





x = x(ρ, ϕ, θ) = ρa sin θ cosϕ,
y = y(ρ, ϕ, θ) = ρb sin θ sinϕ
z = z(ρ, ϕ, θ) = ρc cos θ.

,

����� ρ ∈ [0, 1], ϕ ∈ [0, 2π] 	�� θ ∈ [0, π
2
].  �� I	���	� � 
��� 
�	��$

���	
�� �� �)�	� 
 −abcρ2 sin θ ����� 
���%�� �� ���
	���& ��
 ��
����
� 
�� ����� � D1 ������ �� �)�	� 
 �
� �	�� ���	��� 
�� ���$
��
# ����
�� �� 1� �# ����� �����	 /�:,

vol(D1) =

���

D1

dxdydz = abc

� 1

0

ρ2

�� 2π

0

�� π
2

0

sin θdθ

�
dϕ

�
dρ =

= abc

	� 1

0

ρ2dρ


	� 2π

0

dϕ


�� π
2

0

sin θdθ

�
= abc 	 1

3
	 2π 	 1 =

2πabc

3
.

 ���& 
�� ����� � 
�� ��
��� �������� x2

a2
+ y2

b2
+ z2

c2
≤ 1 �� �)�	� 
 4πabc

3
.

�� a = b = c = R, �� ��
 
�� ����� � 	 ������ � �	���� R : 4πR3

3
. 6�

��	�� ���� ����� 
�� ����� � 	 �	�� � 	 �	�� � �	���� b : vol = 2πb3

3
.

��
 �� ����
� z1 =

���

D1

zdxdydz

���

D1

dxdydz

, 
�� z$�����	
� � G1, 
�� �	��

���
�� � D1. +���� Oz �� 	 �#���
�# 	"�� �� D1, y1 = x1 = 0.
���

D1

zdxdydz = abc2
� 1

0

ρ3

�� 2π

0

�� π
2

0

sin θ cos θdθ

�
dϕ

�
dρ =

abc2

4
	 2π 	 sin2 θ

2

����
π
2

0

=
πabc2

4
.



/.- &� �(	�� (�������

*���� z1 =
πabc2

4
4πabc
3

= 3c
16
.

+���� D2 �� �#���
��� ����
� 
�� ���� x = 0, y = 2b, x2 = 0, y2 = 2b,

� 
�	
 �� ���� ��# 
 ����
� z2 =

���

D2

zdxdydz

���

D2

dxdydz

. *��� G2, 
�� �	��

���
�� � D2 �	� 
�� �����	
�� x2, y2 	�� z2. (� 	������	
� ��	���
� �	��	���� �� D2 	��,




x = x(ρ, ϕ, θ) = ρ sin θ cosϕ,
y = y(ρ, ϕ, θ) = 2b+ ρ sin θ sinϕ

z = z(ρ, ϕ, θ) = ρ cos θ.
,

����� ρ ∈ [0, b], ϕ ∈ [0, 2π] 	�� θ ∈ [π
2
, π].  �� I	���	� �� ������#

J = −ρ2 sin θ, ���	��� 
�� ����
�� y �	� ������ �# 
�� 	���
�� � 	
���
	�
� *����&

���

D2

zdxdydz =

� b

0

ρ3

�� 2π

0

�� π

π
2

sin θ cos θdθ

�
dϕ

�
dρ =

=

�� π

π
2

sin θ cos θdθ

�
	 2π 	 b

4

4
= −πb

4

4
.

 ��� z2 =
−πb4

4
2πb3

3

= −3b
8
.

��
 �� ��� �� �����	 �/�0:� 
 ����
� xG, yG 	�� zG.

xG =
0 	 vol(D1) + 0 	 vol(D2)

vol(D)
= 0

yG =
0 	 vol(D1) + 2b 	 vol(D2)

vol(D)
=

2b 	 2πb3

3
2πabc

3
+ 2πb3

3

=
2b3

ac + b2

zG =
3c
16

	 vol(D1) − 3b
8
	 vol(D2)

vol(D)
=

3c
16

	 2πabc
3

− 3b
8
	 2πb3

3
2πabc

3
+ 2πb3

3

=
3

16

ac2 − b3

ac+ b2
.

$��� ����� ���#��#�� ���������� �� ��� ���� #������ #�� ,� �����"
,� ������ �����#������ �� ��� ,���# ���������� �� ������ ���� ����� <��
������#�% ��� ��� ������������ ����"� (D1, f1), (D2, f2) ���� ����� ����
#������G1(x1, y1, z1) ��"G2(x2, y2, z2), ��� ���� #�����G �� ��� ������
(D, f), ����� D = D1 ∪D2, �� �� ��� �� ���� ���#� H���� G1 ��" G2

*����� ��E+� :��� ������� ���� G1 = G2?



1� 	�
?��$� ��! �P���(��� /./

2$ ���'���� ��� �3�������

'� <��" ��� ���� �� ��� �������� ����"� ���� ����� #��������"�� 
"������ ���#���� f(x, y, z).

�+ D = [0, 1] × [0, 1] × [0, 1], f(x, y, z) = xy sin(πz); ,+ D = [0, 1] ×
[0, 2] × [−2, 3], f(x, y, z) = 3z;

#+ x2+y2 ≤ 1, 1 ≤ z ≤ 2, f(x, y, z) =
�
x2 + y2; "+ x2+y2+z2 ≤ 1,

f(x, y, z) =
�

1 + (x2 + y2 + z2)3/2;
�+ x2 + y2 ≤ 2x, y ≥ 0, z ≥ 0, z ≤ a, ����� a > 0, f(x, y, z) =

z
�
x2 + y2; �+ ��� "����� ,���"�" ,� x2 + y2 = R2, z = 0, z = 1,

y ≤ x
√

3, x, y, z ≥ 0, f(x, y, z) = 1;  + ��� �������"��� ,���"�" ,�
x = 0, y = 0, z = 0, x+ y + z = 1, f(x, y, z) = (1 + x+ y + z)−3.

-� <��" ��� ������� �� ��� �������� "������K
�+ ��� "����� D ,���"�" ,� y2 + z2

4
= 2x, x = 1; ,+ x2 + y2 + z2 −

4z ≤ 0; #+ (x−1)2

a2
+ y2

a2
+ (z+4)2

b2
≤ 1;

"+ x2+y2

a
≤ z ≤ a, a > 0, 0 ≤ y ≤ x; �+ x2 + y2 + z2 ≤ z; �+

1 ≤ x ≤ 2, 1 ≤ y ≤ x, 1 ≤ z ≤ xy.
/� <��" ��� #���"������ �� ��� ���� #����� ��� ��� �������� ����"�K
�+ x2 + y2 + z2 ≤ 1, f(x, y, z) =

�
x2 + y2 + z2; ,+ x2 + y2 ≤ z2,

0 ≤ z ≤ 1; f(x, y, z) =
�
x2 + y2;

#+ x2 + y2 ≤ 1, 1 ≤ z ≤ 2, f(x, y, z) = 2z;
0� <��" ��� #���"������ �� ��� ���� #����� �� ��� �������� "������%

,���"�" ,�K
�+ x2 + y2 = z, 0 ≤ z ≤ 1; ,+ x2 + y2 = z, x + y + z = 0; #+

y2 + 2z2 = 4x, x = 2;
1� <��" ��� ������� ������ �� ��� �������� ����"� ������ Ox4�2��K
�+ x2 +y2 +z2 ≤ 9, f = 1; ,+ (x−1)2 +y2 +z2 ≤ 1; #+ x2 +y2 ≤ 2x,

x ≥ 0, y ≥ 0, 0 ≤ z ≤ 2, f = 2z;
"+ [0, 1] × [0, 2] × [0, 3]; �+ x2 + z2 ≤ y2, 0 ≤ y ≤ 2, f = 2y +

1; �+ ���  ������ �������������"  �������" ,�
−→
OA,

−−→
OB,

−→
OC, �����

A(1, 3, 1), B(−2, 1, 1) ��" C(0,−1, 2);  + ��� �������"��� [OABV ],
����� A(−1, 3, 2), B(−3, 1, 4) ��" V (1, 1, 1).

6� <��" ��� ���� #����� ���D = D1∪D2∪D3, �����D1 : x2+y2 ≤ 9,
0 ≤ z ≤ 3, f1(x, y, z) = z,

D2 : (x−5)2 +y2 +z2 ≤ 4, f2(x, y, z) = x ��" D3 : [10, 11]× [5, 6]×
[0, 1], f3(x, y, z) = z.
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#$ %���������� �� � 2D5������ ���� � �&��� �(�����

��� uov ,� � ����� ��������� #���"����� ������ �� R2 ��" ��� Oxyz
,� � ��������� #���"����� ������ �� R3. ��� D ,� � �����  ������
"����� *,���"�"% #����"% #����#��" ��" ∂D �� � ���#����� ������
#����+ ��" ��� −→g : D → R3 ,� � #��������� ��H�#���� ��" ���#����� ��
#���� C1 )��"� $�������% �� ������ ���� �� A������A ����� �����M ��
S = −→g (D) ����� �2���� � ���F�� ��� ��� ����� �� S. A������A �����
���� ��� ��� A �� ������ �� S �� ���#� �� ���� ��� � ���F�� ��� ���
����� ��� 5��� ���� *�� area(g−1(A) = 0+� :� ������ ������ ���� S ��
#����" �� � ������ �#�� �,H�#� �� R3, ���� ���� R3
S �� �� ���� ��,���
�� R3. :� ��#��� ���� � ��,��� A �� R3 �� ���" �� ,� ���� *�� R3+ ��
��� ��� ����� P �� �� ����� �2���� �� ���� ,��� B(P, r), r > 0 �� R3

���� B(P, r) ⊂ A. ��#� � )��" −→g �� �,��� �� ���" �� ,� � *���#�����
������+ �����	
�� �� D ���� ��� *��	��� ����	�� S = −→g (D). ���#�−→g (u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v), ����� x(u, v), y(u, v) ��" z(u, v) ���
���#����� ���#����� �� #���� C1 �� ��"����"��� �����,��� u ��" v, ��
���� ��������� −→g �� S �� � ���������# ���K

*'�'+ −→g :





x = x(u, v)
y = y(u, v)
z = z(u, v)

, (u, v) ∈ D .

@��� x �� x(u, v) �� ��� ���� �� � ���#���� �� ��� �����,��� u ��" v.
<�� ������#�% x(u, v) = u2 − v2, ��#� ?� �� �,����� ��� �� � �� �����
��� (x, y, z) ������ �� ���� *��"����"���+ �����,��� �� R3, �� �� �����
�� ��� ����� ���#����� �� u ��" v ��9� �� ������� *'�'+� �� �����
�F�������� �� ������� *'�'+ ��� #����" 
�� �	�	��
��� �)�	
��� � 
��
����	�� S = −→g (D) ��" ��� �����#� ������ S �� ���� #����" ��� ������� ��
��� "���������� −→g . ��#� � "���������� −→g �� ���� #����" � �	�	��
���
����
� �� ���� �����#� S #�� ���� ���� ���������# ����������������
<�� ������#�% ��� ����� 2x−3y+z−1 = 0 #�� ���� ��� �������� �����

/.1
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���������# ���������������K

−→g 1 :





x = x
y = y

z = −2x+ 3y + 1
(x, y) ∈ R2.

@��� D = R2, u = x, v = y% x(u, v) = u, y(u, v) = v ��" z(u, v) =
−2u+ 3v + 1. ������� ���������5����� �� ��� ���� ����� ��K

−→g 2 :





x = x
y = (2x+ z − 1) /3

z = z
(x, z) ∈ R2.

(� �� ��� #���� ��� "� �� #������#� ��� ���� ���K

−→g 1 :





x = (1 − z + 3y) /2
y = y
z = z

(y, z) ∈ R2.

@��#�% �� #�� ������ #��� � �����#� ��� "���������� −→g : D → R3 ��
���� ��� ������� S = −→g (D) �� ���� ���� ���� (� ���#��#�% ��  ��� �
�����#� ,� ��� ���������# �F������� �� ,� �� �����#�� ���� �� ��% S =
{(x, y, z) : F (x, y, z) = 0}, ����� F �� �� #���� C1 ��"

gradF (x, y, z) =

	
∂F

∂x
(x, y, z),

∂F

∂y
(x, y, z),

∂F

∂z
(x, y, z)



�= −→

0 ,

���� �� � ��� �,�����" �� ��#� ����� M(a, b, c) �� ���� �����#� *����
(a, b, c) ����)�� ��� �F������ F (x, y, z) = 0) �� #�� ����� ��� �����#��
���#���� ������� *��� C��D% ������� 7-+ ��" �� #�� ��������� ��� ���4
��#� �� ��� �� ��� �������� ����� �����K

S :





x = x
y = y

z = z(x, y)
, (x, y) ∈ D ,S :





x = x
y = y(x, z)
z = z

, (x, z) ∈ D ,

S :





x = x(y, z)
y = y
z = z

, (y, z) ∈ D .

<�� ������#�% ��� ����� ������ S = {(x, y, z) : x2 +y2 +z2 = 1} ��  ����
���� �� �� �����#�� �F������� (� �� ���� �� �2����� �� �� z = z(x, y)
�,��� � �����M0(a, b, c), ��� ������� "�B��������

∂F
∂z

(a, b, c) ���� ,� ���
5���% ���� 2c �= 0, �� c �= 0. �� �� #�� "� ���� �,��� ��� ������M0(a, b, c)
�� ��� ������ S, ,�� ��� ������ �� ��� #��#�� x2 + y2 = 1, z = 0.
���#� z = ±

�
1 − x2 − y2, ����" ��#� � ����� M0(a, b, c) z #�����

,� "�)��" �� � ��������� *��������"+ ���#����� �,��� ��#� � �����
�� #�� ��������� ��� �F������ �� ��� ������ S �� �� �2���#�� ���#����



'� !�<
�$�(
� 
< � ��4!
$�(� (�
 � �	��� ���<��� /.&

������ x �� y. (�"��"% �� c = 0, �� ����� ��� �� a �� b ���� ,� ��� 5���
*��������� 0 + 0 + 0 = 1E+% ��� b > 0. ��� ��� #��������� �2��������
±
√

1 − x2 − z2 ���� ,� �������� �� � ��� �,�����" U *)�" ��E+ ��
(a, b, 0), �� ���� y =

√
1 − x2 − z2 �� U.

��� �� ��#��� ��� ���� ��#�� ���� ��� "�B��������  ������� �� �

�����#� S :





x = x(u, v)
y = y(u, v)
z = z(u, v)

, (u, v) ∈ D . ��� P0(u0, v0) ,� � )2�" �����

�� ��� ����� "�����D *��� <� �'+ ��" ��� "����� ��� �,��� "����������
−→g (u, v) ,� −→r (u, v) = x(u, v)

−→
i + y(u, v)

−→
j + z(u, v)

−→
k =

−−→
OM0, ���

�������� ��#��� �� M0(x0, y0, z0), ����� x0 = x(u0, v0), y0 = y(u0, v0),
z0 = z(u0, v0). � ������ ��"������" ���� �� M0% �� ��� −→r (P0) = M0%
��#� *��� <� �'+� ���% � ������ ����� M �� ��� �����#� S �� ���
��� � ����� � −→r �� � ������ ����� P (u, v) �� ��� ����� "����� D.
��� ����� ���� M(x(u, v), y(u, v), z(u, v)) �� ��#� � ������ ����� ��
S. �������% �� ����#���� �� ��� ����� M0(x(u0, v0), y(u0, v0), z(u0, v0))
�� S ��� ��������� ��#���� ���#�  ������� ��� ��� ��� ����� TM0 ��
M0 �� S. ���� ���K

−→r u(P0) = xu(u0, v0)
−→
i + yu(u0, v0)

−→
j + zu(u0, v0)

−→
k ��"*'�-+

−→r v(P0) = xv(u0, v0)
−→
i + yv(u0, v0)

−→
j + zv(u0, v0)

−→
k .


�� ���������� �� S ��� ���� ��� ��� ��� ����� TM0 �2���� ��" ��
�� ���F��% �� ���� ��� ��� ��#���� −→r u(P0) ��" −→r v(P0) ���#�  ��� ���

"���#����
−→
N (P0) = −→r u(P0) × −→r v(P0) #����� ,� #��������� �� ������

−→n (P0) =
−→r u(P0)×−→r v(P0)

�−→r u(P0)×−→r v(P0)� �� #����" ��� ������ ������ �� M0 �� S. @���

xu = ∂x
∂u
, xv = ∂x

∂v
, −→r u = ∂−→r

∂u
, ... ��#� ���% ��� �F������ �� ��� ��� ���

����� TM0 ��K

det




X − x0 Y − y0 Z − z0
xu(u0, v0) yu(u0, v0) zu(u0, v0)
xv(u0, v0) yv(u0, v0) zv(u0, v0)


 = 0.

��� �� �����"�#� ����� ��� ���#����� A(u, v), B(u, v) ��" C(u, v)K
−→r u(u, v) × −→r v(u, v) = A(u, v)

−→
i + B(u, v)

−→
j + C(u, v)

−→
k . @��#� ���

������ ������ −→n (u, v), �� � ������ �����M(x(u, v), y(u, v), z(u, v)) ��
S, ��� ��� �������� �2��������K

*'�/+ −→n (u, v) =
A(u, v)�

A2(u, v) +B2(u, v) + C2(u, v)

−→
i +

+
B(u, v)�

A2(u, v) +B2(u, v) + C2(u, v)

−→
j +
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+
C(u, v)�

A2(u, v) +B2(u, v) + C2(u, v)

−→
k .

*��� <� �'+�

F����� 1

:� ��� ���������" ��� ��� ��� ���� �� � ����� ��#��� �� [P0P1P2P3],
����� P0(u0, v0), P1(u1, v0), P2(u0, v1) ��" P3(u1, v1) #��� �� ���� ��
"����� ���� ��#��� �� ����� � ��� "���������� −→r (u, v) �� �� ��� ���4
��#� [M0M1M2M3] *��� <� �'+� �� �"�� �� ��� ���� ��9� ��� �"�� ���"
�� ������ ������� 7'�

T
����� 3/. 6�
� 
�� 	��� �
	
�� 	�� �#�
�����& �� �	�

*'�0+ area[M0M1M2M3] ≈
≈

�
A2(u0, v0) +B2(u0, v0) + C2(u0, v0) 	 area[P0P1P2P3],


�� 	���"��	
�� ����� ��

�� 	�� ��

�� 	� 
�� ��	��
�� � [P0P1P2P3]
�� ��	���� 	�� ��	����� *����& 
�� �������

A2(u0, v0) +B2(u0, v0) + C2(u0, v0)

	�
� 	� 	 ���	
�� � ��
�	�
�� ��3����
 � 
�� ������
	�# 	��	

area[P0P1P2P3] = (u1 − u0)(v1 − v0).

�����	 �0�/� �	� 	�� �#�����	��# �� ���

��,

*'�1+ dσ =
√
A2 +B2 + C2dudv,



'� !�<
�$�(
� 
< � ��4!
$�(� (�
 � �	��� ���<��� /.3

����� dσ �� �	���� 	� ������
 � 	��	 � 
�� ����	�� S.  �� ���

P0(u0, v0) �	� �� ����
�
�
�� ��
� 	�# 
��� �"�� ���
 P (ξ, η) � 
��
���
	����

[P0P1P2P3], ����

*'�6+ area[M0M1M2M3] ≈

≈
�
A2(ξ, η) +B2(ξ, η) + C2(ξ, η) 	 area[P0P1P2P3].

P����. ��� �� �����2����� ��� ���� �� ��� 3D4#���������� �����4
���� ���

[M0M1M2M3] ���� ��� ���� �� ��� ��������� ��� [M0M1M2M
′
3]  ��4

�����" ,� ��� ��#����
−−−−→
M0M1 ��"

−−−−→
M0M2 *��� <� �'+% ���� ���� ��� ���4

,��

*'�&+
###−−−−→M0M1 ×

−−−−→
M0M2

### =

######
det




−→
i

−→
j

−→
k

x1 − x0 y1 − y0 z1 − z0
x2 − x0 y2 − y0 z2 − z0



######
,

����� x1 = x(u1, v0), y1 = y(u1, v0), z1 = z(u1, v0), x2 = x(u0, v1),
y1 = y(u0, v1), z1 = z(u0, v1). ?��

x1 − x0 = x(u1, v0) − x(u0, v0) =

=
Lagrange

∂x

∂u
(c1, v0) 	 (u1 − u0) ≈

∂x

∂u
(u0, v0) 	 (u1 − u0),

,�#���� c1 ∈ (u0, u1) ��" u1 − u0 �� ����� ���� �� ���% �� ��� ����
���% �� #�� "�"�#� ��� �������� �����2��������K

x1 − x0 ≈ ∂x

∂u
(u0, v0) 	 (u1 − u0) ≈

∂x

∂u
(ξ, η) 	 (u1 − u0)

y1 − y0 ≈ ∂y

∂u
(u0, v0) 	 (u1 − u0) ≈

∂y

∂u
(ξ, η) 	 (u1 − u0)

z1 − z0 ≈ ∂z

∂u
(u0, v0) 	 (u1 − u0) ≈

∂z

∂u
(ξ, η) 	 (u1 − u0)

x2 − x0 ≈ ∂x

∂v
(u0, v0) 	 (v1 − v0) ≈

∂x

∂v
(ξ, η) 	 (v1 − v0)

y2 − y0 ≈ ∂y

∂v
(u0, v0) 	 (v1 − v0) ≈

∂y

∂v
(ξ, η) 	 (v1 − v0)

z2 − z0 ≈ ∂z

∂v
(u0, v0) 	 (v1 − v0) ≈

∂z

∂v
(ξ, η) 	 (v1 − v0).

��� �� #��� ,�#9 �� ������� *'�&+ ��" �,����K
###−−−−→M0M1 ×

−−−−→
M0M2

### ≈
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≈

######
det




−→
i

−→
j

−→
k

∂x
∂u

∂y
∂u

∂z
∂u

∂x
∂v

∂y
∂v

∂z
∂v



######

������
(u0,v0)

(u1 − u0)(v1 − v0) =

�
A2(u0, v0) +B2(u0, v0) + C2(u0, v0)(u1 − u0)(v1 − v0) ≈
≈

�
A2(ξ, η) +B2(ξ, η) + C2(ξ, η)(u1 − u0)(v1 − v0),

��
area[M0M1M2M3] ≈

≈
�
A2(u0, v0) +B2(u0, v0) + C2(u0, v0) 	 area[P0P1P2P3] ≈
�
A2(ξ, η) +B2(ξ, η) + C2(ξ, η) 	 area[P0P1P2P3].

�

��� �� #������ ��� ������� �� ���� dσ �� "�B����� �����#�� S ����
��� ���� �� ������� *'�1+�

E������ 30. ��#�������	� �����	
��� ��
 D = [0, 2π] × [0, h]

���� ������ 	�� ��
 −→r (u, v) = R cosu
−→
i + R sin u

−→
j + v

−→
k , u ∈ [0, 2π],

v ∈ [0, h] �� 	 �����	
�� ������ � D. +���� 
�� ��	�� −→r (D) �� 
��
������	� �#������ � �	���� R 	�� �����
 h ���� ������&

F����� 2


��� �	�
 �����	
�� �� �	�� 
 �� 	 �#�������	� �����	
���  ��
�	�	��
��� �)�	
��� � 
��� �#������ 	��,

*'�7+ −→g :





x = x(u, v) = R cosu
y = y(u, v) = R sin u
z = z(u, v) = v

, (u, v) ∈ D = [0, 2π] × [0, h].



'� !�<
�$�(
� 
< � ��4!
$�(� (�
 � �	��� ���<��� /''

��
 �� ����
� 
�� ������
 � 	��	 dσ � 
��� �#������� 6� ���� ��#

 ����
� A, B, 	�� C 	� 
�� �����	
�� ����
��� � −→r u(u, v) ×−→r v(u, v). -�


−→r u = −R sin u
−→
i +R cosu

−→
j + 0 	 −→k

−→r v = 0 	 −→i + 0 	 −→j +
−→
k .

 ���&

−→r u×−→r v = det




−→
i

−→
j

−→
k

−R sin u R cosu 0
0 0 1


 = R cosu

−→
i +R sin u

−→
j +0

−→
k .

+ 
�	

√
A2 +B2 + C2 = R 	�� dσ = Rdudv.  ��� ��	�� 
�	
 �� R

�� �	��� �����& 
��� 
�� 	��	� � 
�� �#������ x2 + y2 = R2 	�� ���#
���� �������  �� ���	
�� ��3����
 � 
�� 	��	� �� R.

E������ 31. �����	� �����	
��� ��
 D = [0, 2π] × [0, h] ����

����1� 	�� ��
 −→r (u, v) = R
h
v cos u

−→
i + R

h
v sin u

−→
j + v

−→
k , u ∈ [0, 2π] 	��

v ∈ [0, h] �� 	 �����	
�� � 
�� ���
	���� D �
 	 ��� ���� ����1��

F����� 3

 �� =	�
���	� �)�	
�� � 
��� �	�
 ��� �� x2+y2 = R2

h2
z2, z ∈ [0, h].

��
 �� ����
� 
�� �"�������
√
A2 +B2 + C2.

−→r u ×−→r v = det




−→
i

−→
j

−→
k

−R
h
v sinu R

h
v cosu 0

R
h

cosu R
h

sin u 1


 =

=
R

h
v cosu

−→
i +

R

h
v sin u

−→
j − R2

h2
v
−→
k .
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 ���

√
A2 +B2 + C2 =

�
R2

h2
v2 +

R4

h4
v2 =

R

h
v

�
1 +

R2

h2
.

*���� dσ = R
h
v
�

1 + R2

h2
dudv.

E������ 36. ��������	� �����	
��� ��
 D = [0, 2π] × [0, π] ����
����/�

F����� 4

	�� ��
 −→r (ϕ, θ) = R sin θ cosϕ
−→
i +R sin θ sinϕ

−→
j + R cos θ

−→
k , ϕ ∈

[0, 2π] 	�� θ ∈ [0, π] �� 	 �����	
�� � 
�� ���
	���� D �
 
�� ������
x2 + y2 + z2 = R2. �� 
��� �	��&

−→r ϕ ×−→r θ = det




−→
i

−→
j

−→
k

−R sin θ sinϕ R sin θ cosϕ 0
R cos θ cosϕ R cos θ sinϕ −R sin θ


 =

= −R2 sin2 θ cosϕ
−→
i − R2 sin2 θ sinϕ

−→
j − R2 sin θ cos θ

−→
k .

*����
√
A2 +B2 + C2 = R2 sin θ.

(� ��� #��� �� � �����#� S ���#� �� �2���#����  ���� ������ z, z =
z(x, y), ��� �������� #�� ,� �����" �� ������� ���� #������,�� �����
(�"��"% ��� ���������5����� �� S ��K

x = x
y = y

z = z(x, y)
, (x, y) ∈ D.



-� ���<��� (������ 
< @� <(�� O	�� @� $��� 
< � ��4��$(���/'/

@��� x ����"� ��� u ��" y ����"� ��� v. ��� �� #������ A, B ��" C ��
���� �����#���� #���K

−→r x ×−→r y = det




−→
i

−→
j

−→
k

1 0 ∂z
∂x

0 1 ∂z
∂y


 = −∂z

∂x

−→
i − ∂z

∂y

−→
j +

−→
k

@��#�

*'�3+ A = −∂z
∂x
, B = −∂z

∂y
, C = 1.

��������

*'�'.+ dσ =

8	
∂z

∂x


2

+

	
∂z

∂y


2

+ 1dxdy

�� ���� #����

)$ �(����� �������� �� �-� ���� �*&�$ �-� ���� �� �
3D5������$

���D ,� � * ������+ ����� "����� ��9� �,��� *#����"% ,���"�"% #��4
��#��" ��" ∂D �� � ���#����� ������+ �� ��� uov4������ ��� −→r : D →
R3, −→r (u, v) = x(u, v)

−→
i + y(u, v)

−→
j + z(u, v)

−→
k ,� � ���#� ���#�����

������ "���������� �� D ���� � �����#� S = −→r (D). ��� f : S → R
,� � ���#����� #��������� ���#���� �� �����,��� x, y ��" z, "�)��" ��
S. (� ���� ,� #����" � �����
# ����
�� ��� S. �� ���� (S, f) ���� ,�
#����" � 3D$�	���	 � 3$D ��	
��� ��� ∆ = {Di}, i = 1, 2, ..., n ,� �
"������� �� ������������ ��,"������ �� ��� ���� ���� ��9� D ��" ���

∆∗ = {−→r (Di)
def
= Si}, i = 1, 2, ..., n ,� ��� #��������"�� "������� ��

��� ���#� �����#� S. ��� {Pi(ξi, ηi)}, Pi(ξi, ηi) ∈ Di ,� � ��� �� ���94
�� ������ ��� ��� "������� ∆ ��" ��� {Mi(x(ξi, ηi), y(ξi, ηi), z(ξi, ηi))},
i = 1, 2, ...n ,� ��� ��� �� ���9�� ������ �� ∆∗ ���#� ��� ��� ��� ��
�� {Pi} ����� � ��� "���������� −→r . �� ���� �� ��� "������� ∆ �� ��9�
����� ��� ���,�� �∆� = max{diam(Di) : i = 1, 2, ..., n}. (� �� #����
���� �∆� → 0 ������� ���� �∆∗� → 0. � ������� ��� ��� f,∆∗ ��"
{Mi} �� "�)��" �� �������K

*-�'+ Sf(∆
∗, {Mi}) =

n�

i=1

f(x(ξi, ηi), y(ξi, ηi), z(ξi, ηi)) 	 area(Si).

� ������� �������������� �� ���� ���� ��� �� ��� �������� � �� ������
���� mass(S) �� ��� 3D4������ (S, f) #�� ,� ���� �����2�����" ����
��� ��� �� ��� ������ �� ��� ����� ���� ����� 3D4������� (Si, fi),
����� ��� ��� "������ ���#���� fi �� ��9� ��� #������� ���#���� ����
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��� ���� ����� f(x(ξi, ηi), y(ξi, ηi), z(ξi, ηi)) �� ��� ����� �� Si, ���� ��
�����2�����" �� Si ��� �����,�� "������ f ���� ��� ����� �� � )2�"
����� Mi �� Si. ��� ��� ������� ��� *-�'+ �� ������ ���� ���� ���
��� �� ��� ������ �� ��� ����� ��� #������#��" ��������

D��������� -3. ��
 �� �������� 
�� 	��� �
	
�� 	�� �����
����
6� �	# 
�	
 
�� ����
�� f �� ?���	�� ��
���	��� � S �� 
���� �"��
� 	
��	� ������ I ���� 
�	
 �� 	�# ��	�� ε > 0, 
���� �"��
� 	 ��	�� δ > 0
������ ������� � ε� ��
� 
�� ������� �����
#, �� �∆∗� < δ, 
���
|I − Sf(∆

∗, {Mi})| < ε �� 	�# P (ξi, ηi) ∈ Di. *���� I �	� �� ����
	���"��	
�� ��
� ?���	�� ���� � 
�� 
#�� ��0�  ��� I �	� 	�� ��
��
�����
�� 	� 
�� �	�� mass(S), 
�� �	�� � 
�� 3D$�	���	 (S, f), ����

�� �	�� � S ��
� 
�� �����
# ����
�� f ����� f ≥ 0��  �� ������ I

�� ���
�� �#

��

S

f(x, y, z)dσ 	�� �� �	�� �
 
�� ����	�� ��
���	� � 
��

���
 
#�� � f � 
�� ����	�� S. �� �	�
����	�& �� f = 1, �� �
	�� 
��

���# ������ �����	, area(S) =

��

S

dσ. ��9� 	���& dσ �� �	�� 
 �� 
��

������
 � 	��	 � S 	�� �
 �	� �� ��
�����
�� �	 �#��� �� �	�
%� 	�
	� 	��	 � 	 ���# ��	�� ����	�� Si, ���� �∆∗� → 0.

��� ���,�� I �� ���F���
?� ���� ���� ���� "�)������% �� �� �����,�� �� ����� *����� ���� ,�

�������� ��� ������� ������ ��� "��,�� ���� ����E+ ��� �������� ����
���������� �� ��� �����#� ���� ��� �� ��� )��� ����K

'+ �� ������ f �

��

S

f(x, y, z)dσ �� � ������ ������ % ����

*-�-+��

S

[αf(x, y, z)+βg(x, y, z)]dσ = α

��

S

f(x, y, z)dσ+β

��

S

g(x, y, z)dσ.

-+

*-�/+

� �

S=∪Ni=1Si

f(x, y, z)dσ =
N�

i=1

��

Si

f(x, y, z)dσ,

����� {Si} ��� ������������ �����#���
/+

*-�0+ f ≤ g �������

��

S

f(x, y, z)dσ ≤
��

S

g(x, y, z)dσ,
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�� �����#���� �� f ≥ 0, ����

��

S

f(x, y, z)dσ ≥ 0.

0+ *� ���� �������+

*-�1+

��

S

f(x, y, z)dσ = f(ξ, η, θ) 	 area(S),

����� M(ξ, η, θ) �� � ����� �� S ��" f �� ������" �� ,� #����������
1+

*-�6+ area(S) =

��

S

dσ

6+

mass(S) =

��

S

f(x, y, z)dσ,

����� f �� � "������ ���#���� �� S.
&+ �� #���"������ �� ��� ���� #����� �� ��� 3D4������ (S, f) ���

#��#�����" ���� ��� ���� �� ��� �������� ��������K
*-�&+

xG =

��

S

xf(x, y, z)dσ

��

S

f(x, y, z)dσ

, yG =

��

S

yf(x, y, z)dσ

��

S

f(x, y, z)dσ

, zG =

��

S

zf(x, y, z)dσ

��

S

f(x, y, z)dσ

.

7+ ��� (d) ,� � ����� �� ���� �� ���#� ��" ��� g(x, y, z) ,� ���
"�����#�4���#���� �� � ����� M(x, y, z) �� �� (d). ��� S ,� � �����#� ��
���#� ��" ��� (S, f) ,� � 3D4������� ��� ��� ������ �� ������� ��
(S, f) ������ �� (d) *���� S ������� �����" (d)+ ��K

*-�7+ I(d) =

��

S

g2(x, y, z)f(x, y, z)dσ.

(� �����#����% �� (d) �� ��� Oz4�2��% ����

Iz =

��

S

(x2 + y2) 	 f(x, y, z)dσ.

��� �� ����� ��� ��� �� ���#��#���� #������ ��#� �����#� ���� ����
�� ��� )��� ����� ��� ��� �� ��#� ��� 24"���������� �������� �� ��� ����
���� ���� �� ��� )��� ���� *��� "�)������ '&+�
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T
����� 30. ��
 (S, f) �� 	 3D$�	���	 	� 	��� �D �� 	 �����	�
��	�� ��	��& −→r : D → R3 �� 	 ��������� ��
� �����	
�� � D
�
 S, f �� ��������� ��
����� �����
# ����
�� � S��  ��� �� �	�

������ 
�� ����
	
�� � I =

��

S

f(x, y, z)dσ to 
�� ����
	
�� � 	

����� ��
���	� � 
�� ���
�	� ��������� ��	�� D :

*-�3+

��

S

f(x, y, z)dσ =

=

��

D

f(x(u, v), y(u, v), z(u, v))
�
A(u, v)2 +B(u, v)2 + C(u, v)2dudv.

6� �����# ����
�
�
�� 
�� ����������
 �	��	���� x, y, z ��
� 
�� ����$
�	
�� ����
��� x(u, v), y(u, v), z(u, v) 	�� ��	��# �� ��

�� ���
�	�
� dσ �
� �"������� ��� �����	 0�2�

P����. �� ����� �� ,���" �� ��� ���� �"�� ��9� ��� ���"�� �"��
�� ��� ��� ������ ��� �,������ #��� � �� �����,��� ��������� :� ����
�����2����� D ���� � )���� ����� ∪Nj=1Rj ⊂ D �� ������������ ���4
��� ��#��� ��� {Ri}. ��� R∗i = −→r (Ri) ,� ��� ��� � �� Ri ����� � ���
"���������� −→r . ?�#���� �� ��� ���������� �� D ��" �� ��� "������4
���� −→r �� D ���� S, ��� ����� ∪Nj=1R

∗
j ���� �����2����� S ��" ���

#���������� ��������� ���� R∗j ��� ������������ ) ����� ���%
*-�'.+��

S

f(x, y, z)dσ ≈
N�

j=1

f(x(ξj, ηj), y(ξj , ηj), z(ξj , ηj)) 	 area(R∗j),

����� {Pj(ξj , ηj) ∈ Rj} �� � ��� �� ���9�� ������ �� D. ?�� �������
3/ ������" �� area(R∗j ) ���������� ��� ���� ��� �� ��� ������� *-�'.+
���� � ��� ���#� �����2������ ��� "��,�� ���� ��� �� *-�3+K

N�

j=1

f(x(ξj , ηj), y(ξj, ηj), z(ξj, ηj)) 	 area(R∗j) ≈

≈
N�

j=1

f(x(ξj, ηj), y(ξj , ηj), z(ξj, ηj))×

×
�
A(ξj, ηj)

2 +B(ξj, ηj)
2 + C(ξj , ηj)

2 	 area(Rj) ≈
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≈
��

D

f(x(u, v), y(u, v), z(u, v))
�
A(u, v)2 +B(u, v)2 + C(u, v)2dudv.

@��#�%
��

S

f(x, y, z)dσ ≈

≈
��

D

f(x(u, v), y(u, v), z(u, v))
�
A(u, v)2 +B(u, v)2 + C(u, v)2dudv.

���#� ,��� ����� ���,��� ��� )2�" ���,���% ���� ���� #���#�"�% ����
��� �F������ *-�3+ �� #��������� �����"� �

:� #�� ��� #������ "�B����� F��������� ���#� ��� �2������" ,�
�����#� ���� ���� �� ��� )��� �����

E������ 3&. ��
 S : x2 + y2 = 2z, 0 ≤ z ≤ 2 �� 	 �	�	���� ����
����2��

F����� 5

�
 �� ��	����� 	� 
�� ��	�� � ���� x2+y2 ≤ 4 � �	���� 2 	�� ���
�� 	


O ���� ����2�& 
����� 
�� �����	
�� −→r (x, y) = x
−→
i +y

−→
j + x2+y2

2

−→
k .

+���� 	 �	�	��
���	
�� �� S �� �"�����
�# �"������� ����
� z, z(x, y) =
x2+y2

2
, �� �	� 	���# �����	 �0�0<� 	�� ���

*-�''+ dσ =

8	
∂z

∂x


2

+

	
∂z

∂y


2

+ 1dxdy =
�
x2 + y2 + 1dxdy.
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	� ��
 �� ����
� area(S).

area(S) =

��

S

dσ =

� �

D:x2+y2≤4

�
x2 + y2 + 1dxdy =

x=ρ cos θ
=

x=ρ sin θ

� 2

0

ρ
�
ρ2 + 1

	� 2π

0

dθ



dρ =

= π

� 2

0

�
ρ2 + 1

� 1
2 d(ρ2 + 1) = π

(ρ2 + 1)
3
2

3
2

�����

2

0

=
2π

3

�
53/2 − 1

�
.

�� ���� �
� �	��& �� 
�� �����
# ����
�� �� f(x, y, z) = 3z.

mass(D) =

��

S

f(x, y, z)dσ =
3

2

� �

D:x2+y2≤4

(x2+y2)
�
x2 + y2 + 1dxdy =

=
3

2
	 2π

� 2

0

ρ3
�
ρ2 + 1dρ

ρ2+1=t2
= 3π

� √
5

1

t2(t2 − 1)dt = etc.

�� ���� 
�� ����
 � ����
�	 � (S, f), f = 3z, 	���� 
�� Ox$	"���

Ix = 3

��

S

x2 + y2

2

�
y2 +

(x2 + y2)
2

4

�
�

1 + x2 + y2dxdy =

=
3

8

� 2

0

ρ3
�
ρ2 + 1

	� 2π

0


4ρ2 sin2 θ + ρ4

�
dθ



dρ =

*-�'-+ =
3

2

� 2

0

ρ5
�
ρ2 + 1

	� 2π

0

sin2 θdθ



dρ+

3π

4

� 2

0

ρ7
�
ρ2 + 1dρ.

-�
 � 2π

0

sin2 θdθ =

� 2π

0

1 − cos 2θ

2
dθ = π,

� 
�	
 ��0� ������

Ix =
3π

2

� 2

0

ρ5
�
ρ2 + 1dρ +

3π

4

� 2

0

ρ7
�
ρ2 + 1dρ = etc.
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F����� 6

+$ >�(3 �� �  ����� ���� �-��(�- �� �������� �(�����$

��� �� #����"�� � ����� (P ) ��" � )2�" ����� O *��� ��� ��+ �� ���
��� (dx) ,� �� �������" ���� �� (P ) ���#� ������ ����� � O. ��� (dy)
,� ������� �������" ���� �� (P ) ���#� ���� ������ ����� � O ��" ��
������"�#���� �� (dx) �� O *��� <� �6+�

(� ��#� �� ���� ��� �����,������� �� ��������� *,� )2�� � ���5���
��#��� �� A�� �����A ���� ��� ������� ���� �������� �� (dy)!+ ���� ����

���� (dy). 
�� ��  ���� ,� � ��#���
−−→
OB *��� <� �6+ ��" ��� ����� �� "�4

)��" ,� ��� ��#���
−→
OC = − −−→

OB. (� �� ��� � �#��� �� O, ������"�#����

�� (P ) ��"% �� �� ������ �� ����
−→
OA ��

−−→
OB �����" O �� ��� A��������

����A *= 90◦+% ��� "���#���� �� ��� �"���#�����  ���� ���� �� �������
�������" ���� (dz) ���#� �� ������"�#���� �� (dx) ��" (dy). ��� �����

���� ��� "���#���� �� (dz) ��  ���� ,� ��� ��#���
−−→
OD =

−→
OA×−−→

OB, ���� ��
H��� �,�����" A��� ��A ���� �� ��� ����� (P ). A�� "���A ���� �� (P )

��  ���� ,� − −−→
OD. ���

−→
i ,

−→
j ��"

−→
k ,� ��� ������� ��

−→
OA,

−−→
OB ��"

−−→
OD

�����#������ *��� <� �6+� (� ��� #������ ��� ����� ����������� �� (dy),

 ���� ,�
−→
OC ��"% �� ��� ������� ��� �#��� ����

−→
OA ��

−→
OC, �� �"���#��

�� ��� ����� "���#���� ��
−→
k , ���� �� ��� "���#���� �� −−→

k . �� ���������

#���"����� ������ {O;
−→
i ,

−→
j ,

−→
k } �� ���" �� ,� �����
 � ����
 ����
��

��" ��� ����� {O;
−→
i ,

−→
j ,

−→−k} �� #����" ������� � ���
 ����
��� ���

��� ����� (P ) ��� ��� A��#��AK ��� ���#� #��������"� ��
−→
k *�� � ����

��#��� �� O ���� �� ��� �����+ ��" ��� ����� ���#� #��������"� �� −−→
k .

��� ������� ���� �� �� ���� #����������� O ���� � #����" �������"

*��� "�)������ '7+ ������ #���� (γ) ⊂ (P ), ��� ��#���
−→
k *)2�" �� O+

�� ����� �� ���� #���� ��" #���� ,�#9 �� ��� ���� ������� ���������
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:� #�� �,����� ���� �� �� #����������� ���� ��� ����� ��������� #�4

��"������ ������ {O;
−→
i ,

−→
j } �� ��� ����� (P ), �� ����� #�� ���#� ���

�������� �� ��� ��������� #���"����� ������ {O;
−→
i ,−−→

j }. ��� �� ���
�� #��� {O;

−→
i ,

−→
j } � "���#� �������" ����� ��������� #���"����� ������

��" ��� �����% {O;
−→
i ,−−→

j }, �� ������� ���������" ��������� #���"�����
�������

�� "�)������ �� � "���#� �� ������� ����������� �� � ��������� #�4
��"����� ������ "��� ��� "����" �� ��� �������� �� ��� ����� O, ,��

�� ��� ,���� �� ��#���� {−→i ,−→j ,−→k }. ��� �� ��� ��� ���� ���������4
#�� ��"�� �� A�����������A �� #����#��" �� ��� ,���� �� ��� 3D4��#���
���#� �� ���� ��#����� :� ��� ���� ��� ,���� �� ��#���� {v1, v2, v3} ��"
{w1, w2, w3} �	�� 
�� �	�� ����
	
�� �� ��� �����2 C = (cij)% #��4
����#��" �� �������K

w1 = c11v1 + c21v2 + c31v3

w2 = c12v1 + c22v2 + c32v3

w3 = c13v1 + c23v2 + c33v3,

*#����" ��� 
�	���
�� �	
��" ���� ��� ,���� {v1, v2, v3} �� ��� ,����
{w1, w2, w3}+ ��� ��� "���������� detC � �������� ���� ���,��� ��
��)���� ��� �� ��� ��� ,���� �� V3, ��� ���� ��#��� ���#� �� ��� 3D4����
��#����% #�� ,� "���"�" ���� ��� ������������ *����� �������#���� ��
�����+ ��,���� A ��" A−� �� ,���� {v1, v2, v3} ��" {w1, w2, w3} ,�4
��� � �� ��� ���� ��,��� �� ��� ���������� �����2 ���� ��� �� �������
��� � �������� "����������� ��� "����� ,� A ��� ��,��� *�� #����+ ���#�

#������� ��� ,���� {−→i ,−→j ,−→k } ��" ,� A− ��� ��,��� *�� #����+ ���#�

#������� ��� ,���� {−→i ,−→j ,−→−k}. :� ����� �� �� �2��#��� ��� ��� ���"��
�� ����� ���� A∪A− #������� ��� ��� ,���� �� V3 ��" ���� A∩A− = ∅,
��� ����� ���� :� #��� A ��� "���#� ����������� �� ��� ���#� V3 ��"
A− ��� ������� ����������� �� V3. �� ���� #�� ,� "��� ��� V2, ��� ����
��#��� ���#� �� ��� 2D4���� ��#��� ���#� *���� ��� ����� ���� ��#����+�
���% �������� �� )2 � ��������� #���"����� ������ uov �� � �����
(P ), �� H��� )2�" � "���#� �����������KA���� u �� vA� :��� �� ����;

�� "���#���� �� ��� ou4�2�� ��  ���� ,� � ������
−→
i′ . �� "���#���� ��

ov4�2�� ��  ���� ,� � ������
−→
j′ . ?� "�)������ ��� #���� A �� �����������

���� ���#� ��� ,��� {−→i′ ,−→j′ } ,���� � �� ���" �� ,� ��� "���#� �����������
�� ��� ��������� ������ uov. A<��� u �� vA ����� ���� �� ��9� )�����−→
i′ ����% ��#��"��% �� ��9�

−→
j′ . :� ������ ��� ���� uov �� �� �������"

����� ��������� #���"����� ������ *���� ��� "���#� ����������� �� A����
u �� v” ��" ��� ������� ��� �� A���� v �� uA+ *��� <� �&+��� #����"
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#���� �� ��� uov4����� �� <� �& �� "���#� �������" ,�#���� A��� "���#4
����A �� A��� �����A �� A���� u �� v”, ��� ��� ��������# "���#���� �� ���
#������#��#9���� "���#����� ��� D ,� � �����  ������ "����� *#����"%
,���"�"% #����#��" ��" ∂D �� �������" ���#����� ������ #����+� ?�4
�� �� ��� ����� uov, �� ��� ���� D �� �������" ,� ���� ������ $���
�2�#���% ∂D �� "���#��� �������" �� �� #�� ��� �� <� �&� (� �� ���9 ��
∂D �� ��� "���#���� �� ∂D% ��� ����� "����� D ���� ������ �� ���
���� ��"�� ��� ���� F������ ��9�� D �� ,� �� �������" "������

��� −→g (u, v) = x(u, v)
−→
i + y(u, v)

−→
j + z(u, v)

−→
k ,� � ������ "�4

��������� *��� ��� �2�#� "�)������ �� ��#���� '% ���� #������+ "�)��"
�� �� �������" *��9� �,���E+  ������ "����� D, ���� ������ �� V3 *��
�� R3+� ��� (S) = −→g (D) ,� ��� �����#� "�)��" ,� ���� "�����������
��� P0(u0, v0) ,� � ����� �� D ��" ��� ��� "���#� ���������" A#���"�����
#�����A γu : v = v0 ��" γv : u = u0 ���#� ��� ������ ����� � P0

*��� <� �&+� ��� M0 = −→g (P0) ��" ��� Γu ��" Γv ,� ��� ��� �� �� ���
�����#� (S) �� γu ��" γv, �����#������� :� ������ ���� ��� #����� Γu
��" Γv ��� ���� �������" ���� ��� ���� ����������� ��9� ���� ��� �����4
�����" ���� γu ��" γv, �����#������ *��� <� �&+� Γu ��" Γv ��� #����"
��� #���"����� #����� �� (S) ���#� ����� ����� � M0.���%

*/�'+ Γu :





x = x(u, v0)
y = y(u, v0)
z = z(u, v0)

, u ∈ prou−axis(D);

Γv :





x = x(u0, v)
y = y(u0, v)
z = z(u0, v)

, v ∈ prov−axis(D).

@��#�% ��� A����#���A ���� Γu ��

−→r u =
∂−→r
∂u

=

	
∂x

∂u
,
∂y

∂u
,
∂z

∂u




��" ��� A����#���A ���� Γv ��

−→r v =
∂−→r
∂v

=

	
∂x

∂v
,
∂y

∂v
,
∂z

∂v



.

:� ����#���� �� ��� ����� M0 ∈ (S) ��� ������ ������

−→n (M0) =
−→r u(u0, v0) ×−→r v(u0, v0)

�−→r u(u0, v0) ×−→r v(u0, v0)�
�� (S) *��� <� �&+� @���% �� ��� "�)������ �� −→n (M0), �� ���� ��#��4
������" ��� ����������� �� D ������% �� ��� ���� �� ��� #���� ���"�#�
�� ��� ��������� �� ��9� −→r u(M0)% ����

−→r v(M0)% ���� A���� u �� v”.
���#� −→n (M0) �� � �����% �� ���F���� "�)��� � ����� M∗

0 *��� �2�������
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�� −→n (M0) =
−−−→
OM∗

0 + �� ��� ���� ������ (US) : x2 + y2 + z2 = 1 �� ���
Oxyz4���#� *��� ���#� ���� ���#� (S) �� #����"���"+� ��� �� ����� M0

�� ��� ������ �� (S) ��" ��� �� "����� �� ,� M. :� �,���� �� ���� ���
� ��� ���#���� M � M∗, ���#� ����#����� �� � ����� M �� (S)% �
����� M∗ �� (US). ��� �� #��� ���� ���#���� ��� ����
	
�� ����
��
��" "����� �� ,� Or : (S) → (US), Or(M) = M∗.

F����� 7

D��������� /.. ��
 �� �������� 	�� � 
���� �
	
�� 	�� �#�
�����
��9� 	���� �� 
�� ���
� ����
�� Or : (S) → (US), Or(M) = M∗, ��
	 ��
����� ����
��& �� �	# 
�	
 �� ����	�� (S) �� ����
	����  ���
����
�� ������ 
�� �����
 �����
� ����
	
�� ����� u 
 v�� � 
��
�����
 �	�� � (S).  �� ����
�� Or− : (S) → (US), Or−(M) = −M∗,

�� �#���
��� � M ����
� 
�� ����� O, �� 	�� ��
����� �� Or ��
��
����� 	�� �
 ������ 
�� ������� ����
� ����
	
�� ����� v 
 u��
� 
�� ������� �	�� � (S).  �� ��
����
# � Or ��	�� 
�	
 �� 	 ���
M
�
	�
� ��� 	 �"�� ���
M0 ∈ (S) 	�� ���� � 	�# ��
����� �������
����� γ ⊂ (S) ����� ��
	���M0, 
��� 
�� ���	� ���
�

−→n (M), �����
�
	�
� ��� −→n (M0), 	�
�� ������� 
�� ��
��� ����� γ, �
 ���� �	�9 

�
� ���
�	� ���
�� −→n (M0).  ��� �� �	# 
�	
 (S) �	� 
� ���
���
 �	���&
���� �
 �� ����
	���� '�����& �� 	�� ��� 
�	
 
�� ����
	
�� ����
��
Or �� ��
����� �� 
�� �����	
�� −→g : D → −→g (D) = (S) �	� 	
��
����� ������� 	�� �� Or ◦ −→g : D → (US) �� ��
������  ��� ��

�� �	�� �� ���
	��� ���� �� �	� ��� 	� �"�����
 �	�	��
����	
�� �−→g 	�� Or ◦ −→g �� ��
������

E������ 37. �� ���
	���& 	 ��	�� (P ) : ax + by + cz + d = 0
�� 	� ����
	��� ����	��� ������& �	# a �= 0, a > 0 	�� ��
 �� ��� 
��



/� <��P 
< � ���
� <(��! @�
��@ �� 
�(���! ���<���� /-/

������� �"�����
 ����
� x �	�	��
���	
��

x = − by+cz+d
a

y = y
z = z

, (y, z) ∈ R2.

��
 �� ������� R2 ��
� 
�� ����
�� yOz$=	�
���	� �����	
� �#�
��
����� y 
 z”�� +����

−→r y ×−→r z = det




−→
i

−→
j

−→
k

− b
a

1 0
− c
a

0 1


 =

−→
i +

b

a

−→
j +

c

a

−→
k ,


��� −→n (M) =
−→
i + b

a

−→
j + c

a

−→
k�

1+ b2

a2
+ c2

a2

= a
−→
i +b

−→
j +c

−→
k√

a2+b2+c2
.  ���& 
�� ����
	
�� ����
��

������,	
−by + cz + d

a
, y, z



→

	
a√

a2 + b2 + c2
,

b√
a2 + b2 + c2

,
c√

a2 + b2 + c2



,

���� 	 ���
	�
 ����
��& ����� 	��	#� �� ��
������  �������& 	�#
��	�� �	� 
� �	���& ���� �
 �� ����
	����

��� ��� �����#�� ��� �������,��% ���� ���� ���� ��� ��#��� �� ���� ��
#������#� �����#� ���#� ��� ���� ��� ��#� �� $W,��� �����#� *��� <� �7+�
��� �����#� �� �,�����" ,� ��9�� � ��#��� �� ����� [ABCD] ��" ,�
 ���� [AB] ���� [BC] ��#� ���� A ≡ C ��" B ≡ D. ��� (γ) ,� ���
A#����"A #���� ���#� ��� ��������� ��� ��"���� �� ��� ��#��� �� [ABCD]
*��� <� �7+� ��� �� #����������� ��" ��#������ �� ���� � ������ ������−→n ���� (γ) ,� ������� ���� M. :� ��� ���� �������� �� #��� ,�#9
��M ��� ������� ������ −→n ,�#���� −−→n . ���% ��� ����������� ���#����
M �

−→n (M) � M∗ ∈ (US) �� ��� #���������� @��#� ���� �����#�
#����� ,� �������,��% ���� �� ��� ���� ��� ��#� *��� #����� ���������
��� "�����#� ��#�� �� ��E+�

� ������� F������� ������� (� �� �����,�� �� )�" � A���#���A ������4
���5����� ��� ���� $W,��� �����#� ��#� ���� �� ,� �������,��; (� #�� ,�
�����" ���� ���� ���� �����,����� #����� ������� � ,� �� ��� �� ,� ���4
����,�� "��� ��� "����" �� � �����#���� ����������5����� �� � �����#�
S. ?��% �� �� �����,�� �� #��� � ��� "���#� ��#� �� (S) ���� ��� �������
���% �� �� #��� � ��� ������� ���������5����� �� (S) ���� ������� ����
<�� ������#�% ��� �� #����"�� ��� ���� ����� (P ) : ax+ by+ cz+ d = 0,
a > 0, �� �� �2����� 37 ���� ��� �������� ���������5�����K

x = −−bu+cv+d
a

y = −u
z = v

, (u, v) ∈ R2.
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(� �� ���� �� ��� ����−→n (M) = −a
−→
i +b

−→
j +c

−→
k√

a2+b2+c2
, ���� ��� ������ ������ �� ���

����� ��"�� ��� (S) ,� � �����#� ���� ��� �F�������� ���������5������−→g : D → (S) ��" −→g ′ : D′ → (S). ��� ����� �2���� � "�B����������
φ : D′ → D ��#� ���� −→g ′ = −→g ◦ φ. (� �� ���� �� ����� ���� −→g ��"−→g ′ "�)��� ��� ��" ��� ���� ��#� �� ��" ���� �� ��� >�#�,��� �� φ �� �
�������� ���,���

(�  ������% �� � �����#� (S) ��� �� �2���#�� ���������5�����% ���
������ z,

(S) :





x = x
y = y

z = z(x, y)
, (x, y) ∈ D ⊂ xOy,

���� A = − ∂z
∂x
, B = − ∂z

∂y
��" C = 1 *��� ������� *'�3++� ���#�

*/�-+ −→n (M) = cosα
−→
i + cosβ

−→
j + cos γ

−→
k =

=
A(u, v)�

A(u, v)2 +B(u, v)2 + C(u, v)2
−→
i +

+
B(u, v)�

A(u, v)2 +B(u, v)2 + C(u, v)2
−→
j +

+
C(u, v)�

A(u, v)2 +B(u, v)2 + C(u, v)2
−→
k ,

���� cos γ = 1√
A2+B2+1

> 0 ���� γ ∈ [0, π
2
). $��� �����% ���� ����

����������� �� ��I#���� �� "�������� ��� "���#� ��#� *���#� #��������"�
�� ��� "���#� �����������+ �� ��� �����#� (S).
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E������ 33. ��
 (S) :





x = x
y = y

z =
�
x2 + y2

, x2 + y2 ≤ R2 �� 
��

���� ����	�� � ����;�

F����� 9

6� 	�� ��
����
�� 
 ��� 
�� �	
���	
��	� �������
�� � 
�� ���	�
������ −→n ����� ����� 
�� �"
���� ���� � 
��� ���� ����	�� ���� −→n
�� ����;��  �� 	���� γ ��
���� −→n 	�� Oz �� ���	
�� 
��� 90◦, � 
�	

cos γ < 0, ����

cos γ = − 1�
A(u, v)2 +B(u, v)2 + 1

.

@��#�% �� ���� ��� � ����� �� ����� �� cosα, cosβ ��" cos γ, �� ���
�2�������� �� −→n *��� */�-++� ��������% �� ��� #���% ��� ���M(x, y, z) ∈
(S),

−→n (M) =

�
x√

2
�
x2 + y2

,
y√

2
�
x2 + y2

,− 1√
2

�
.

R����� /0. �
 �� �
 ��3���
 
 ��� 
�	
 �� D �� 	 ��
� ��	��
������& ������& �����
�� 	�� ∂D �� 	 ��
� ������ 	�� �� −→r : D →−→r (D) = (S) �� 	 ��
� �����	
�� � D �
 
�� ����	�� (S) �−→r ��
� ��	�� C1, ��7��
��� 	�� −→r u ×−→r v �= 0 � D�& 
��� (S) �� ����
	����

��� ��� D ,� � #����"% ,���"�" ��" #����#��" ��,��� �� ��� uov4
����� ���� ��� ,���"��� ∂D � ���#����� "���#��" �������" #���� �� uov.
��� D = ∪ni=1Di ,� � "������� �� D ���� ������������ *Di ∩Dj ��� �
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5��� ���� ��� i �= j+ �������" ��,"������ �� ��� ���� ���� ��9� D *���
<� �'.+� :� ��� �� ���� ) ��� ���� ��� �������#���� #���� Di ∩Dj *�� ��
�2��� ��9� � #����E+ �� ������ "��,�� �������"� $�������% ��� �����������
�� ��#� Di *���� ��� ����������� �� ∂Di+ �� #��������� "��������" ,�
��� ����������� �� D *���� �� ∂D+�

F����� 10

��� −→r (u, v) = x(u, v)
−→
i + y(u, v)

−→
j + z(u, v)

−→
k , −→r : D → −→g (D) =

(S) ,� � ���#����� ������ "���������� ��" ��� Pi(ui, vi) ∈ Di% i =
1, 2, ..., n ,� � ��� �� ���9�� ������ �� ��� "������� {Di} �� D. ���
{Si = −→g (Di)}, i = 1, 2, ..., n �� � "������� �� (S). (�

�{Di}� = max{diam(Di) : i = 1, 2, ..., n}
,�#���� ������� ��" �������% ���� �{Si}� ,�#���� ������� ��" �������%
�2#��� ���,� � ��,��� �� ������ �� 5��� ���� �� D. ��� Mi = −→r (Pi),
���� Mi(x(ui, vi), y(ui, vi), z(ui, vi)) ��� i = 1, 2, ..., n. :� ������ ����
(S) ��"% �� � #����F���#�% ��� (Si) ��� �������,�� �����#��� ���

−→n (Mi) =
−→r u(ui, vi) ×−→r v(ui, vi)

�−→r u(ui, vi) ×−→r v(ui, vi)�
=

*/�/+ =
A(ui, vi)�

A(ui, vi)2 +B(ui, vi)2 + C(ui, vi)2
−→
i +
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+
B(ui, vi)�

A(ui, vi)2 +B(ui, vi)2 + C(ui, vi)2
−→
j +

+
C(ui, vi)�

A(ui, vi)2 +B(ui, vi)2 + C(ui, vi)2
−→
k ,

,� ��� ������ ������ �� Mi, ���#� ,���� � �� ��� "���#� �����������

�� (S). ���
−→
F : (S) → R3,

−→
F (x, y, z) = P (x, y, z)

−→
i + Q(x, y, z)

−→
j +

R(x, y, z)
−→
k , ,� � )��" �� ��#���� �� #���� C1 ������ ���������� ��

(S), ���� ��� ��,��� �� (S) �� ���#�
−→
F �� ��� �� #���� C1 ��� 5���

����� �� ����#� �� ��� ���#�
−→
F (M) ���� ��� �����#� (S) �� ��� �����

M ∈ (S) �� �������" ,� ��� ���H�#���� �� ���� ���#�
−→
F (M) �� ���

������ ������ −→n (M), ����
−→
F (M) 	−→n (M) *"�� ���"�#�+� ��� F�������

�� #����" ��� J�" � 
�� ���
�
−→
F (M) 
����� 
�� ����	�� (S), 	
 
��

���
 M. (� ��� "������� �� (Si) �� ����� ���� �% �� #�� �����2�����
�� ���� � ����� �����#�% ���#� #�� ,� �����" �� � ���� �� ��� ��� ���

����� �� (S) �� ��� )2�" ����� Mi ∈ (Si). :� ���� �����2�����
−→
F (M)

���� ��� #������� ��#���
−→
F (Mi) ��� ��� �����M ∈ (Si). ���% ��� =�2−→

F (M) 	−→n (M) ��M #�� ,� �����2�����" ���� ��� =�2
−→
F (Mi) 	−→n (Mi)

�� Mi. ��������% ��� ����� =�2 �� (Si) #�� ,� �����2�����" ����,−→
F (Mi) 	 −→n (Mi)

-
	 area(Si) *���� ��� )��� ” 	 ” ����� ��� "�� ���"�#�

,�� ��� ��#��" ” 	 ” ����� ��� ����� ��������#����� ,������ ��� ����
���,���+� ��� ���� ���,�� �� ��� ������ �� � �� �� #����"�� ���� ���

,���� (Si) ��" ��� ��� ��
−→
F (Mi)	−→n (Mi). @��#�% ���  ��,�� =�2 Φ(S)(

−→
F )

�� ��� )��"
−→
F ����� � ��� �������" (S) #�� ,� ���� �����2�����" ����

��� �������� ������� ���K

*/�0+ S−→
F ,(S)

({Si}, {Mi}) =
n�

i=1

,−→
F (Mi) 	 −→n (Mi)

-
	 area(Si).

D��������� /'.
−→
F �� ��
���	��� � 
�� �����
 ����
�� ����	�� (S)

�� 
���� �"��
� 	 ��	� ������ I ���� 
�	
 �� 	�# ��	�� ��	� ������
ε > 0, �� �	� ��� 	�
��� ��	�� ��	� ������ δ > 0 ������ ��$
����� � ε� ���� 
�	
 �� {Di} �� 	 ������� � D ��
� �{Di}� < δ,


���
���I − S−→

F ,(S)
({Si}, {Mi})

��� < ε �� 	�# ��
 � �	�9��� ���
� {Pi},
Pi ∈ Di. I �� �	���� 
�� ����	�� ��
���	� � 
�� ����� 
#�� �

−→
F �


�� ����
�� ����	�� (S). �
 �� ���
�� �#

/ /

(S)+

−→
F 	 −→n dσ.  �� ���� �+�
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��	�� 
�	
 
�� ��
���	� �� ��������� � 
�� �����
 �	�� � (S). 6���$

���� �� ���
�

/ /

(S)

−→
F 	 −→n dσ, �� ���
 ������
	�� 
�	
 
�� �	

�� ��

	��
 
�� �����
 �	�� � (S).

@��#�% �� #�� ���� �����2����� I ���� ������� ���� �� ��� ����
*/�0+� ��� ���� ���,�� I #�� ,� ����������" �� ��� A ��,��A =�2 ��

��� )��"
−→
F ����� � ��� �������" �����#� (S), #����"���" ���� ��� "���#�

��#� *�� ���� ��� "���#� ����������� A���� u �� vA+� �� �����#� ���� ���
�� ��� ��#��" ���� �� ��� ����� ��� ������ �� ��� 24"���������� #��� ��
��� ���� ���� ��� �� ��� ��#��" ���� ��� �������" #����� *���� ���� ����
���� ��� �� �� 14"���������� �,H�#�+�

���� ���� ���� "�)������% �� #�� ������ ����� *"� ��E+ ��� �������� 
,���# ���������� �� ��� �����#� ���� ���� �� ��� ��#��" �����

'+

/ /

(S)−

−→
F 	 −→n dσ = −

/ /

(S)+

−→
F 	 −→n dσ, ����� (S)− ����� ��� �����#�

(S) ���� ��� ������� ����������� *A���� v �� uA+� � ��� ���� ��� #��
#��� � −→n (Mi) ���� −−→n (Mi) �� ��� �,��� ������� �����

-+ �� ������ 
−→
F �

/ /

(S)

−→
F 	 −→n dσ �� � ������ ������ % ����

/ /

(S)

�
α
−→
F + β

−→
G
�
	 −→n dσ = α

/ /

(S)

−→
F 	 −→n dσ + β

/ /

(S)

−→
G 	 −→n dσ.

/+ / /

(S)∪(T )

−→
F 	 −→n dσ =

/ /

(S)

−→
F 	 −→n dσ +

/ /

(T )

−→
F 	 −→n dσ,

����� (T ) �� ������� �������" �����#� ��#� ���� �� ��� #����� #����
∂(S) ∩ ∂(T ) ��� ����������� ��"�#�" ,� ��� ����������� �� (T ) ����
,� ��� ������� ����������� �� ��� ���� �������#���� #���� �����" ����
��� ����������� ��"�#�" ,� ��� ����������� �� (S) *��� ��� ��������� ��
��� ��� �,���� �������" ��,"������ �� <� �'. �� �� <� �'/+� (� ���
�����#�� (S) ��" (T ) ���� �� ����� ������ #���� �� #�����% ����
��� ����������� �� (T ) #����� ,� #����#��" ���� ��� ����������� �� (S)
,� ������� ����% �� ���� �� ��� ����� (S) ∪ (T ) ���� 9��� ����� ���
������������

��� �� ��� ��� �� ����� ��� �2�����#� ��" �� #������ ��� �����#�

���� ��� �� ��� ��#��" ����

/ /

(S)

−→
F 	 −→n dσ. <�� ���� �� �����2����� ���
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���� �� (Si) �� ������� */�0+ ,� ���� ������� *'�1+K

*/�1+ area(Si) ≈
�
A(ui, vi)2 +B(ui, vi)2 + C(ui, vi)2area(Di).

:� #�� ���� ����� ��#� � ������� ,� ��� ��� �� ������� *-�3+ ��" ���
���� ������� ��� "��,�� ���� ����K

area(Si) =

� �

(Si)

dσ =

��

Di

�
A(u, v)2 +B(u, v)2 + C(u, v)2dudv =

=
�
A(u∗, v∗)2 +B(u∗, v∗)2 + C(u∗, v∗)2

��

Di

dudv ≈

≈
�
A(ui, vi)2 +B(ui, vi)2 + C(ui, vi)2area(Di),

,�#���� ,��� ������ Pi(ui, vi) ��" P ∗i (u∗, v∗) ��� �� ��� ���� �����
"����� Di. ��� �� #��� ,�#9 �� ������� */�0+ ���� ���� �2�������� ��
��� area(Si) ��" ���� ��� �2�������� �� −→n (Mi) ���� ������� */�/+K

n�

i=1

,−→
F (Mi) 	 −→n (Mi)

-
	 area(Si) ≈

≈
n�

i=1

[P (Mi)A(Mi) +Q(Mi)B(Mi) +R(Mi)C(Mi)] area(Di).

?�� ���� ���� ��� �� � ������� ��� �� ��� "��,�� ���� ���
��

D

[P (x(u, v), y(u, v), z(u, v))A(u, v)+Q(x(u, v), y(u, v), z(u, v))B(u, v)+

+R(x(u, v), y(u, v), z(u, v))C(u, v)]dudv.

���#� ���� ���� "��,�� ���� ��� ��" I, ��� �����#� ���� ��� �� ��� ��#��"
����/ /

(S)

−→
F 	 −→n dσ% #�� ,� ���� �����2�����" ,� ��� ���� �������

����% �� ���� #��#��"� ���� ���� ���� ,� �F���% ����/ /

(S)

−→
F 	 −→n dσ =

*/�6+

=

��

D

[P (x(u, v), y(u, v), z(u, v))A(u, v)+Q(x(u, v), y(u, v), z(u, v))B(u, v)+

+R(x(u, v), y(u, v), z(u, v))C(u, v)]dudv.



//. 7� ���<��� (�������

��� �� H��� ��"�#�" ��� #���������� �� � �����#� ���� ��� �� ��� ��#4
��" ���� �� ��� #��#������� �� � "��,�� ���� ���� (� �� ���� �� #��� �
��� ��#� �� (S), �� ���� ��� � ����� �� � �� ����� �� ��� �,��� "��,��
���� ���� :� #�� ���� �2����� *����� ��E+ ��� �����#� ���� ��� �� ���
��#��" ���� �� � �����#� ���� ��� �� ��� )��� ����K
*/�&+/ /

(S)

−→
F 	−→n dσ =

��

(S)

[P (x, y, z) cosα+Q(x, y, z) cosβ +R(x, y, z) cos γ] dσ,

����� cosα, cosβ ��" cos γ ��� ��� #���"������ �� ��� ������ ������−→n (M) �� ��� ����� M(x, y, z). ��� �� ��� � ���#��#�� �������� ?��
�� �� ������ �� ��"�� �� )�" � ��� �2�������� ��� ��� �����#� ���� ���/ /

(S)

−→
F 	 −→n dσ. (� �� ���9 �� <� �''
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�� ��� ���� ��� ����4���H�#���� prxOydσ �� �� ���������" ����� ���4
���� dσ *��� ������#� ��� ���� �� �� (Si)+�� ��� �����#� (S) �� ��� xOy4
����� �� � "���#� �������" ���� �� ���� �����% ������� "�����" ,� dxdy. (�
�� #���� ���� � ���� ��� ��"�� dx ���� dy �� ��� ���,�� dxdy �� ���������%
,�#���� �� ��=�#�� ��� "���#� ����������� A���� x �� yA �� ��� xOy4������
@��#� dxdy = −dydx *dxdy �� ��� A��A ���� ��" dydx �� ��� A"���A
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����4��� ��� ������ �� <� �''+� <�� ������#�% przOydσ = dzdy, ,�#����
��� ����������� �� ��� ,���"��� �� ���� ���H�#���� �� A���� z �� yA *���
<� �''+� ���#� ��� ����4���H�#����� dxdy ≈ cos γdσ, dydz ≈ cosαdσ
��" dzdx ≈ cosβdσ *��� ���� �����9 /6+% ���� ������� */�&+ *��9�� 
� ��� ������� ����% ��#� ��� "� ��E+% ��  ��K

*/�7+

/ /

(S)

−→
F 	 −→n dσ =

/ /

(S)

Pdydz +Qdzdx+Rdxdy,

���� ���� ,��� � ������ �2��������% ��� ���" �� ���#��#�� �� �2��������
ω = Pdydz +Qdzdx+Rdxdy �� ���" �� ,� � "�B�������� ���� �� ��"��
2 �� ����� �����,���� !� ��� ��� �� ��� ��"��K dzdx ��" ��� dxdz!

E������ '... ��
 �� ����
� I =

/ /

(S)

xdydz+ ydzdx, ����� (S)

�� 
�� ��
���� �	�� � 
�� �	�	����, z = x2 + y2, 0 ≤ z ≤ 4 ����
����0���

F����� 12

�� 
��� �	�� P (x, y, z) = x, Q(x, y, z) = y 	�� R(x, y, z) = 0, ����−→
F = (x, y, 0). +���� 
�� ����	�� �	� 	� �"�����
 �	�	��
���	
�� ����
�
z : 




x = x
y = y

z = x2 + y2
, x2 + y2 ≤ 4,
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�� �	� ��� �����	 �1��� 	�� ��� A = − ∂z
∂x

= −2x, B = −∂z
∂y

= −2y,

C = 1, γ ∈ [0, π
2
],

−→n (x, y, z) =

�
−2x�

1 + 4x2 + 4y2
,

−2y�
1 + 4x2 + 4y2

,
1�

1 + 4x2 + 4y2

�
.

��
 �� ��� �� 
�� �	��� �����	 �1�A�,

/ /

(S)

xdydz + ydzdx = −2

� �

D:x2+y2≤4

(x2 + y2)dxdy =

= −2

� 2

0

ρ3
	� 2π

0

dθ



dρ = −4π

� 2

0

ρ3dρ = −16π.

R����� /1. �� (S) �� �
 � ��	�� C1 ��
 �
 �� ����������# � ��	��
C1 ���� ����01�& 
��� �� ���� 	� ����
	
�� 
 �	�� ��
� ������
� (S) ���� 
�	
 � 
�� ���� ��
�����
�� ������& 
���� �	�
 ������
���
 �	�� 2 ���
���
 
#�� � ����
	
�� ��	�� � 
��� ����� ���

�� ����
	
�� � 
�� ���������� �����	����� �� �	�
& 
�� ����
	$

�� � ∂(S) �����
��# ��
������� 
�� ����
	
�� � 	�� 
�� ������

�����	����

F����� 13

E������ '.'. ��
 �� ����
� 
�� J�" � 
�� ����
−→
F = (0, 0, z)

� 
�� �"
���� �	��� � 
�� 
�
�	����� [OABC] � ����0/� +���� 
��
����	�� �� 	 ���� � / ���
���
 ����	��� ��
� ��!����
 �	�	��
���	
���&



/� <��P 
< � ���
� <(��! @�
��@ �� 
�(���! ���<���� ///

�� �����������# ����
�,

I4 =

/ /

[ABC]

(0, 0, z) 	 −→n4dσ.

+����
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[ABC] :





x = x
y = y

z = 1 − x− y
, x+ y ≤ 1,

A = 1, , B = 1, C = 1& �

I0 =

� �

x+y≤1

(1 − x− y)dxdy =

� 1

0

	� 1−x

0

(1 − x− y)dy



dx =

� 1

0

	
y − xy − y2

2


����
1−x

0

dx =

� 1

0

	
x2

2
− x+

1

2



dx =

1

6
.

��

I1 =

/ /

[OAB]

(0, 0, z) 	 −→n1dσ = 0,

���	��� −→n1 = −−→
k 	�� z = 0 � [OAB].

I2 =

/ /

[OCA]

(0, 0, z) 	 −→n2dσ =

/ /

[OCA]

(0, 0, z) 	 (−−→
j )dσ = 0.
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I3 =

/ /

[OBC]

(0, 0, z) 	 (−−→
i )dσ = 0.

*���� 
�� J�" �� �)�	� 
 I1 + I2 + I3 + I4 = 1
6
.

R����� /6. 6� ��	�� �� �"��	�� ��# 
�� �����
 ����
�� 	��	
� 
�� ��7��
�� prxOydσ � 
�� ����
�� ������
 � 	��	 dσ � 
��
xOy$��	�� �	� �� ���� 	���"��	
�� ��
� cos γdσ, ����� γ �� 
�� 	����
��
���� 
�� Oz$	"�� 	�� 
�� ���	� ����� �� 	 �"�� ���
 M � 
��
��	�� ����	�� ����� �	� 
�� 	��	 dσ. 6� 7��
 	���"��	
�� 	� ������

dσ � 	 ����	�� S ��
� 
�� 	��	 � 	 ��	�� �	�	������	� ���
���
��
��
� �� ���
�" 	
 M 	�� �����	
�� �# 
�� 
	����
 ���
��−→r u(M) 	��−→r v(M) ���� ����>��  �� ��7��
�� � 
��� �	�	������	� � 
�� xOy$
��	�� �� �� �����	� 	 )�	����	
��	� �� 
��� ��	��� ��
 �� ������ ��
�	�	������	� ��
 
� �)�	� 
��	������ �
 �� ����� 
 ���� 
�	
 
��
	��	 � 
�� ��7��
�� � 	 
��	���� � 
�� xOy$��	�� �� �)�	� 
 
�� 	��	
� 
�� ���
�	� 
��	���� ���
������ �# cos γ, ����� γ �� 
�� 	���� ��
����


�� ���	� ����� −→n (M) 	�� 
�� �����
−→
k . �
 �� 	�� ��3����
 


������� 
�� 
��	���� ABC ��
� 	 ���
�"& �	# A& �� 
�� xOy$��	�� ����
����02��
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��
 D = CB ∩ (xOy$��	���� '�����& �
 �� ��3����
 
 �������

�� ���
�	� 
��	���� 
 �	�� 	 ��
��� ����& �	# [AD], �� 
�� xOy$��	��
�area(∆ACB) = area(∆ADC) − area(∆ABD)��

*����& ��
 �� 
	9� 	�	�� 	 
��	���� [XY Z] ��
� [XY ] ⊂ xOy$
��	�� ���� ����0A�� ��
 Z ′ �� 
�� ��7��
�� � Z � 
�� xOy$��	��
	�� ��
 Z ′′ �� 
�� ��7��
�� � Z ′ � [XY ]. +���� [XY ]⊥[ZZ ′] 	��
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?��$� ��! �P���(��� //1
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[XY ]⊥[Z ′Z ′′], �� ��� 
�	
 [XY ] �� �����������	� � 
�� ��
��� ��	��
[ZZ ′Z ′′]. �� �	�
����	� �
 �� �����������	� � [ZZ ′′]. ��
 −→n (Z ′′) �� 
��
���	� ����� � 
�� ��	�� [XY Z] 	
 
�� ���
 Z ′′ ���� ����0A�� +����
γ + δ = 90◦ 	�� γ′ + δ = 90◦ �� �	� 
�	
 γ = γ′ ���� ����0A��  ���&
[Z ′Z ′′] = [ZZ ′′] cos γ 	�� �&

area(∆XY Z) =
1

2
[XY ][ZZ ′′] =

1

cos γ

1

2
[XY ] cos γ[ZZ ′′] =

=
1

cos γ

1

2
[XY ][Z ′Z ′′] =

1

cos γ
area(∆XY Z ′].

*����& area(prxOy∆[XY Z]) = area(∆XY Z) cos γ, ��	
 �� �	�
�� 

�����

:� ���� ,� ���� #������ ���� ��� �������� dxdy, ��� ���� �� ���
"���#� �������" "����� ���#� �� ��� ���H�#���� �� � ����� ���� �� ���
"���#� �������" �����#� S, �� ���� dσ. ���#� dxdy = −dydx, ��� ���� ���
�2������ ���"�#� �������� dxdy = dx ∧ dy. � #��� � dxdy ���� dydx
����� �� ��9� ��� ����� ��#� �� ��� �������" ���H�#���� ω *��� <� �'&+�

,$ ���'���� ��� �3�������

'� ������� I =

��

S

xydσ, ����� S �� ��� ���� �� ��� ����� (P ) :

2x+ y + 2z = 1 ���#� �� ����"� ��� #����"��K x2 + y2 = 1.
-� �� #����"��#�� ����" x2 + y2 ≤ R2 #�� ��� ���������� x2 + y2 +

z2 = 4R2, z ≥ 0 ���� � �����#� S. <��" ��� ���� ��" ��� #����� �� ����
*��� "������ ���#���� �� #����"���" �� ,� 1+�
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/� �������

��

S

(x2 + y2)dσ �� S �� � �����#� ���� ��� �������� 

���������5�����K x = u, y = v, z = uv ��" u2 + v2 ≤ 1.
0� <��" ��� ������ �� ������� �� ��� #��� y2 +z2 = 4x2, x ∈ [−2, 2]

���� �����#� �� ��� Oz4�2���
1� <��" ��� #����� �� ���� ��� ��� 3D4������ (S, f), ����� S �� ���

�����#� x2 + z2 = 4y, y ≤ 4 ��" f(x, y, z) = y.

6� ������� I =

��

S

(x+ y + z)dσ, ����� S �� ��� ����� �� ��� ���

��"�� �� ��� �������������" [0, 1] × [0, 2] × [0, 3].

&� ������� I =

��

S

(x+ y+ z)dσ, ����� S �� ��� �����#� x2 + y2 +

z2 = a2, z ≥ 0.
7� <��" ��� ���� �� ��� 3D4����� (S, f), ����� S �� ��� �����#�

x2 + y2 + z2 = 1, x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0 ��" ��� "������ ���#���� ��

f(x, y, z) = [x2 + y2 + (z − 1)2]
− 1
2 .

3� <��" ��� ���� �� ��� ���� �� ��� ������ x2 + y2 + z2 = a2, ���#�
�� ����"� ��� #����"�� x2 + y2 = ax.

'.� ������� I =

/ /

(S)

xydydz + xzdzdx + 2x2ydxdy, ����� (S) ��

��� �2������ ��"� �� ��� �����#� z = x2 + y2, x2 + y2 ≤ 4.

''� ������� ��� =�2 �� ��� )��"
−→
F (x2, y2, z2) ����� � ��� ��������

��"� �� ��� �����#� x2 + y2 = z, z ≤ 1.
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'-� ������� ��� =�2 �� ��� )��"
−→
F (x3, y3, z3) ����� � ��� �����

�2������ ��"�� �� ��� �����#� x2 + y2 = z2, 0 ≤ z ≤ 4.

'/� <��" ��� =�2 �� ��� )��"
−→
F (x, y, z) = x

−→
i + y

−→
j + z

−→
k ����� �

��� �������� ��"� �� ��� ������ x2 + y2 + z2 = R2.

'0� <��" ��� =�2 �� ��� )��"
−→
F (x2, y2, z2) ����� � ��� ����� �2������

��"�� �� �������"��� [OABC], ����� A(1, 0, 2), B(0, 2, 0) ��" C(0, 0, 3).

'1� ������� ��� =�2 �� ��� )��"
−→
F

�
1
x
, 1
y
, 1
z

�
����� � ��� �2������

��"� �� ��� ������ x2 + y2 + z2 = R2.

'6� <��" ��� =�2 �� ��� )��"
−→
F (yz, xz, xy) ����� � ��� ����� �2��4

���� ��#� �� ��� #����"�� x2 + y2 = a2, 0 ≤ z ≤ h.





�@�	�� 3

��(�� ��� ���4�� ����(���$ �&&���������

#$ ��(�� ����(�� ��� ������� �-�����"

(� � �����#� S �� � ����� �� ���� ��"�� ���� "�B����� ������4
���5������% ��� #���������� �� � �����#� ���� ��� �� ��� ��#��" ����/ /

(S)

−→
F 	 −→n dσ #�� ,� ���� ��� ��" ��� �� ����� � ������ ������� ��

����� #�� ��"�#� ���� #���������� �� � #��#������� �� � ������ ���� ����

D��������� /-. 6� �	# 
�	
 	 ����	�� S = −→g (D) ⊂ R3 �� 

	��#
����� �� R3 �� �
 �� ������& ����� 	� 	 
�����	� �����
 � R3 �����
R3
S �� ���� 	�� �� �
 �� 
�� ����	�# ∂, � 	 ������& ����� 	��
�����
�� �����
 , � R3. '�����& S ���
 ������ 
�� ��	�� R3 ��


� ���7��
 ���
� 
���� ��
�����
�� ���
#%� �����
�& , 	�� R3
,
����� �	�� � 
��� 	�� �����
���

<�� ������#�% ��� ������ �� ������� #����"� �� #����"�� x2+y2 = R2,
0 ≤ z ≤ h �� #����" ,�� ��� ������� #����"� �� #��� x2 + y2 = z2,
0 ≤ z ≤ h �� ����� ��� "��# z = h, x2 + y2 ≤ h2 �,��� �� �� �������
#����" ,��% ������� ���� "��# �� #����" ��" �� ������� #����"� �� #���#
�����#� x2 + y2 = z2, −3 ≤ z ≤ 3, z /∈ (−ε, ε) ���� 0 < ε < 3, �� �����
��� ,��� "��#� z = 3, x2 + y2 ≤ 9 ��" z = −3, x2 + y2 ≤ 9, �� #����"
,�� �� �� ��� ������� #����" ,�#���� ��� �������� �� ��� "����� ,���"�"
,� ���� �����#� �� ��� #����#��" *:��;+�

T
����� 31. �E	��� �����	� ��
 , ⊂ R3 �� 	 ������& �����
	�� �����
�� �����
 ��
� �
� ����	�# ∂, = S 	 ��������� ��
�&
����
�� 	�� 

	��# ����� ����	��& ��������� ��
� �
� ��"
����� ����
���� ����0�� ��


−→
F (x, y, z) = P (x, y, z)

−→
i +Q(x, y, z)

−→
j +R(x, y, z)

−→
k

�� 	 ���� ������ � ,, ����� �� ��
����� 	�� ��������� � ��	�� C1

�
�� ��
 � ���
� 	
 ����� 
��� �����
# 
 �� � ��	�� C1 �	��� �� 	 ���
�

//3



/0. 3� ����� ��! �
V�� <
�$����� �		�(��(
��

���� � ���
�& ��
� �����& � ��
� ����	��� � ��� �������  ���

*'�'+

/ /

(S)=∂$

−→
F 	 −→n dσ =

���

$

div
−→
F dxdydz,

����� div
−→
F (x, y, z) = ∂P

∂x
(x, y, z)+ ∂Q

∂y
(x, y, z)+ ∂R

∂z
(x, y, z) �� �	���� 
��

���������� �
−→
F .

F����� 1

?����� �� ����� ���� ,���# ������% ��� �� ��9� ���� #�����������
�� ���

�� ����������#�� ��������#� �� ����� ������� *'�'+ �� ��� ������4
�� � 
� ��� ���� ��"� �� ���� ������� �� ���� �� A�������"A �,H�#�% ��
 ������ ���� #�����#���"% ,�� ���� � 2D4�,H�#�� 
� ��� �� �� ��"� ���
��� � ������ ���� ���% � ������� �,H�#� *,�#���� �� ��� �� A�����������A ��
���+% ,�� � 3D4�,H�#�� @��#� ���� ������� #����#�� � 2D4#����������
���� � 3D4#����������� 
� ��� ���� ��"� �� ���� ������� �� ���� ��

��#� ��� =�2 ΦS(
−→
F ) �� ��� )��"

−→
F ����� � ��� �����#� S, A���� ����"�

�� �����"�A% ���� ��� ������ ������ �� � ����� M ∈ S �� A�,���A ���
��� ��� ����� �� M �� S *��� <� �'+� 
� ��� �� �� ��"� �� ��� �������

��� ��� A���  ��,�� ���"�#������A �� ��� ������ , ������ ��� )��"
−→
F .

��� �� �2����� �� ��� �������� ��� ���" A���"�#������A� ��� �� �����
��� ���� ������� *��� ������� 7&% �++ �� ��� ������ ���� ��� ���� ���
�� �� ��"�K ���

$

div
−→
F dxdydz = div

−→
F (P0) 	 vol(,),



'� ����� <
�$��� *!(�������� @�
��$+ /0'

����� P0 �� � ����� ����"� ,. ���% ����� ������� ���� ����K

div
−→
F (P0) =

ΦS=∂$(
−→
F )

vol(,)
,

���� �� diam(,) �� ���� �����% ��� A���"�#������A div
−→
F (P0) �� P0 ���4

����� ��� ��#� ���� � #�����" ,� ��� )��"
−→
F ����"� , �� ����������"

���� ����"� �� , �� �����"�� $��� �2�#���% �� �� �F��� �� ��� F������� ��
=�2 ���"�#�" ��� ����� �� ������� ��� �� ��� ���� �������������� ��

��� "���� ��#� ��
−→
F , "�)��" �,���� <�� ������#�% �� ��� ��� �� A���4

"�#����A *div
−→
F = 0+ ����"� ,, ��� ��� �� =�2 ��

−→
F ����� � S = ∂,.

����� ������� �2������ ���� ��������� �� 	����#�% ���������% �#��4
���% �� ������� % ��#�

����� ������� �� ��� "���� ��#� ������� ��� �,�����" ,� �����
"���� ��� �2��������� �� ��� ���#���# )��"�% �� ����# )��"� ��  ������4
������ )��"�� ��� ��� ���� ���"� �� ��� ����� ��� �� 	����#�� ��� q0 ,�
� )2�" ����� �������� ���#���# #��� � �� ��� ��� �� O ��" ��� M(x, y, z)

,� �� ��,������ ����� �� ���#�� ��� −→r =
−−→
OM = x

−→
i +y

−→
j +z

−→
k ,� ���

�������� ��#��� �� M � :� ������ ������ ���� �� M �� ���� �������
���� ����� �������� ���#���# #��� � q = 1C *������,+� ��� ��� ������
������, ��� ���� ���� ��� ��������� ���#���# )��" �� M(x, y, z) ��K

−→
E (x, y, z) =

q0
4πε0

	
−→r
r3
,

����� r = (x2+y2+z2)
1
2 ��" ε0 �� ��� ���#���# #�������% "����"�� ����

�� ��� ���#���# ���������� �� ��� ���#� ������� �� ����� ��� ���� ����
�� S �� ��� #����" #��������� �����#� ���#� #������� ��� ��� �� *���� ���

���#���# #��� � q0+% ���� ��� =�2 ΦS(
−→
E ) �� ��� ���#���# )��" ����� �

S, ���� ����"� �� �����"� *��� ���#� �� � ��������� ���E+ �� #�������%
������ �� ������ �� �F��� �� q0

ε0
. ��� ����� ����K

*'�-+

/ /

S

−→
E 	 −→n dσ =

q0
ε0
.

����� ��##��"�" �� �2����� ���� ���� ��� �� � A��#�� ���A *�� � �����
P0 �= OE+K

*'�/+ div
−→
E (P0) =

ρ(P0)

ε0
,

����� ρ(P0) �� ��� #��� � "������ �� P0 ���"�#�" ,� q0. (� ������� ����
���� ���� �� #�� "�"�#� ��� ����� ������� *'�'+ �� ���� �����#���� #����
���� �� � ���������#�� ���,���E �� ���#���# )��" �� ��� "�)��" ��
��� ��� �� O! ���% ��� ����� ������� *'�'+ #����� ,� ������" �� ����
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#���� ?��% �� �� ��� ���������#� ��� #�� �2���" ����� ������� ��
��#� ���� #�����#���" ��������� ��" ��� #�� �,���� ��� ����� ��� ��
	����#� �� � �����#���� #��� �� ��� (� ��#�% ����� ��� �� �F�������� ��

������, ��� *��� C.��D+� ���#�

���

$

ρ(P )dxdydz = q0, ��� ��������

*'�-+ ��" *'�/+  ��� ���� �� ��� �F������K

*'�0+

/ /

(S)=∂$

−→
E 	 −→n dσ =

���

$

div
−→
Edxdydz,

���� ����� ������� ��� ��� ���#���# )��"
−→
E . ?��% ���� �� ��� ������ 

�� ��� ������ ���� ��� �� ��� �� ��% ,�#���� ��� ���#���# )��"
−→
E �� ���

"�)��" �� O? ��� �� � ,� ���������#�� ���,��� ���#� ���#�" �#���4
����� �� #����� ��� #��#���� ��" ������� ��9� "�����,������% ���������
������% ��#� :� ����� ���� #������ ��� �����#� ���� ��� �� ��� ��#��"

���� �� ������� *'�0+% ���� ��� =�2 ��
−→
E ����� � ��� �����#� �� � ������

�� ��"��� R > 0 :/ /

(S): x2+y2+z2=R2

−→
E 	 −→n dσ =

q0
4πε0

/ /

(S): x2+y2+z2=R2

−→r
r3

	 −→n dσ =

=
q0

4πε0

/ /

(S): x2+y2+z2=R2

1

R2
−→n 	 −→n dσ =

q0
ε0
,

,�#����
−→r
r

= −→n ��"

/ /

(S): x2+y2+z2=R2

dσ = 4πR2 *��� ���� �� ��� ������

�� ��"��� R+ �� ���� �����#���� #���� @��#�%
/ /

(S): x2+y2+z2=R2

−→
E 	 −→n dσ =

q0
ε0
.

����� �,�����" ���� ��� =�2 ��
−→
E "��� ��� "����" �� ��� ��"��� ��

��� ������% �� ���� �� ����" �� ����� ���� ��� ������ #�� ,� ��,�������"
���� �� ��,������ #����" �����#� S, ���#� #������� O �� �� ��������
����� �� ��� �� ���"�� #�� )�" � ����� �� ���� ���� ��������� �� ���
�"���#�" #����� �� ���#���#���% ��� ������#� �� C.��D�

��� �� ����� ��� ���� ������� 31�

P����. ���� ��(�� ����(��" :� ������ ���� ��� "����� , #��
,� "�#������" ���� � )���� ���,�� �� ������ ��,"������ ,i �� ���
���� ���� ��9� , ��#� ���� ��� i �= j, ,i ∩ ,j �� �� ���� � �����#� ��
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������ 5���� � ������ ��,"����� �� � ������ "����� ������ ��� �� ���
�2�� Ox, Oy, �� Oz. ��� �� ������ ���� �� ���� �����" ��� ������� ���
������ "������ ��" ��� �� #����"�� � ��������� "����� ��9� �� <� �-�
(� ���� #��� , = ,1 ∪ ,2 ∪ ,3 ��" ��� (S1) = ,1 ∩ ,2, (S2) = ,1 ∩ ,3.

���#� ��� ������ �������
−→
n′1%

−→
n′2 �� (S1) ��"

−→
n′′1,

−→
n′3 �� (S2) �����#������%

���� �������� �� ��% ��� #��������"�� �����#� ���� ���� ���������� ���
�� ��#� ����� *��� <� �-+�

F����� 2

�� ������ ���� ��� #�� ,� ��������� "�#������" ���� ����� ������
���� ���� ��" �� �� #�� ����� ����� ������� ��� ��� ����� ������ "�4
�����K
���

$

div
−→
F dxdydz =



���

$1

div
−→
F dxdydz


+



���

$2

div
−→
F dxdydz


+

+



���

$3

div
−→
F dxdydz


 =

=




/ /

(S)
(∂$2)
(∂$3)

−→
F 	 −→n1dσ +

/ /

(S1)

−→
F 	

−→
n′1dσ +

/ /

(S2)

−→
F 	

−→
n′′1dσ


+

+




/ /

(∂$2)
(S1)

−→
F 	 −→n2dσ +

/ /

(S1)

−→
F 	

−→
n′2dσ


+
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+




/ /

(∂$3)
(S2)

−→
F 	 −→n3dσ +

/ /

(S2)

−→
F 	

−→
n′3dσ


 =

=




/ /

(S)
(∂$2)
(∂$3)

−→
F 	 −→n1dσ +

/ /

(∂$2)
(S1)

−→
F 	 −→n2dσ +

/ /

(∂$3)
(S2)

−→
F 	 −→n3dσ


+

+



/ /

(S1)

−→
F 	

−→
n′1dσ −

/ /

(S1)

−→
F 	

−→
n′1dσ


+



/ /

(S2)

−→
F 	

−→
n′′1dσ −

/ /

(S2)

−→
F 	

−→
n′′1dσ


 =

=

/ /

(S)

−→
F 	 −→n dσ.

:� ��� ���� �� �� ��I#���� �� ���������� ����� ��� �������� ����� �F���4
����� *���� �"" ����E+K

*'�1+ a)

/ /

(S)

P (x, y, z)dydz =

���

$

∂P

∂x
dxdydz,

*'�6+ b)

/ /

(S)

Q(x, y, z)dzdx =

���

$

∂Q

∂y
dxdydz,

*'�&+ c)

/ /

(S)

R(x, y, z)dxdy =

���

$

∂R

∂z
dxdydz.

���#� ��� ������ ��� ��� ����� �������� a), b) �� c) ��� �������% �� �����
����� ���� ������� c). <�� ����% ����� "���"�� ��� "����� , ���� � )����
����� �� ������������ ��,"������ *��� ���� �� "�" �,���E+ ���#� ���
������ ������ Oz4�2��% �� ������� ���� , �� � ������ "����� ������ Oz4
�2�� ��9� �� <� �/� ��� ����� ����

, = {(x, y, z) : ϕ(x, y) ≤ z ≤ ψ(x, y), (x, y) ∈ ,xy = prxOy,} ,
����� ϕ ��" ψ ��� #��������� ���#����� "�)��" �� ,xy.

��� �� ���9 ��� �� <� �/ ��" �����K

���

$

∂R

∂z
dxdydz =

� �

$xy




ψ(x,y)�

ϕ(x,y)

∂R

∂z
dz


 dxdy =
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F����� 3

=

� �

$xy

R(x, y, ψ(x, y))dxdy −
� �

$xy

R(x, y, ϕ(x, y))dxdy =

=

/ /

(S2)

R(x, y, z)dxdy +

/ /

(S1)

R(x, y, z)dxdy+

+

/ /

(S3)

R(x, y, z)dxdy =

/ /

(S)

R(x, y, z)dxdy,

,�#����

/ /

(S3)

R(x, y, z)dxdy = 0, *γ = 90◦, �� cos γ = 0 ��" dxdy =

cos γdσ = 0 ��� (S3)+�
<�� ������ (b) ��� ������#�% �� ���������� "�#������ ���� ���� ,

*���#� ��� #����"���" �� ,� ������ ������ Oz4�2��+ ����% �� �� ��  ��
�� �� � )���� ����� �� ������ ��,"������ ������ Oy4�2��� �

E������ '.-. ��
 �� ��� E	��� �����	 
 ����
� 
�� J�" ΦS(
−→
F )

� 
�� ����
−→
F = x2−→i +y2−→j +z2

−→
k 
����� 
�� 

	� �"
���� ����� ���$

�	�� S � 
�� ���� , = [0, 1] × [0, 1] × [0, 1] ���� ����/��
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8�� 
��� 
��� �����
 
 ����
� 
�� J�" Φ1 � 
�� �	�� ����
−→
F


����� 
�� �"
���� ����	�� � 
�� ����& �"���
 
�� �	
���� �	�� [O′A′B′C ′].

ΦS(
−→
F ) =

/ /

S

−→
F 	 −→n dσ Gauss

=

���

$

(2x+ 2y + 2z)dxdydz =

= 2

1�

0




1�

0




1�

0

(x+ y + z)dx


 dy


 dz =

= 2

1�

0




1�

0

�	
x2

2
+ xy + xz


����
1

0

�
dy


 dz =

= 2

1�

0




1�

0

	
1

2
+ y + z



dy


 dz = 2

1�

0

�	
y

2
+
y2

2
+ yz


����
1

0

�
dz =

= 2

1�

0

(1 + z) dz = 2

	
z +

z2

2


����
1

0

= 3.

��
 (S1) �� 
�� �	
���� ����	�� [O′A′B′C ′]. +���� 
�� ���	� �����
−→n =

−→
k = (0, 0, 1), �� �	� 
�	
 dydz = cosαdσ = 0 	�� dzdx =

cosβdσ = 0.  ���&

Φ(S1)(
−→
F ) =

� �

[0,1]×[0,1]

dxdy = 1.
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*���� Φ1 = ΦS(
−→
F ) − Φ(S1)(

−→
F ) = 2.

E������ './. =���
� 
�� J�" � 
�� ���
� ����
−→
F = (x2, y2, z)


����� 
�� ������ x2+y2+z2 = 1, ��� �"
���� 
 ��
���� ���� ����2��

F����� 5

6� �����# 	���# E	��� �����	 �;2�,

Φ(S)(
−→
F ) = −

�� �

x2+y2+z2≤1

(2x+ 2y + 1)dxdydz.

��
 �� ��� �������	� �����	
�� 
 ����
� 
�� �	�
 
����� ��
���	�,

−
�� �

x2+y2+z2≤1

(2x+ 2y + 1)dxdydz =

= −
1�

0

ρ2




2π�

0




π�

0

(2ρ cosϕ sin θ + 2ρ sinϕ sin θ + 1) sin θdθ


 dϕ


 dρ =

= −2

1�

0

ρ3




2π�

0

(cosϕ+ sinϕ)




π�

0

sin2 θdθ


 dϕ


 dρ−

−
1�

0

ρ2




2π�

0




π�

0

sin θdθ


 dϕ


 dρ = 0 − 2π 	 2 	 ρ

3

3

����
1

0

= −4π

3
.
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)$ � ���-�������� ����� �� �-� -��� ?�/ �� � �����

��� , ,� � ,���"�"% #����" ��" ���� ����� 3D4����" ��" ��� (S)
,� ��� ,���"��� ���#� �� �������" �� ,� � ���#����� ������% #����#��"
��" ������� #����" �����#�� �� ���� ���� =�� �� ��� "���#���� �� � ���
������������ :� ������ ���� ��� ���� �� =�� �� ������������ �� ���
 ��"���� �� ������������ ��� −→v ,� ��� ����#��� �� ��� ���� =�� ��"
��� u(x, y, z, t) ,� ��� ����������� �� ��� ����� M �� #���"������ x, y,
��" z �� ��� ������ t. ���

*-�'+ −→v = −K−−−→
grad u,

����� K �� ��� 
����	� �����
���
# *� #�������+ ��" ���  ��"���� ��
�������" �� x, y ��" z. �� ������ �� ���� ������ , ����� � (S), A����
�������� �� �2������A% ��  ���� ,� ��� =�2

Φ(S)(
−→v ) =

/ /

(S)

−→v 	 −→n dσ.

��� �� ��� ��� ����� ������� �� #������ ���� =�2K
/ /

(S)

−→v 	 −→n dσ = −K
���

$

div(
−−−→
gradu)dxdydz = −K

���

$

∆u dxdydz,

����� ∆u = ∂2u
∂x2

+ ∂2u
∂y2

+ ∂2u
∂z2
. �� ����� ������ �� ���� H �� , ��K

H =

���

$

σρu dxdydz,

����� σ �� ��� ���#�)# ���� �� ��� �������� �� ��� ����" *� #�������+
��" ρ �� ��� "������ �� ,. ���% ��� ���� ���� �� "�#����� �� H ��K

−∂H
∂t

= −
���

$

σρ
∂u

∂t
dxdydz.

���#� ���� ���� ��� ���� �F��� ��� ������ �� ���� ������ ,, ��� ���K

−
���

$

σρ
∂u

∂t
dxdydz = −K

���

$

∆u dxdydz,

�� ���

$

	
σρ
∂u

∂t
−K∆u



dxdydz = 0.

���#� ��� ���� ���" ���#���� �� #��������� ������ x, y ��" z, ���#� ,
��� ��,������� #�����% ,� � ��#�� �����#����� �� ��� ���� �������% ��
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��� ���� σρ∂u
∂t
−K∆u �� �"����#�� �� 5��� �� , *����� ���� ��  ������ ��9�

�� ��� #��� �� � ������ ���� ���E+� <������ ��  �� ��� ������ ����,���#
	!� *������� "�B�������� �F������+ �� ��� ���� =��K

∂u

∂t
= c2∆u,

����� c2 = K
σρ
. (� ��� � ����� �������� �� ���� ��� ���� =�� "��� ���

"����" �� ����% ��  �� ∆u = 0, ���#� �� #����" ��� �	��	�� �)�	
���
(� �� ���"������� �� ���� ,���#��� �� ������" $��������#�� $���
"��#������� �� ���� ��,H�#� #�� ,� )�" �� ��� #����� �� 	!��

+$ ���4�� �-�����

��� ���"������� ������ �� �  �������5����� �� ��� ����� �������
*�� �����+% ��� ��� 34"���������� #���� ��� ������� ���� ���� �� ����
#��"������ � �����#� ���� ��� �� ��� ��#��" ���� #�� ,� ����������" ����
� ���� ���� ��� ��" #����������

� �����#� (S) ⊂ R3 ��� ��� #���� Γ �� ��� ����	�# �� �����
�� Γ ⊂ (S), Γ �� � ���#����� ������% #����#��" ��" A#����"A #����
*−→r (a) = −→r (b), −→r : [a, b] → Γ ⊂ R3+ ��"% ��� ��� ����� M0 �� Γ, �����
�2���� � ����� δ > 0 ��#� ���� ��� �������#���� B(M0; r)∩(S), 0 < r ≤ δ%
,������ ��� ,��� *�� R3+ ���� #����� �� M0 ��" ��"��� r, �� ����
δ, ��� ��� �������� ���� B(M0; r)
 [B(M0; r) ∩ (S)] �� � #����#��"
���� $�������% �� M0 ∈ (S) ,�� M0 /∈ Γ, ���� ����� �2���� �� �����
��� ,��� B(M0; r), r > 0 ��#� ���� B(M0; r)
 [B(M0; r) ∩ (S)] �� ���
"��H���� ����� �� ��� #����#��" ��,���� �� B(M0; r) *����� �������#�����
�� �����E+�

� ������ S �� ��� � �����#� ���� � ,��"��� ?�� � ���������� �� �
�����#� ���� � ,��"�� Γ, ��� ���F�� A,� A #��#�� �� ��� ������� 
����
�2������ �� �����#�� ���� � ,��"�� ��� #�� ��� �� <� �6% <� �& �� <� �7�
:� ���� ,� #������E <�� ������#�% ��� #����"�� x2 +y2 = R2, 0 ≤ z ≤ h
��� ��� � *���F��+ ,��"�� �� ��� �##�����#� ,�#���� ��� #��"�"��� ��� �
A,��"��A �� ��� ���#����#��" ����� ,������ ��� �������� ��� #��#���K
x2 + y2 = R2, z = 0 ��" x2 + y2 = R2, z = h,����� h �= 0. (� �� �"" ��
���� ���� #����"�� ��� A�,���A "��# x2 + y2 ≤ R2, z = h, ��� �,�����"
�����#� ��� � ���F�� *#����#��"+ ,��"��K x2 + y2 = R2, z = 0, ���� ��
�� � �����#� ���� � ,��"�� �� ��� �������� �##�����#��

��� −→g : D → R3, −→g (u, v) = x(u, v)
−→
i + y(u, v)

−→
j + z(u, v)

−→
k , ,� �

���#����� ������ "���������� ��" ��� (S) = −→g (D) ,� ��� #��������"�� 

*"���#� �������"+ �����#� ���� � ,��"�� ��9� �,����� ���
−→
F (x, y, z) =

P (x, y, z)
−→
i +Q(x, y, z)

−→
j +R(x, y, z)

−→
k ,� � )��" �� #���� C1 "�)��" ��

� ���#� "����� ���#� #������� ��� �����#� (S). ��� ∂D = γ ,� � "���#�
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�������" #����" ���#����� ������ #���� ��" ��� Γ = ∂(S) ,� ��� ,��"��
�� (S) ���#� �� ��� ��� � �� γ ����� � ��� "���������� −→g . ����#� ����
Γ �� A#����"A ��" ��� ����������� �� Γ, ���#� �� ���� ��� ��������" ����
��� "���#� ����������� �� γ �� ��� uov4�����% �� #������,�� ���� ���
"���#� ����������� �� (S). ��� ����� ���� �� �� ���9 �� ��� ,��"�� Γ
�� ��� "���#���� ��"�#���" ,� ��� "���#� �����������% ��� "���#� ��#� ��
��� �����#� (S) �� ������ A�� ��� ����A *��� <� �6+� �� �����#� (S) ��
<� �6 �� ��� ������ ������ Oz4�2�� *���� �� ��� �� ���������5����� ��
��� ���� z = z(x, y), (x, y) ∈ prxOy(S)+% ,�� �� #�� "���"� �� ���� ���
������������ �������" �����#�� (S1) ��" (S2) ���� ��� #��������"�� 
,��"��� ∂(S1) = [AEBCA] ��" ∂(S2) = [FACBF ] �����#������ *���
<� �6+� (� ���� ,� ���� �� ����� ���� �� ��� ,����� ���9�� ������� ��
���� ��� ������ �����#�� (S1) ��" (S2), ���� �� �� ���� ��� ��� ������
(S) = (S1) ∪ (S2) *��� ���� ����� ,�����E+� ��� �� ��� �� ����� �����
���� ,���# ������� ���� ��� � ������ �����#� (S) ������ Oz4�2���

F����� 6

��� �� ��#��� ���� curl
−→
F �� � ��� ��#��� )��" ����#����" �� ��� )��"−→

F �� �������K

*/�'+ curl
−→
F = det




−→
i

−→
j

−→
k

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

P Q R


 =



/� �
V�� @�
��$ /1'

=

	
∂R

∂y
− ∂Q

∂z


−→
i +

	
∂P

∂z
− ∂R

∂x


−→
j +

	
∂Q

∂x
− ∂P

∂y


−→
k .

��#��� ���� ��� ������ ������ #�� ,� #������" ,� ��� �������

−→n =

	
A√

A2 +B2 + C2
,

B√
A2 +B2 + C2

,
C√

A2 +B2 + C2




��" dσ =
√
A2 +B2 + C2dudv. ��� �� ���

nx =
A√

A2 +B2 + C2
, ny =

B√
A2 +B2 + C2

, nz =
C√

A2 +B2 + C2
.

T
����� 36. �+
9�� �����	� ��
 D, (S), −→g , Γ = ∂(S), �
�� ��

�� 	��� �
	
�� 	�� �#�
������  ���

*/�-+

/ /

(S)

(curl
−→
F ) 	 −→n dσ =

/

Γ

Pdx+Qdy +Rdz.

 �� ���
 ����	�� ��
���	� �� 
�� J�" � 
�� curl
−→
F 
����� 
�� ����	��

(S).  �� �	�
 ���� ��
���	� �� 
�� ������	
�� �� 
�� ��9� �
−→
F � 
��

����
�� ����� Γ � (S). +
9�� �����	 �	#� 
�	
 
��� J�" � curl
−→
F

	�� 
�� ������	
�� �
−→
F 	�� �)�	��

P����. ��� �� ��� ��� �2�������� �� curl
−→
F ���� */�'+ �� ��� ����

��"� �� ������� */�-+K
/ /

(S)

(curl
−→
F ) 	 −→n dσ =

/ /

(S)

[

	
∂R

∂y
− ∂Q

∂z



nx +

	
∂P

∂z
− ∂R

∂x



ny+

+

	
∂Q

∂x
− ∂P

∂y



nz]dσ =

/ /

(S)

	
∂P

∂z
ny −

∂P

∂y
nz



dσ+

+

/ /

(S)

	
∂Q

∂x
nz −

∂Q

∂z
nx



dσ +

/ /

(S)

	
∂R

∂y
nx −

∂R

∂x
ny



dσ.

� ����� ���� ���� ���� ��� �� �F��� ��

/

Γ

Pdx+Qdy+Rdz �� �� ���� �

�� ����� ��� �������� ����� �F��������K

�+

/ /

(S)

�
∂P
∂z
ny − ∂P

∂y
nz

�
dσ =

/

Γ

Pdx,
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,+

/ /

(S)

�
∂Q
∂x
nz − ∂Q

∂z
nx

�
dσ =

/

Γ

Qdy,

#+

/ /

(S)

�
∂R
∂y
nx − ∂R

∂x
ny

�
dσ =

/

Γ

Rdz.

���#� ��� ����� �� ��#� �� ����� �F�������� ��� �������% �� ����� �����
���� �+� ��� �� #�� ������� ���� (S) �� ������ ������ Oz4�2�� *�����4
���� �� "�#������ �� ���� � )���� ������ �����#�� ��9� �� <� �6+� @��#�%
��� #�� )�" ��� (S) �� �2���#�� ���������5����� ������ z :

(S) :





x = x
y = y

z = z(x, y)
, (x, y) ∈ ,xy = prxOy(S)

*��� <� �&+� (� ���� ���������

−→n =

�
− ∂z
∂x
,− ∂z

∂y
, 1

�

��
∂z
∂x

�2
+

�
∂z
∂y

�2

+ 1

��" ��� ���� ��"� �� �+ ,�#����K

/ /

(S)

	
∂P

∂z
ny −

∂P

∂y
nz



dσ =

=

� �

$xy

�
−∂P
∂z

(x, y, z(x, y)) 	 ∂z
∂y

− ∂P

∂y
(x, y, z(x, y))

�
dxdy =

=

� �

$xy

− ∂

∂y
[P (x, y, z(x, y))] dxdy =

Green
=

/

γ

P (x, y, z(x, y))dx =

/

Γ

P (x, y, z)dx,

���� ��� �� �� ��"� �� �+� @��� �� H��� ������" ����� ������� ��� ���
"����� ,xy ���� ��� ,���"��� γ *��� <� �&+�

(� (S) �� ��� ������ ���� �����#� �� Oz4�2�� �� ��"�#� ��������� ��
������ #��������� �� (S). X��� �� ����� ���� ���� �"�� ��� ��� �����#�
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F����� 7

�� <� �6�

/ /

(S)

(curl
−→
F )	−→n dσ =



/ /

(S1)

(curl
−→
F ) 	 −→n dσ


+



/ /

(S2)

(curl
−→
F ) 	 −→n dσ


 =




/

[AEB]

Pdx+Qdy +Rdz +

/

[BCA]

Pdx+Qdy +Rdz


+

+




/

[BFA]

Pdx+Qdy +Rdz +

/

[ACB]

Pdx+Qdy +Rdz


 .

?�� /

[BCA]

Pdx+Qdy +Rdz = −
/

[ACB]

Pdx+Qdy +Rdz,

�� ����
/ /

(S)

(curl
−→
F ) 	 −→n dσ =

/

[AEB]

Pdx+Qdy +Rdz+

+

/

[BFA]

Pdx+Qdy +Rdz =

/

Γ

Pdx+Qdy +Rdz.
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E������ '.0. ��
 �� ����
� 
�� ���� ��
���	� I =

/

Γ

x2ydx +

y2dy + z2dz, ����� Γ �� 
�� ����
�� ����� [O′A′B′C ′O′] ��� ����:�
�� 
���& ��
 �� ������� 
�� ����
�� ����	��

(S) :





x = x
y = y
z = 1

, (x, y) ∈ [0, 1] × [0, 1],

����� �	� 	� �
� ����)��� ����� 
�� �����
�� ����� Γ. +����

curl
−→
F = det




−→
i

−→
j

−→
k

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

x2y y2 z2


 = −x2−→k ,

�� �	� 	���# +
9�� �����	 �1��� 	�� ���,
/

Γ

x2ydx+ y2dy + z2dz =

/ /

(S)

(curl
−→
F ) 	 −→n dσ = −

� �

[0,1]×[0,1]

x2dxdy =

= −
1�

0

x2




1�

0

dy


 dx = −

1�

0

x2dx = −1

3
.

 �� �	�� ����� Γ ��
� 
�� ������� ����
	
�� �� 	�� 
�� ����� �

�� ����	�� S′ �
	���� �# 
�� ���� � 
�� ��� 
��� ����� � 
�� ����&
�"���
 
�� �	���� ����& ��
�	
�� � 
�� ��	�� z = 1.  ��� ����	�� ��
����
�� �# 
�� �"
���� ���	� ���
�� ��9� �� ����:�

*����&

/ /

S′

(curl
−→
F ) 	 −→n dσ = 1

3
. ��
 �� �� �����
�# ����
� 
��

���� ��
���	� I.

I =

/

Γ

x2ydx+y2dy+z2dz =

/

[O′A′]:x=x,y=0,z=1,x∈[0,1]

x2ydx+y2dy+z2dz+

+

/

[A′B′]:x=1,y=y,z=1,y∈[0,1]

x2ydx+ y2dy + z2dz+

+

/

[B′C′]:x=x,y=1,z=1,x∈[0,1]−

x2ydx+ y2dy + z2dz+
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F����� 8

+

/

[C′O′]:x=0,y=y,z=1,y∈[0,1]−

x2ydx+ y2dy + z2dz =

= 0 +

1�

0

y2dy −
1�

0

x2dx−
1�

0

y2dy = −1

3
.

6� 7��
 �
	���� 
�� �	�� �����
 ��9� 
�	
 �� �
	���� �# ����� +
9��
�����	� *����& 
���� �	�
 ����
	
�� �	� 	�� �� ������ 	� 	 ������
������	
���

:� 9��� ���� ��
−→
F : D → R3 �� � #����������� )��" �� #���� C1 ��

� "����� D, ���� curl
−→
F =

−→
0 *��� ������� 67+ ����������% �� D ��

� ������ #����#��" "����� *��� ������� #����" �����#� S ⊂ D #�� ,�

#����������� �����9 �� � ����� �� D+% ���� ��� )��"
−→
F �� #���� C1 ��

#������������ :� ������ ��� ���� �� ��"�� �� ����� ����
−→
F �� #�������4

����% �� �� ���� � �� ����� ���� ��� ���� ���� ���

/

γ

−→
F 	 d−→r = 0 �� ���

A#����"A ���#����� ������ #���� γ ⊂ D *#������#� � ��������� ���
−→
F ��

��� ����K U(x, y, z) =

(x,y,z)/

(a,b,c)

−→
F 	 d−→r +� ���% ��� ��� A#����"A ���#�����

������ #���� γ ⊂ D, �� �� ����������� #���� *�� ����� ��� ��� ����� ,����%
#����"��#�� "������% #���#�� "������% ����,����"�� "������% ��#�+ ����
����� �2���� � ,���"�"% #����#��" ���#����� ������ �����#� T ⊂ D
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���� ��� ���F�� ,��"�� γ *��� �� �2����� ���� �2�����#� �� ����� ��� �
������" "����� D, ���� �� ����� �2���� � ����� P0 ∈ D ��#� ���� �� P ��
������� ����� �� D, ���� ��� ����� �� ���� [P0P ] �� ��#��"�" �� D+�
��� �� #�� ����� ���9�� ������� ��� ��� �����#� T ���� ��� ,��"�� γ :

/ /

T

(curl
−→
F ) 	 −→n dσ =

/

γ

Pdx+Qdy +Rdz.

?�� curl
−→
F =

−→
0 , ����

/

γ

Pdx+Qdy +Rdz = 0� @��#�
−→
F �� #������4

������
��������� ���9�� ������� #����� ,� ������ ������"% ,�� ���� ����

������ #�� ���9 �������

E������ '.1. ��
 �� ����
� 
�� ���� ��
���	� I =

/

Γ

x2dx+y2dy+

z2dz, ����� Γ 
��� 
��� �� 
�� ����
�� ����� [ABCD] � ����;�

F����� 9

+����
−→
F = (x2, y2, z2), curl

−→
F =

−→
0 	�� 
��� ������� 
�	


−→
F ��

������	
���� *����& 
�� ��
���	�

/

Γ

x2dx+y2dy+z2dz ��� �
 ������

� 
�� ��
���	
�� �	
� ����� �����
� 
�� ���
� A 	�� D.  �� �������

�	
� ����� �����
 A 	�� D �� 
�� ����
�� ������
 [AD] : x = 0,



0� 	�
?��$� ��! �P���(��� /1&

y = y, z = 0.  ���&

/

Γ

x2dx+ y2dy + z2dz =

R�

−R

y2dy =
2

3
R3.

,$ ���'���� ��� �3�������

'� ��� ���9�� ������� �� #������ ��� #��#������� �� ��� )��"
−→
F (y−

z, z−x, x− y) ���� ��� �������#���� ,������ ��� #����"�� x2 + y2 = a2

��" ��� ����� x
a

+ z
b
− 1 = 0, a > 0, b > 0. �� ���H�#���� �� ���

����������� �� ���� #���� �� ��� xOy4����� �� A���� x �� yA% ���� ���
#������#��#9���� ������������

-� ��� ���9�� ������� �� #������ I =

/

C

ydx+ zdy+xdz, ����� C

�� ��� �������#���� #���� �� ��� ������ x2 + y2 + z2 = a2 ���� ��� �����
x+ y+ z = a, a > 0. �� ���H�#���� �� ��� ����������� �� ���� #���� ��
��� xOy4����� �� A���� x �� yA% ���� ��� #������#��#9���� ������������

/� ��� ����� ������� �� #������ I =

/ /

S

xyz(xdydz + ydzdx +

zdxdy), ����� S �� x2 + y2 + z2 = R2, x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0, ��� ��������
��"��

0� ��� ����� ������� �� #������ I =

/ /

S

xy2dydz + z3dzdx +

y2zdxdy, ����� S �� ��� �2������ ��"� �� ��� ��������" x2

a2
+ y2

b2
+ z2

c2
= 1.

1� ��� ����� ������� �� #������ I =

/ /

S

x2dydz + y2dzdx +

z2dxdy, ����� S �� ��� ����� �������� ��"� �� ��� ����,����"K x2+y2 = z,
0 ≤ z ≤ 1 �� ����� x2 + y2 ≤ 1, z = 1, ��� A�,���A �����

6� ��� ����� ������� �� #������ I =

/ /

S

x2dydz + y2dzdx +

z2dxdy, ����� S �� ��� �2������ ��"� �� ��� ������ (x− a)2 + (y− b)2 +
(z − c)2 = R2.

&� ������� �� ��� ���� ��� =�2 �� ��� )��"
−→
F = (y − z)

−→
i + (z −

x)
−→
j + (x− y)

−→
k ����� � ��� A����A �����#� S : x2 +y2 = 4− z, z > 0,

�� ��� �2������ ��"��
7� ������� ��� #��#������� ��

−→
F = xy

−→
j + xz

−→
k , ���� ��� #��#��

C% ��� �������#���� ,������ ��� ������ x2 + y2 + z2 = 4 ��" ��� #���
x2 + y2 = 3z3, z > 0. �� ���H�#���� �� ��� ����������� �� ���� #���� ��
��� xOy4����� �� A���� x �� yA% ���� ��� #������#��#9���� ������������
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3� ��� ���9�� ������� �� #������ ��� #��#������� ��
−→
F = x

−→
j +y

−→
k

���� ��� A#����"A #���� S, ��� �������#���� ,������ ��� ������ x2 +
y2 + z2 = R2 ��" ��� ����� x + y + z = 0, ���� ��� �����������  ����
,� ��� "���#���� �� ��� ��#��� (1, 1, 1).

'.� ���
−→
F = yz

−→
i + 2xz

−→
j −x2−→k . ������� ��� =�2 ��

−→
F ����� �

��� ��������" 4x2 + y2 + 4z2 = 8, ��� �2������ ��"� ��" ��� #��#������� ��
��� ���� )��" ���� ��� �������#���� #���� γ, ��� �������#���� ,������
���� ���� ��������" ��" ��� ����� z = 1.�� ���H�#���� �� ��� �����������
�� ���� #���� �� ��� xOy4����� �� A���� y �� xA% ���� ��� #��#9����
������������



�@�	�� '.

���� �����4� �� ���&��3 �(������� �����������

#$ ���&��3 �(������� �����������

�� ���"�� #�� )�" ���� ������ �� #�����2 ���,���% #�����2
��F���#��% #�����2 ������% #�����2 ���#�����% #�����2 "�B�������,�����%
��#� �� C��D% ��#����� '�-% 1�- ��" ''�7� :� ����� ������ ���� �� ����
�����

� ��� ����� M �� � ����� (P ) ���� � )2�" "���#� �������" *#���4

���#��#9����+ ��������� #���"����� ������ xOy �� {O;
−→
i ,

−→
j } ��� #��

���F���� ����#���� � ���� (x, y) �� ��� ���� ���,��� ��#� ����
−−→
OM =

x
−→
i + y

−→
j . ����������% �� ��� ���� (x, y) ∈ R2 �� #�� ���F���� ��4

��#���� � ����� M ��#� ���� ��� �������� ��#���
−−→
OM = x

−→
i + y

−→
j .

�� ��"���" ���� x ��" y ��� #����" ��� #���"������ �� M ������ ���
��������� #���"����� ������ xOy. :� ����� ���� �� M(x, y). ��� "��4
,�� ����#������  ��� ���� �� ��� ������ !��#�����8 ,�H�#���� ,������
��� ������ �� ��� ����� (P ) ��" ��� �������� �� ��� ���������#�� ���#�
R2. � ��� ���������#�� ��� (x, y) + (x′, y′) = (x + x′, y + y′) ����

R2 ��� ����#����� ��� ����� N(x + x′, y + y′) ��"
−−→
ON =

−−→
OM +

−−→
OM ′,

����� M(x, y) ��" M ′(x′, y′). (� α ∈ R ��" M(x, y) ����% �� ��� ���"4
�#� α(x, y) = (αx, αy) ���� R2 �� ����#���� ��� ����� T (αx, αy) ��"−→
OT = α

−−→
OM. :� ��� ���� ��� ��#��� ���#� R2 �� ���������# ���� ���

��#��� ���#� V2 �� ��� ���� 2D4��#����� ?�� R2 �� ���� ���������# ����
��� ��#��� ���#� C �� ��� #�����2 ���,��� z = x+ iy, x, y ∈ R% �����
i =

√
−1 �� ��� ���� ��� ����� F�������% ��� ����% ���#� "����� ���

�� ��� ���� �� ��� �F������ x2 + 1 = 0. :��� �� ����������� ��������4
#�����% C ,�#���� � )��"% ��� #�����2 ���,�� )��"�� �� ����#������
M(x, y) � zM = x + iy � Mz(x, y)  ���� ���� �� � ,�H�#���� ,������
��� ������ �� ��� ����� (P ) ��" ��� #�����2 ���,��� ��� C� � ��� �"4
"����� �� C #��������"� ��� �""����� ,������ ��� #��������"�� ��#����
�� V2. �� ����� (P ) ,�#���� � �������������� �� C� �� "�����#� ,�4
����� ��� ������M(x, y) ��"M ′(x′, y′) �� ����� �� �2�#��� ��� "�����#�
|zM − zM ′| �� C� �� ε4��� �,�����" �� � )2�" #�����2 ���,�� z0 ��
�� ���� ,��� �� ��� ���� B(z0, r) = {z ∈ C : |z − z0| < r}, ���� �� ����
"��# �� ��� ����� (P ) ���� #����� �� Mz0 ��" ��"��� r > 0. �� ����
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��,��� A �� C �� � ��,��� �� C ���� ��� �������� ���� �� z ∈ A, ����
����� �2���� � ����� ε > 0 ��#� ���� ��� #��������"�� ε4��� �,�����"
�� z �� #�������" �� A. � ��,��� D �� C �� � ��	�� �� �� �� ���� ��"
�� �� �� #����#��"% ���� ��� ��� ������ M,N �� D #�� ,� #����#��" ,�
� ���� ���� ���� *�� � ������ #����+ �� D, ���� �2��������� �� M ��"
N �����#������� D �� ,���"�" �� ����� �2���� � ���� ���,�� R > 0 ��#�
���� D ⊂ B(0, R). (� C �� ���� ���� A���A ∞, ��� #��#�� ���� #�����
�� 0 ��" ��"��� �F��� �� ∞ *��� ��� ������� ������ #������#���� ��
C��D% 6�1+� � ��� �,�����" �� ∞ �� ��� �2������ �� ��� #����" ,��� ��
��� ���� B[0, R], ���� {z ∈ C : |z| > R}. � ��F���#� {zn} �� #�����2
���,��� �� #����� ��� �� ��� #�����2 ���,�� z �� |zn − z| → 0, ����
�� ��" ���� �� xn = Re zn → x = Re z ��" yn = Im zn → Im z. @���
zn = xn+iyn ��" z = x+iy. (� A �� � ��,��� �� ���� ���,���% � ���#����
f : A→ C% f(t) = x(t)+ iy(t), ����� x : A→ R ��" y : A→ R ��� ���
���� ���#����� #��������� �� f, �� #����" � ���� ���#���� ���� #�����2
������� �� #���������% "�����,����� ��" ���� ��,����� �� ��#� ���#�����
��� #������������ ����������� ��� #��������� ��" ��H�#���� ���#����
g : [a, b] → C% g(t) = x(t) + iy(t), �� #����" � #���� �� C� (� ��#�% ���
��� � g([a, b]) �� ��� ������� #���� �� g, �� ������ � #��������� #����
�� C� (� ��� ���� ���#����� x(t) ��" y(t) ��� ���#����� �� #���� C1 ��
��� ���� ��� #���� γ = g([a, b]) �� � ���#����� ������ #����� (� ��� �
��� �� �� ��" ���� �� ��� ���������# �������������� γ : x = x(t), y = y(t),

t ∈ [a, b] ��� � ��� �� ��" ��� ��� �� ��

�

γ

ds. ��� A ,� � ��,��� �� C ��"

��� f : A → C ,� � ���#���� "�)��" �� A ���� #�����2 ������� ��#�
� ���#���� �� #����" � #�����2 ���#����� ��� z = x + iy ,� � ������ 
����� �� A ��" ��� f(z) = u(x, y) + iv(x, y). �� ���� ���#����� �� ���
�����,��� (x, y) � u(x, y) ��" (x, y) � v(x, y) ��� #����" ��� ���� ����
Re f �� f ��" ��� ��� ����� ���� Im f �� f �����#������� :� ��� ����
f : D → C �� #��������� �� � ����� z0 �� � )2�" "����� D, �� ��� ���
��F���#� {zn} ���� �������� �� D ��" ��#� ���� zn → z0, ��� ��� ����
f(zn) → f(z0). :� ��� ���� f �� #��������� �� D �� �� �� #���������
�� ��� ����� �� D. ��#� � ���#���� �� #��������� �� D �� ��" ���� ��
��� #�������� ���� ���#����� u(x, y) ��" v(x, y) ��� #��������� �� D.
@��� �� �������������� ���9 �� D �� ,��� �� C ��" �� ��� #��������"4
�� �������������� ����� (P ) �� � ��,��� �� R2E �� "�B�������,�����
�� � #�����2 ���#���� f : D → C �� "�)��" ��9� ��� "�B�������,�����
*"�����,�����+ �� � ���� ���#���� �� ��� �����,�� ���� ���� ������� :�
��� �� ������� 3'% C��D ���� f �� "�B�������,�� *�� �������#+ �� ��� "�4
���� D �� ��" ���� �� ��� #�������� ���#����� u ��" v ���� #���������
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������� "���������� �� D ��"

*'�'+
∂u

∂x
=
∂v

∂y
,
∂u

∂y
= −∂v

∂x

*���#��4������� ���������+ ��"

*'�-+ f ′(z) =
∂u

∂x
(x, y) + i

∂v

∂x
(x, y) =

∂v

∂y
(x, y) − i

∂u

∂y
(x, y)

��� ����� ������ S(z) =
�∞
n=0 cn(z − z0) ��� � ��� �� #����� ��#�

M ��#� ���� B(z0, R) ⊂ M ⊂ B[z0, R], ����� R �� #����" � #����� ��#�
��"��� ��" �� �� #������" �2�#��� ��9� �� ��� ���� #���K

*'�/+ R =
1

lim sup n
�

|cn|
=

1

lim sup
��� cn+1cn

���
.

��� ��� ,���# ������� �������� �� ��F���#�� �� ������ �� ���#����� ����
��� ���� #��� �������� �� ��� #�����2 ���#����� #���� <�� ������#�% ��
{fn(z)} �� � ��F���#� �� #�����2 ���#�����% ��#� ���� fn �� ���������
,���"�" ,� � ���,�� an, ���� |fn(z)| ≤ an ��� ��� z ∈ D, ��" ���
������#�� ������

�
an �� #����� ���% ���� ��� ������ �� ���#�����

�
fn

�� �,�������� ��" ��������� #����� ��� ��D *:����������M ����+� ��
������ ������� �2�#��� ��� ���� �"��� ��9� �� ��� ���� #����

:� ����� ��� �����"�#� ��� ���� ���

�

ab

f(z)dz �� � #�����2 ���#����

f : D → C ���� � )2�" ��# �� � #���� ab ⊂ D. :� ������ ���� ���
��# ab �� ��� ��� � �� g : [T0, T ] → C% g(t) = x(t) + iy(t), ����� g �� �
#��������� ���#���� �� � ���� �����,�� ���� #�����2 ������ *� #�����2
#����E+� ��� ∆ : t0 = T0 < t1 < ... < tn = T ,� � "������� �� ��� ����
�������� [T0, T ] ��" ��� {ci}, ci ∈ [ti−1, ti] ,� � ��� �� ���9�� ������ ��
���� "�������� ��� zj = g(tj) ��" ξj = g(cj), ����� j = 1, 2, ..., n% ,�
��� #��������"�� ������ �� ��� ��# ab *��� <� �'+� ��� ∆∗ = {zj} ,�
��� ������� "������� �� ��� ��# ab �,�����" �� ��� ��� � �� ��� "�������
∆ �� ��� ���� �������� [T0, T ].

� ��� �� ��� ����

*'�0+ Sf(∆
∗, {ξj}) =

n�

j=1

f(ξj)(zj − zj−1)

�� #����" � ?���	�� ��� � f ���	
��� 
 
�� ������� ∆∗ 	�� 
�� ��

� �	�9��� ���
� {ξj}.
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D��������� //. 6� �	# 
�	
 f : D → C �� ��
���	��� � 
�� 	�� ab

�� 
���� �"��
� 	 �����" ������ I
def
=

�

ab

f(z)dz ���� 
�	
 �� 	�# ��	��

ε > 0 
���� �"��
� 	 ��	�� δ > 0 ���������� � ε� ��
� 
�� �����
# 
�	

�� �∆� < δ, 
���

��I − Sf (∆
∗, {ξj})

�� < ε �� 	�# ��
 {ξj} � �	�9���
���
� � ∆∗.  ��� ��	�� 
�	
 I �	� ���� �� 	���"��	
�� ��
� ?���	��
���� � 
�� 	��� 
#���

(� �� ���� �� ��� ���� �� f �� ���#����� #��������� ��" g �� ������%
���� f �� ���� ��,�� �� ��� ��# ab ��"

*'�1+

�

ab

f(z)dz =

T�

T0

f(g(t))g′(t)dt,

����� g′(t) = x′(t) + iy′(t). (�"��"%

n�

j=1

f(ξj)(zj−zj−1) =
n�

j=1

f(g(cj)) [(x(tj) − x(tj−1)) + i(y(tj) − y(tj−1))] =

*'�6+
Lagrange

=
n�

j=1

f(g(cj)) [x′(dj) + iy′(ej)] (tj − tj−1),

����� dj, ej , cj ∈ [tj−1, tj]. ���#� ���� �������� �� ���� ����� �� �∆� → 0,
��" ���#� g′ �� #���������% �� #�� ���� �����2����� ��� ��� �� *'�6+
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����
n�

j=1

f(g(cj)) [x′(cj) + iy′(cj)] (tj − tj−1),

���#� �� � ������� ��� ��

T�

T0

f(g(t))g′(t)dt. @��#� ���� ���� ���� ��� #��

,� ���� �����2�����" ���� ������� ���� �� ��� ����

n�

j=1

f(ξj)(zj −

zj−1). ��� ����� ���� f �� ���� ��,�� �� ��� ��# ab ��"

�

ab

f(z)dz =

T�

T0

f(g(t))g′(t)dt.

E������ '.6. ��
 �� ����
� In =

�

|z−z0|=r

1
(z−z0)ndz �� 	�# �	
$

��	� ������ n = 0, 1, ... �  �� �)�	
�� |z − z0| = r ��������� 	 ������
��
� ���
�� 	
 z0 	�� �	���� r. �
 �	� 
�� ������� �	�	��
���	
��
z = z0 + r exp(iθ), ����� θ ∈ [0, 2π]. �
 �� �)���	���
 
 
�� ��	� ����
x = x0 + r cos θ
y = y0 + r sin θ

, θ ∈ [0, 2π]. (���#��� �����	 �0�2� �� ��
,

In =

2π�

0

1

rneinθ
rieiθdθ = r−n+1i 	 e

iθ(1−n)

i(1 − n)

����
2π

0

= 0,

�� n �= 1 	�� I1 = i

2π�

0

dθ = 2πi. *��� �� ���� 
�� �)�	��
#, e2πmi =

cos 2πm+ i sin 2πm = 1 �� 	�# ��
���� ������ m. *����

*'�&+

�

|z−z0|=r

1

(z − z0)n
dz =

�
0, �� n �= 1
2πi, n = 1.

:� ����� ��� �2����� ��� #�����2 ���� ���

�

ab

f(z)dz �� � #�����2

���,��% ���� � ���� ��" �� ��� ����� ����� <�� ����% ��� ξj = ηj + iθj,



/60 '.� �
$� ��$��V� 
� �
$	��P <���(
�� (�����(
�

���� ηj , θj ∈ R ��" ��� �� #��� ,�#9 �� ��� ������� ��� *'�0+K

n�

j=1

f(ξj)(zj − zj−1) =

=

n�

j=1


u(ηj , θj) + iv(ηj , θj)

�
[(x(tj) − x(tj−1)) + i(y(tj) − y(tj−1))] =

=
n�

j=1


u(ηj, θj)(x(tj) − x(tj−1)) − v(ηj, θj)(y(tj) − y(tj−1))

�
+

+i
n�

j=1


u(ηj , θj)(y(tj) − y(tj−1)) + v(ηj, θj)(x(tj) − x(tj−1))

�
.

���#� ��� ���� ���� �� ���� ���� ��� �� � ������� ��� ��� ��� ����

���� ���

/

ab

udx − vdy ��" ���#� ��� ��� ����� ���� �� � ������� ���

��� ��� ���� ���� ���

/

ab

vdx+ udy, �� )�" ����K

*'�7+

�

ab

f(z)dz =

/

ab

udx− vdy + i

/

ab

vdx+ udy.

��� �� #������

�

γ

(3xy + y2i) dz, ����� γ �� ��� �������" �� ����

[AB] ���� A(0, 0) ��" B(1, 2). ���#� u(x, y) = 3xy ��" v(x, y) = y2

#�� ,� ������ #������"% �� ��� ������� *'�7+� � ���������5����� ���
[AB] �� x = x, y = 2x, x ∈ [0, 1]. @��#�%

�

ab

f(z)dz =

1�

0

(6x2 − 8x2)dx+ i

1�

0

(4x2 + 12x2)dx = −2

3
+ i

16

3
.

T
����� 3&. �=	���# ����	���
	� 
������ ��
 D �� 	 ������
�����
�� ��	�� � C 	�� ��
 f : D → C �� 	 ��!����
�	��� �	�	$
�#
��� �����" ����
�� ������ � D.  ���& �� 	�# ��������� ��
�

������� ����
�� ����� γ ⊂ D, �� �	� 
�	


/

γ

f(z)dz = 0.
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P����. ���#� f �� "�B�������,�� ��� ��� ���� ∂u
∂x

= ∂v
∂y
, ∂u
∂y

= − ∂v
∂x
.

:� #�� ����� ����� ������� */�'+% ���6% ��� ��� ,��� ���� ���� ���� ��
��� �� �� ��"� �� ��� �F������% ���#� ������� ���� ������� *'�7+K

/

γ

f(z)dz =

/

γ

udx− vdy + i

/

γ

vdx+ udy =

=

��

Dγ

	
−∂u
∂y

− ∂v

∂x



dxdy + i

��

Dγ

	
−∂v
∂y

+
∂u

∂x



dxdy = 0,

����� Dγ �� ��� "����� ,���"�" ,� γ *��� <� �-+ �

F����� 2

�� ������ #����#��" �������� �� D �� ��#��������� (�"��"% ���
������#� �

|z−z0|=r

1

z − z0
dz = 2πi �= 0

*��� ������� *'�&++ ,�#���� D = C
{z0} �� ��� ������ #����#��"�
� ���� #����F���#� �� ���� ���#�� ���"������� ������� �� ��� ���4

��,����� �� #������#� � ��������� ���#���� F (z) ��� �� �������# ���#����

f(z) "�)��" �� � ������ #����#��" "�����D. �� �������

/

γ

f(z)dz =

0 ��� ��� ���#����� ������ A#����"A �������" #���� γ ⊂ D, �������

��9� ������� ���� ��� #�����2 ���� ���

B�

A

f(z)dz "��� ��� "����" ��
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��� #�����2 ���� Γ ���#� #����#�� ��� ������ A ��" B. @��#�% ��
��� )2�� � ����� z0 �� D ��" �� z �� �� ��,������ ����� �� D, ����

F (z) =

z�

z0

f(ζ)dζ �� � ��������� ���#���� ��� f(z), ���� F (z) �� "�B����4

���,�� ��" F ′(z) = f(z) ��� ��� z ∈ D *��� <� �/+� �� ����� �� ����
��������� �� ������ ������� �� ��� ����� �� ��� ����� ��� ������ ��� ����
���� ���� �� ��� ��#��" ���� *��� ���� ��� �����9 --+� (�"��"% ��� w0 ,� �
����� �� D ��" ��� � #����" "��# B[w0, r] = {z ∈ C : |z − w0| ≤ r} ����
#����� �� w0 ��" ��"��� r > 0, ��I#������ ����� ��#� ���� B[w0, r] ⊂ D.
���#� D �� #����#��"% ����� �2���� � ���� ���� ���� [z0w0] ⊂ D, ���#�
#����#� z0 ��" w0. <�� ��� w ∈ B[w0, r], ��� �� �������� ��� F�������K

F (w) − F (w0)

w − w0

=

�

[z0w0]

f(ζ)dζ +

�

segm[w0w]

f(ζ)dζ −
�

[z0w0]

f(ζ)dζ

w − w0

=

=

�

segm[w0w]

f(ζ)dζ

w − w0
,

����� segm[w0w] �� ��� �� ���� �� ��� ����� �� ���� ���#� #����#� w0

��" w *��� <� �/+�

F����� 3
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���#� ���  ��� �� �� ����� ����

lim
w→w0

F (w) − F (w0)

w − w0
= f(w0),

��� �� �������� ��� ��� "�����#� ,������ F (w)−F (w0)
w−w0 ��" f(z) :

����
F (w) − F (w0)

w − w0

− f(w0)

���� =

�������

�

segm[w0w]

f(ζ)dζ −
�

segm[w0w]

f(w0)dζ

�������
|w − w0|

≤

≤

�

segm[w0w]

|f(ζ) − f(w0)| |dζ|

|w − w0|
≤ sup
ζ∈segm[w0w]

|f(ζ) − f(w0)| .

���#� f �� #��������� �� D, ���� ���� ��������  ��� �� 5��� ���� w →
w0.@��#�%

���F (w)−F (w0)
w−w0 − f(w0)

��� → 0,����w → w0, ���� lim
w→w0

F (w)−F (w0)
w−w0 =

f(w0), ���� F �� "�B�������,�� �� w0 ��" F ′(w0) = f(w0).
:��� ������� ���� D �� ��� ������ #����#��"% ���� �� �� ��� ����

A ���A �� A�����A; :� ����� "��#��,� �� ��� �������� � ���� ������
��"�� �� � n4#����#��" "����� ,.:� ����� ���� � #�����2 "����� D∗

��" ��� �� #����"�� ������� ������ #����#��" ,���"�" "����� D ⊂ D∗

��#� ���� D = D ∪ ∂D ⊂ D∗. ��� D1, D2, ..., Dn−1 ,� n − 1 �������4
����� *��� �������#���� Di∩Dj, i �= j, �� ����� �� �� ���� � ���#�����
������ #����+ "������ #�������" �� D. :� ������ ���� ��� ,���"���
∂D = Γ+

0 �� � "���#��� �������" ���#����� ������ #���� ��" ��� ,���"4
����� ∂D1 = Γ−1 , ..., ∂Dn−1 = Γ−n−1 ��� ��#��"�" ��D ��" ���� ��� ���#�4

���� ������ ������� �������" #����� *��� <� �0+� ��� , = D
∪n−1
j=1Dj

�� ���" �� ,� � n4#����#��" "������ <�� n = 1 ��  �� , = D ������% ����
� ������ #����#��" "������ <�� n = 2, , = D
D1 ��" �� �,���� �
"��,�� #����#��" "����� *���� � A����A+% ��#� � �,���� ���� , � ���
������ #����#��" "����� ,∗% �� �� ���� � ��  �� ��� ���� �� n−1 ���#�4
���� ������ #����� γ1, ..., γn−1 ���#� #����#� ∂D ���� ∂D1, ..., ∂Dn−1

�����#������% ���#�" ���#� �� ��� �������� "���#����� *��� <� �0+�
@��#� ,∗, ���#� ��� �� ��� ,���"��� ��� ����� ,������ ∂D, ∂D1, ..., ∂Dn−1

��" γ1, ..., γn−1 ���#�" ���#� ��#� �� ����% �� � ������ #����#��" "�4
�����
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F����� 4

T
����� 37. �n$�����
�� =	���# ����	���
	� 
������ 6�
�

���� �
	
�� 	�� �#�
�����& ��
 f : D∗
 ∪n−1

j=1 Dj → C �� 	 ��$

����� ����
�� ����� �� 	�	�#
�� � ,.  ���&

*'�3+

�

Γ+0

f(z)dz =

�

Γ+1

f(z)dz +

�

Γ+2

f(z)dz + ...+

�

Γ+n−1

f(z)dz.

�� �	�
����	�& �� h : D → C �� 	 ��
����� ����
�� ����� �� 	�	�#
�� �
D �"���
 
�� ���
� z1, z2, ..., zm � D ���� ����2�& 
��� �� �	� ���)���#

����� 
�� ������� res(f, zj)
def
= 1

2πi

�

|z−zj |=rj

f(z)dz, j = 1, 2, ...,m ��

	�# rj > 0 ��3����
�# ��	�� ���� 
�	
 B(zj , rj) ⊂ D 	�� B(zj , rj) ∩
B(zk, rk) = ∅ �� j �= k. *��� res(f, zj) �� �	�� 
 �� 
�� ������� � f 	

zj. '�����& �����	 �0�;� ������	
��# ������� 
�� �	��� ���������
�����	�,

*'�'.+

�

Γ+0

f(z)dz = 2πi
m�

j=1

res(f, zj).

P����. (� �� ��I#���� �� ����� ��� ���#�� ���"������� �������
��� ��� ������ #����#��" "����� ,∗ ��" ��9�� #���� ���� ��� #�����
γ1, ..., γn−1 ��� ���#�" ���#� �� ��� �������� "���#�����K

�

Γ+0

f(z)dz +
n−1�

j=1

�

Γ−j

f(z)dz +
n−1�

j=1

�

γ−j

f(z)dz +
n−1�

j=1

�

γ+j

f(z)dz = 0,
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�� �

Γ+0

f(z)dz =
n−1�

j=1

�

Γ+j

f(z)dz.

�� ����"�� res(f, zj)
def
= 1

2πi

�

|z−zj |=rj

f(z)dz �� ���� "�)��" ,�#���� ��

�� "������� ��� ��"��� rj �� ��� "��# �� ������� ��� 0 < r∗j < rj
����% �� ��� ������� {z ∈ C : r∗j < |z − zj| < rj} ��� ���#���� f(z)
�� �������# ��"% ������� ��� )��� ��������� �� ���� �������% ��  ��

���� 1
2πi

�

|z−zj |=rj

f(z)dz = 1
2πi

�

|z−zj |=r∗j

f(z)dz, ���� ��� ����"�� res(f, zj) ��

���� "�)��"� �� �F������ *'�'.+ �� ��� �����#���� #��� �� ���  ������
���#�� ������� *'�3+% ����� �� ��9� ��� "��#� |z − zj| < rj ��� ���
"������ Dj. �

R����� /&. ��
 H �� 	 �����" ��	��& ��
 D �� 	 ������ �$
�	�� �������� �� H ���� 
�	
 ∂D = Γ �� 	 �����
 ����
��& ��
�����
	�� ��������� ��
� ������ ��
 f �� 	� 	�	�#
�� ����
�� � H& �"���

	 ���
� ������ � ���
� z1, z2, ...zm ������ D 	�� 	 ���
� ������ �
���
� w1, w2, ..., ws ����� 	�� � ∂D = Γ ���� ����A�� �� �� 	 ��	��
��������� Vj � wj& ����� ��� �
 ��
	�� 	�# 
��� wt, 
�� �����
Γ �� ��
�& 
��� �� �	# 
�	
 
�� 	���� �� �	��	�� 	

	���� 
 wj ��
αj = π. �� wh �� 	� 	����	� ���
 � Γ 	�� 
�� 	���� �� �	��	�� ��
����

�� 
� ���
���
 
	����
 ����� 	
 wh 
 Γ �� αh, �� 	

	�� 
��� αh 
 wh
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����� αh ��	���� 
�� ��������� � 
�� ���
 wh ���	
��� 
 
�� ��	��
D; ��� �"	�
�#& �� 
	9� 	 ��	�� ���9 B(wh, r) 	�� ������� 
�� ���
�
� �
 ������ �# 
�� 
� 
	����
 ����� 	�� ����� ��
	��� 	 ����� �
D��  ���& 
�� 	��� �������� �����	 �	� �� �����	����� 	� �����,

*'�''+

�

Γ+

f(z)dz = 2πi
m�

j=1

res(f, zj) + i
s�

j=1

αj 	 res(f, wj)

F����� 6

:� ����� ��� �� ��� �������� �� #������ ��#� � ��� ���,�� res(f, z0) =

1
2πi

�

|z−z0|=r

f(z)dz ��� � ���#���� f ���#� �� �������# �� ��� "��# |z − z0| <

r, �2#��� ��� ����� z0, ��� #������ ���% �� ����� ����� ��� ����"��� ���4
���� *'�'.+ �� ��"�� �� #������ ���� #�����#���" ���� �� #�����2
���� ����� ?�� ���� �,��� ��� ∞ ����� �� C = C ∪ {∞}? *��� ��� ���4
���� ������ �� C��D% 6�1+� � ���"� ��� ,������� �� � ���#���� f �� �
��� �,�����" V∞,R = {z ∈ C : |z| > R} �� ��)���� ����� �� ���"� ���
,������� �� ��� ���#����� g(w) = f(1/w) �� ��� #��������"�� ��� �4
,�����" V0,1/R = {w ∈ C : |w| < 1/R} ��" ���� �� #��� ,�#9 �� ∞
���� ��� �,�����" ������������� ��� �� ������ ���� � #�����2 ���#����
f �� �������# �� C �2#��� � )���� ��� �� ������ z1, z2, ..., zk. ��� R > 0
��� � ���� � ��#� ���� |zj| < R ��� j = 1, 2, ..., k. :� "�)��

*'�'-+ res(f,∞)
def
=

1

2πi

�

γ−

f(z)dz,
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����� γ �� ��� #��#�� |z| = R. :� ��9� γ ���� ��� ������� "���#����
,�#���� ��� ��� �,�����" V∞,R = {z ∈ C : |z| > R} �� ∞ ��� �� ���
,���"��� ���� "���#� �����������% ���� ��� ����� �� ���� �� ∞, �2�#���
��� �������" #���� γ−. ���% ������� *'�'.+ ����K

*'�'/+ res(f,∞) +
k�

j=1

res(f, zj) = 0.

��������� ���� ������� �� ���� ������ ,�#����% �� ��� ���,�� k �� ��� �%
�� #������ ���������� ��#� ����"�� ��" �� ��9� ����� ��� #�� ,� ����
"�I#���� (�����" �� "��� ����% ������� '�'/ ���� ���� �� �� ��I#����
�� #������ −res(f,∞). ?��% ��� �� #������ ��� ���� ����"��� �������
#�����2 ���� ����;

:� ��� �� C��D ���� ���� ���������� ���#����� ��� "�)��" ,�
#�����2 ����� ������� �  ������ ���� �� � #�����2 ����� ������ �� z0
*������" �� ���� )2�" �����E+ �� ��� �������� K
*'�'0+

f(z) = ...+
a−n

(z − z0)n
+

a−n+1

(z − z0)n+1
+ ...

a−1

(z − z0)
+ a0 + a1(z − z0)+

*'�'1+ +a2(z − z0)
2 + ...+ an(z − z0)

n + ... =
∞�

n=−∞
an(z − z0)

n.

����� an, n ∈ Z ��� ��� #��I#����� �� ���� ������� �� ������ ������
�� #����" � ������� ������� (� #�� ,� �����" *��� C@��D% �� C��D+ ����
������ �2��� 0 ≤ r < R ≤ ∞ ��#� ���� ��� ������ �� #����� ��� �� ���
��2���� ���� ������� {z ∈ C : r < |z − z0| < R} ��" ���������
#����� ��� �� ��� #����" ������� �� ��� ���� {z ∈ C : r′ ≤ |z − z0| ≤
R′} ��� ��� r′, R′ ���� r < r′ ≤ R′ < R. (� ��� ��� �� ����� ��"�2�"
#��I#����� a−1, a−2, ..., a−n, ... ��� 5���% ���� r = 0 ��" ��� ������ ��
#����� ��� �� � ��2���� ���� "��# B(z0, R) ���� #����� �� z0 ��" ��
��"��� R. <�� ������#�%

ez−1 = 1 +
1

1!
(z − 1) +

1

2!
(z − 1)2 + ...+

1

n!
(z − 1)n + ...

��� r = 0, R = ∞ ��" ��� ������ �� #����� ��� �� ��� ������ �����% ,��
��� �� ∞, ����� �� "��� ��� �2��� ��9� �� ����� ���#���� * lim

z→∞
ez−1 "���

��� �2��� ,�#���� lim
n→∞

e2nπi = 1 ��" lim
n→∞

en = ∞+� <��

e
1
z = 1 +

1

1!z
+

1

2!z2
+ ...+

1

n!zn
+ ...

r = 0, R = ∞, ,�� ��� ������ �� ��� "�)��" �� z = 0. (� �� "�)��" ��
∞ ��" ��� ������ �� 1 �� ���� ������
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��� �� ��� #������ ��� ����"�� �� f(z) ���� ������� *'�'1+ ,�
��9�� ��� ���� ��� �� � #��#�� |z − z0| = ρ, ���� r < ρ < R :

*'�'6+ res(f, z0) =
1

2πi

∞�

n=−∞
an

�

|z−z0|=ρ

(z − z0)
ndz = a−1,

,�#���� �� ��� �������� *'�&+� :� #�� �2����� ��� ����"�� �� f �� � �����
z0 ���� �� � ���� ������ ��� �� ��� ��� �� ����� ��"�2�" #��I#�����
a−n ��� 5��� �2#��� � )���� ���,�� �� ����% ������� ���� a−k �= 0, ����
a−k−1 = a−k−2 = ... = a−n = ... = 0. ��� �� ��� ����

(z−z0)kf(z) = a−k+a−k+1(z−z0)+...+a−1(z−z0)k−1+a0(z−z0)k+....

@��#�

*'�'&+ res(f, z0) = a−1 =
1

(k − 1)!
lim
z→z0


(z − z0)

kf(z)
�(k−1)

.

@��� ��� �2������ (k − 1) ����� ��� "��������� �� ��"�� (k − 1) ��
��� ���#���� (z − z0)

kf(z). :� ��� ���� z0 �� � ���� �� ��"�� k ��� ���
���#���� f.

E������ '.&. ��
 �� ��� 
�� �������� �����	 �0�00� 	�� �����	�

�0�0>�& �0�0A� 
 ����
� 
�� �����" ��
���	�� 	� I(r) =

�

|z−i|=r

sin 1
z

(z2+2)2
dz

	�� �� J =

�

[tuv]

1
z2(z2−1)

dz, ����� [tuvt] �� 
�� ������
�� ����& �����
 ��$

��
��& � 
�� 
��	���� ��
� ���
���� t = 0, u = 1 	�� v = i.
  ����
� I(r) �� ���� 
 ����
� 	�� 
�� ���
� ����� ��������

� f(z) =
sin 1

z

(z2+2)2
, ���� 
�� ������� �� 	
 ��
 
�� ������	� ���
� �
��

���
� 	
 ����� 
�� ����
�� �� �
 	�	�#
��� � f(z). 6� �	���# ��� 
�	

z0 = 0 �� 	� �����
�	� ������	� ���
 ���� 
�� �����
�� ������ � f
���	��� sin 1

z
= 1

z
− 1

3!z3
+ ... 	�� 1

(z2+2)2
�� 	�	�#
�� ���!����
�	���� ��

	 ��	�� ��������� � z0 = 0.  �� ���
� z1 = i
√

2 	�� z2 = −i
√

2
	�� ���� � ���� 2 ���	���& �� ���
	���& 
�� ����
�� g(z) = (z −
i
√

2)2f(z) �� 	�	�#
�� �� 	 ��	�� ��������� � i
√

2 ����� ��� �

��
	�� 
�� ���
� z0 = 0 	�� z2 = −i

√
2, �
�� �
 �� ���	� �����


�	
 res(f, z0) = c−1 = 1
4
. ��& 
 ����
� 
�� �������� res(f, z1) 	��

res(f, z2) �� ���� �����	 �0�0>�,

res(f, z0) =
1

(k − 1)!
lim
z→z0


(z − z0)

kf(z)
�(k−1)

.
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 ���&

res(f, z1) = lim
z→i

√
2

�
sin 1

z

(z + i
√

2)2

�′
=

= lim
z→i

√
2

− 1
z2

(z + i
√

2)2 cos 1
z
− 2(z + i

√
2) sin 1

z

(z + i
√

2)4
=

=
i
√

2 sin i√
2
− cos i√

2

16
.

res(f, z2) = lim
z→−i

√
2

�
sin 1

z

(z − i
√

2)2

�′
=

= lim
z→−i

√
2

− 1
z2

(z − i
√

2)2 cos 1
z
− 2(z − i

√
2) sin 1

z

(z − i
√

2)4
=

=
−i

√
2 sin i√

2
− cos i√

2

16
.

6� �	� �� �
	�
 
�� ���������� �� r <
√

2 − 1, 
��� ������ 
�� ������
|z − i| = r 
���� �"��
� � ������	� ���
 �� f.  ���& �� 
��� �	��
I(r) = 0. �� r =

√
2−1, 
��� z1 �� � 
�� ������ |z − i| =

√
2−1 	�� ��

	���# �����	 �0�00� ��� �	# 
�	
 	
 z1 �� �	�� 	 ������������ *����&

I(
√

2 − 1) = πi
i
√

2 sin i√
2
−cos i√

2

16
. ��

√
2 − 1 < r < 1, 
��� z1 �� ������ 
��

������
√

2 − 1, � 
�	
 I(r) = 2πi
i
√

2 sin i√
2
−cos i√

2

16
. �� r = 1, 
���& �������

z1, �� �	� 	 ����������� 	
 z0 	�� I(1) = 2πi
i
√

2 sin i√
2
−cos i√

2

16
+ πi.

�� 1 < r < 1 +
√

2, 
��� �� �	�� �������� 	
 z0 	�� z1 ������ 
��

������& � I(r) = 2πi
i
√

2 sin i√
2
−cos i√

2

16
+ 2πi. �� r = 1 +

√
2, 
��� ��

�	�� �������� 	
 z0 	�� z1 ������ 
�� ������ 	�� 	 ����������� 	
 z2,

� 
�	
 I(1 +
√

2) = 2πi
i
√

2 sin i√
2
−cos i√

2

16
+ 2πi + πi

−i
√

2 sin i√
2
−cos i√

2

16
. ��

r > 1 +
√

2, �� �	�� 	�� 
�� 
���� ���
� 	� �������� ������ 
�� ������&

� 
�	
 I(r) = 2πi
i
√

2 sin i√
2
−cos i√

2

16
+ 2πi + 2πi

−i
√

2 sin i√
2
−cos i√

2

16
.

  ����
� J =

�

[tuv]

1
z2(z2−1)

dz, �� �	� ��� �����	 �0�00�� @�� �	�

	 ������� 	
 t = 0, ��
� 
�� 	����	
�� 	���� α1 = π
2
	�� 	 ������� 	


u = 1& ��
� 
�� 	����	
�� 	���� α2 = π
4
. -�
& ���
��� h(z) = 1

z2(z2−1)
,

�� �	�

res(h, 0) = lim
z→0

�
1

z2 − 1

�′
= −lim 2z

z→0
(z2 − 1)−2 = 0
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	��

res(h, 1) = lim
z→1

1

z2(z + 1)
=

1

2
.

*����& J = π
2
i 	 0 + π

4
i 	 1

2
= πi

8
.

(� �� ��)���� ���,�� �� �� ����� ��"�2�" ����� a−n ��� "�����#� ��
5���% �� ��� ���� z0 �� �� ��������� ������ (� ��� a−n ��� 5���% ���� ��

*'�'7+ f(z) = a0 + a1(z − z0) + ...+ an(z − z0)
n + ...

�� ��� ���� f �� �������# �� z0 ��" z0 �� � �� ���� ����� �� f � (� ���� ����
��������� �� #��� ��� �2������� �� ��� �� �� ��"�% � ����� �2��������
(� #�� ,� �����" ���� ��� �������# ���#���� f �� � "��# B(z0, R) ��� �
����� �2������� �� ��� ���� *'�'7+� ��� �� �������� ��� #��I#����� an
�� ���� ���� #���� <�� ����% ��� �� ��9� � #��#�� γr ���� #����� �� z0 ��"
�� ��,������ ��"��� r > 0 ��" ��� �� ���� ���� ����� ,� �����K

�

γr

f(z)

(z − z0)n+1
dz =

∞�

k=0

ak

�

γr

(z − z0)
k−n−1dz = an 	 2πi,

,�#���� �� �������� *'�&+ *

�

γr

(z− z0)
k−n−1dz = 0 ��� k < n ��"

�

γr

(z−

z0)
k−n−1dz = 2πi ��� k = n+ ��" ,�#���� �� ��� ���#�� ���"�������

������� *3&+ ��� k > n *���� (z − z0)
k−n−1 �� �������# ��" ��

�

γr

(z −

z0)
k−n−1dz = 0+� @��#�%

an =
1

2πi

�

γr

f(z)

(z − z0)n+1
dz.

(� �� ��,������� γr ���� ��� ����� #����" ���#����� ������ #���� γ
���#� #������� z0 ����"� ��� �������� �� ��� "����� ,���"�" ,� γ, �� ��
����"���� ���� ���  ������ ���#�� ���"������� ������� 37 ����

*'�'3+ an =
1

2πi

�

γ

f(z)

(z − z0)n+1
dz.

���#� an = 1
n!
f (n)(z0) *#������ ���� n4�� "������� �� ��� ����� �2���4

���� *'�'7++% ��� �,�����K

*'�-.+ f (n)(z0) =
n!

2πi

�

γ

f(z)

(z − z0)n+1
dz.
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<�� n = 0 ��  �� ��� ,���# =	���# ��
���	� �����	K

*'�-'+ f(z0) =
1

2πi

�

γ

f(z)

z − z0
dz.

��� ������� ������ �� ��� ����� �� f �� ��� ����� z0 �� � ,���"�"
"����� D ���� ��� ,���"��� ∂D = γ, � #��������� ���#����� ������
#����� (� #�� ,� �����" ��"����"����� ��" ���� �� #�� ��#���� ���
����� �2������� �� �� �������# ���#���� f(z) ����"� � "��# �� ��� ���4
���� ������ �2������� ��� �� �������# ���#���� "�)��" �� �� ��������
(�"��"% ��� �� ��9� � ����� r > 0 ��#� ���� ��� "��# B(z0, r) ⊂ Dγ%
��� ������ #����#��" "����� ,���"�" ,� γ. �� 24#����#��" ���#��
���"������� ������� *��� ������� 37+ ���� ����

1

2πi

�

γ

f(z)

z − z0
dz =

1

2πi

�

|z−z0|=r

f(z)

z − z0
dz.

��� �� ��� ������� *'�&+ �� �������� ��� "�B����#�K
�������

1

2πi

�

|z−z0|=r

f(z)

z − z0
dz − f(z0)

�������
=

1

2π

�������

�

|z−z0|=r

f(z)

z − z0
dz −

�

|z−z0|=r

f(z0)

z − z0
dz

�������
=

=
1

2π

�

|z−z0|=r

|f(z) − f(z0)|
|z − z0|

|dz| ≤ 1

2πr
	 2πr sup

|z−z0|=r
|f(z) − f(z0)| → 0,

���� r ,�#���� ������� ��" �������� ���#� ��� F�������
�������

1

2πi

�

|z−z0|=r

f(z)

z − z0
dz − f(z0)

�������
"��� ��� "����" �� r, �� ��� ���� �� ���� ,� 5���% ���� �� H��� �,�����"
��� ,���# ���#�� ���� ��� �������� ���9�� �� ��� �F������

f(w) =
1

2πi

�

|z−z0|=r

f(z)

z − w
dz

��9� �� �� ���� ��� ���� � ��������� w ��" ������� �� ����� ��� ��
���,��5 ������� *'�&+% �� ��##��������  ��K

f ′(w) =
1

2πi

�

|z−z0|=r

f(z)

(z − w)2
dz,
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f ′′(w) =
1 	 2

2πi

�

|z−z0|=r

f(z)

(z − w)3
dz, ..., f (n)(w) =

n!

2πi

�

|z−z0|=r

f(z)

(z − w)n+1dz,

���� �� H��� �����" ������� *'�-.+ ��" ��� ���5�� ��#� ���� �� f(z)
�� "�B�������,�� A��#�A �� � ������ #����#��" "����� D, ���� �� ���
"���������� �� �� ��,������ ��"�� �� D.

���% ��� �� #��� ,�#9 �� ��� ����� �2������� *'�'7+ �� �� �������#
���#���� f(z) �� � "��# B(z0, R) ��" ��� r < R. ��� �� �������� ���

#��I#���� an = 1
2πi

�

γ: |z−z0|=r

f(z)
(z−z0)n+1dz, n = 0, 1, 2, ... K

|an| ≤
1

2π
M

�

γ: |z−z0|=r

1

rn+1
|dz| =

1

2π
M 	 1

rn+1
	 2πr =

M

rn
,

����� M �� ���  ������� ����� �� |f(z)| ���� z ���� �� ��� #����#�
��,��� {z : |z − z0| = r}. �� ���F��������

*'�--+ |an| ≤
M

rn

��� #����" ��� =	���# ���)�	��
���� ��� ��� ��������� �� ���" �� �����
��� �������� ,���# ���������

T
����� 33. ��������� 
������ ��
 f(z) �� 	� 	�	�#
�� ����
��
�� 
�� ��
��� �����" ��	�� ���� 
�	
 �
� ������ �� �������  ���
f(z) ���
 �� 	 ���
	�
�

P����. ���#� f(z) �� �������# �� ��� ������ ����� ��" ,���"�" ,�
� ���,��M, �� ������� '�-- ��� #�� ��9� r → ∞ ��� ��#� n = 1, 2, ...
� @��#� a1, a2, ..., an, ... ��� ��� 5���% ���� f(z) = a0. �

�� ����"���� ��" "��� �����#����� �� ��� ��#� ���� ���� ���� ���#4
����� ���#� ��� ,���"�" ��" ���#������� �� ��� ���� ���� *��� sin x,
cosx, ��#�+ "� ��� #������� �� ,� ,���"�" �� ���#����� �� � #�����2
�����,��� <�� ������#� |sin z| > 1 ��� �� ��)���� ���,�� �� ������ ��
z. (�"��"% ���#� sin z �� �������# �� ��� ������ C% ���� �� #����� ,�
,���"�" �� C *��������� ��� #�� ����� ��������� ������� ��" sin x
����" ,� #�������E+� ?�� ������� ��������� #����F���#� �� ��� ����4
����� ������� �� ��� �������� ,���# ������ �� $��������#��

T
����� '... �
�� ����	���
	� 
����� � 	�����	� (�# ����$
�
	�
 ��#���	� P (z) = a0 + a1z + ...+ anz

n ��
� �����" ��3����
�
�	� 	
 ��	�
 �� �
 �� C� �� �	�
����	� �
 �	� 	�� �
� �� C 	�� �
 �	�
�� ���

�� 	� 	 �����
 � 
�� ���,

P (z) = an(z − ζ1)(z − ζ2)...(z − ζn),
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����� ζ1, ζ2,..., ζn 	�� 	�� 
�� �
� � 
�� ��#���	� P (z).

P����. ������ #�������% ������ ���� P (z) ��� �� ���� �� ���
#�����2 ������ ��� f(z) = 1

P (z)
�� �������# ��" ,���"�"% ,�#����

lim
z→∞

f(z) = 0. (�"��"% ���#� lim
z→∞

f(z) = 0, ����� �2���� � ��� � ���,��

T > 0 ��#� ���� |f(z)| < 1 ��� ��� |z| > T. ��� M ,� ���  �������
����� �� f(z) �� ��� #����" "��# B[0, T ]. ��� |f(z)| < 1 + M ��� ���
z ∈ C% ���� f(z) �� ,���"�" ��" �� #�� ����� ��� �,��� ��������� ���4
���� ��" )�" ���� f(z) �� � #������� ���#����% ���� P (z) �� #�������% �
#�����"�#����% ,�#���� �� ������" ���� �� �� ���#�������� @��#� P (z)
���� ���� �� ����� ��� ���� �� C� �� ����� ���������� #�� ,� ���4
��� "�����" ,� ���� ��##�������� ��� ��#��"��� "������� �� ������ ���
������������ �

)$ �&&��������� �� �����(�� ����(��

�+*� � �� ��	��	
� ��	� ��
���	�� � 
�� ��� I =

2π�

0

R(cos θ, sin θ)dθ

@��� R(cos θ, sin θ) �� � �������� ���#���� �� cos θ ��" sin θ. ���

����� � F������� P (x,y)
Q(x,y)

�� ��� ����������� �� ��� �����,��� �� ���#�

�� ��,�������" ��� �����,��� x ��" y ���� cos θ ��" sin θ �����#�������
� #������ ��� ���� ��� I, �� ��9� � #��� � �� �����,���K z = eiθ�
���%

*-�'+ I =
1

i

�

|z|=1

R

	
1

2

	
z +

1

z



,

1

2i

	
z − 1

z




	 1

z
dz.

��� ���� ���� ��� �� � #�����2 ���� ��� �� � �������� ���#����

P (z)

Q(z)
= R

	
1

2

	
z +

1

z



,

1

2i

	
z − 1

z




	 1

z

�� �����,�� z. ���#� ���� ���� ���#���� ��� �� ���� � )���� ���,�� ��
����� *��� 5���� �� Q(z)+ ����"� ��� #��#�� |z| = 1 *�� �� ��� #��#�����4
��#�+% �� #�� ����� ��� ����"�� ������� ��"  ��K

*-�-+ I = 2πi 	 1

i

�

Q(zk)=0

res

	
P (z)

Q(z)
, zk



.

<�� ������#�% �� �� ���� �� #������ ��� #��I#���� am =

2π�

0

cosmx
2+sinx

dx ��

��� <������ �2������� �� ��� ���#���� f(x) = 1
2+sinx

, x ∈ [0, 2π] *���
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A<������ ������A #������ �� ��� #����� �� �"���#�" $��������#�+% ���
,��� �"�� �� �� ��� ��� �,��� #��� � �� �����,���K z = eix. ���%

am =
1

i

�

|z|=1

1

2
	 1 + z2m

zm
	 2iz

z2 + 4iz − 1
	 1

z
dz =

=

�

|z|=1

1

zm(z2 + 4iz − 1)
dz +

�

|z|=1

zm

z2 + 4iz − 1
dz.

,+ ��
���	�� � 
�� ���

∞�

−∞

f(x)dx

���� �������� ���� ���� �� ��� )��� ���� #�� ,� ������ #������"
,� ���� ����"��� �������� <���� �� ��� �� ���" �� ��2������ �������

T
����� '.'. ��
 f(z) �� 	� 	�	�#
�� ����
�� ����#����� �� 
��
����� �	��$��	�� {z ∈ C : Im z > 0}, �"���
 	 ���
� ������ � ���
�
z1, z2, ..., zn. 6� 	����� 
�	
 �� 	 ��������� |z| > R0 > 0 � ∞ 
��
����
�� f(z) �� ������ 	� �����, |f(z)| < M

|z|1+δ , ����� M > 0 	��

δ > 0.  ���

*-�/+ lim
R→∞

�

C′R

f(z)dz = 0,

����� C ′R �� 	 ���������� |z| = R, ��
� Im z > 0 ���� ����>�

P����. ��� �� ��9� R > R0 ��" �����K
�������

�

C′R

f(z)dz

�������
≤

�

C′R

|f(z)| |dz| <
�

C′R

M

|z|1+δ
|dz| =

πM

Rδ
,

���#�  ��� �� 5��� ���� R → ∞. @��#�

�

C′R

f(z)dz → 0 ���� R → ∞

��" ��� ������� �� #��������� �����"� �

��� �� #�� ����� ��� ,���# ������ ���#� ���� ���� �� �� #������
�������� ���� ���� H��� ������#�"�

T
����� '.-. ��
 f(x) �� 	 ��	� ����
�� � ��	�� C∞, ������
� 
�� ��
��� ��	� 	"�� 	�� ��
 f(z) �� 	 ���)�� ���� C��D& ���
�� 00�:�
	�	�#
�� �����	
�� � �
 
 
�� ����� �	��$��	�� Im z > 0.6� 	�����
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�	
 
�� ����
�� f(z) �	
����� 
�� ����
��� � 
�� 	��� 
����� 0<0�

 ��� �� ������� ��
���	�

∞�

−∞

f(x)dx �� ��������
 	��,

*-�0+

∞�

−∞

f(x)dx = 2πi
n�

k=1

res(f, zk),

����� z1, z2, ..., zn 	�� 	�� 
�� ������	� ���
� �	
 ����� f �� �
 	�	�#
�$

�	�� � f �� 
�� ����� �	��$��	�� Im z > 0. �� �	�
����	�& �� f(z) = P (z)
Q(z)

�� 	 �	
��	� ����
�� ����� �	
����� 
�� ���������
	�# ����
��� 
�	

degQ(z) ≥ degP (z) + 2 	�� 
�	
 
�� �)�	
�� Q(z) = 0 �	� � ��	�
�
& 
���

*-�1+

∞�

−∞

P (x)

Q(x)
dx = 2πi

�

Re zk>0 	�� Q(zk)=0

res(f, zk)

P����. ��� �� ��9� R0 ��� � ���� � ��#� ���� |zk| < R0 ��� ���
k = 1, 2, ..., n. ��� �� #����"�� �� ��� ����� ����4����� ��� #����"
#������ [−R,R] ∪ C ′R *��� <� �&+� :� ����� ��� ����"�� ������� ��"
)�"K

R�

−R

f(x)dx+

�

C′R

f(z)dz = 2πi
n�

k=1

res(f, zk).
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���#� ��� #��"������ �� ������� '.' ��� �����)�"% ��9�� ����� ����
R→ ∞, ��  �� �2�#��� ������� *-�0+�

�� ���� ��������� �� ���� ,�#����% f(z) = P (x)
Q(x)

�� ����� ���� ���

�,��� ������#����� �� ��� ����������� P (z), Q(z), �����)�� ��� ����
#��"������ �� ������� '.'� �

<�� ������#�% �� 9��� ���� ��� ���� ��� I =
�∞
−∞

1
x4+1

dx �� #�����4

 ��� ,�� ��� #���������� �� ��� �� ����� :� ��� ����
�� 1
z4+1

�� ≤ 1
|z|3 , ���

|z| ��� � ���� �% ���� R0 = 1, ��� ������#�% M = 1 ��" δ = 2 > 0 ��
������� '.'� ��� �� #�� ����� ��� ���� �������� <�� ���� �� ���" ��
)�" ��� ��� 5���� �� z4 +1 = 0 �� ��� ����4����� Im z > 0. �� ���������

�� ��� �F������ z4 + 1 = 0 ��� z0,1,2,3 = ei
π+2kπ

4 , k = 0, 1, 2, 3. ?�� ����

z0 = ei
π
4 ��" z1 = ei

3π
4 ��� �� ��� ����� ����4������ ���%

I = 2πi

�
res

	
1

z4 + 1
, ei

π
4



+ res

	
1

z4 + 1
, ei

3π
4


�
.

?��% ����� �� � ���,���E <������ *'�'&+ �� ��� ���#��#�,�� ����E :��;
��� �� ���K

res

	
1

z4 + 1
, ei

π
4



= lim
z→z0

�
(z − z0)

1

z4 + 1

�
=

1

(z0 − z1)(z0 − z2)(z0 − z3)
.

� #������ ���� ���� ���,�� �� ��� �� ����� ?��% ��� �� ���9 #��������
�� ���  ������ ������� '�'& ��� ��� #��� �� � ������ ���� z0% ���� ���
k = 1 ��" ��� f(z) = P (z)

Q(z)
, � �������� ���#����K

*-�6+ res(f, z0) = lim
z→z0

(z − z0)
P (z)

Q(z)
=

P (z0)

lim
z→z0

Q(z)−Q(z0)
z−z0

=
P (z0)

Q′(z0)
.

���� ���� ��#� ������� �� ��� #���% ��  ��K

res

	
1

z4 + 1
, ei

π
4



=

1

4z3

����
z=ei

π
4

=
1

4ei
π
4

.

<������ �� �,����

I = 2πi

�
res

	
1

z4 + 1
, ei

π
4



+ res

	
1

z4 + 1
, ei

3π
4


�
=
π
√

2

2
.

(� ��� ����"��� �� f ��� �� ��� ����� ����4����� ��" ������� #��"������
��� f ��� �����)�"% � ������� ������ �� ���� *"� ��E+�

#+ ��
���	�� � 
�� ���

∞�

−∞

eiaxf(x)dx

��#� ���� ���� ������ �� ��� #���������� �� � <������ ���� ��� *��
� <������ ���������+�



-� �		�(��(
�� 
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:� ,� �� ���� �� ��2������ �������

T
����� './. �I��	�5� ����	� ��
 f(z) �� 	� 	�	�#
�� ����$

�� �� 
�� ����� �	��$��	�� Im z > 0, �"���
 	 ���
� ������ � ���
�
z1, z2, ..., zn. 6� 	�� 	����� 
�	
 
���� �"��
� 	 ��	� ����
�� -(r),
r ≥ 0, ���� 
�	
 |f(z)| < -(r) �� 	�# z � 
�� ���������� |z| = r,
Im z ≥ 0 	�� lim

r→∞
-(r) = 0.  ��� �� 	�# ��	� ������ a > 0

*-�&+ lim
R→∞

�

C′R

eiazf(z)dz = 0,

����� C ′R �� 	 ����������	� 	�� |z| = R �� 
�� ����� �	��$��	�� Im z ≥ 0.

P����. ��� �� ��9� � #��� � �� �����,��% ,� ������ z = R 	 eiθ,
����� 0 ≤ θ ≤ π. :� ���� �,�����������

�

C′R

eiazf(z)dz

�������
≤

�

C′R

��eiaz
�� |f(z)| |dz| ≤ R-(R)

π�

0

��eiaz
�� dθ =

*-�7+ = R-(R)

π�

0

e−aR sin θdθ,

,�#����
��eiaz

�� =
���eiaR�eiθ

��� =
��eiaR(cos θ+i sin θ)

�� =
��eiaR cos θ

�� ��e−aR sin θ)
�� =

= |cos(aR cos θ) + i sin(aR cos θ)|
��e−aR sin θ)

�� =
��e−aR sin θ)

�� .
��� �� �������� ��� ���� ������ ���� ���

I =

π�

0

e−aR sin θdθ =

π
2�

0

e−aR sin θdθ +

π�

π
2

e−aR sin θdθ.

$�9�� ��� #��� � �� �����,��� η = π − θ �� ��� ���� ���� ���% �� )�"
����

π�

π
2

e−aR sin θdθ = −
0�

π
2

e−aR sin ηdη =

π
2�

0

e−aR sin ηdη =

π
2�

0

e−aR sin θdθ.

���% I = 2

π
2�

0

e−aR sin θdθ. ���#� [tan θ − θ]′ = 1
cos2 θ

−1 ≥ 0, ��� ���#����

θ� tan θ−θ �� ��#������ % �� ���� tan θ ≥ θ �� θ ∈ [0, π
2
]. ���


sin θ
θ

�′
=
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�

θ cos θ−sin θ
θ2

= θ−tan θ
θ2 cos θ

≤ 0 �� θ ∈
�
0, π

2

�
. @��#� ��� ���#���� θ � sin θ

θ
��

"�#������ ��" ��� ����� ����� �� (0, π
2
] ��

sin π
2

π
2

= 2
π
, ���� sin θ

θ
≥ 2

π
��

sin θ ≥ 2
π
θ. ��������%

e−aR sin θ ≤ e−
2aR
π
θ

��"

I ≤ 2

π
2�

0

e−
2aR
π
θdθ = − π

aR
e−

2aR
π
θ
���
π
2

0
= − π

aR


e−aR − 1

�
.

���#� �������

�

C′R

eiazf(z)dz

�������
≤ R-(R)

π�

0

e−aR sin θdθ ≤ -(R)
π

a


1 − e−aR

�

��" ���#� -(R) → 0% ���� R→ ∞, �� �,���� �����������

�

C′R

eiazf(z)dz

�������
→ 0,

���� R → ∞. �

R����� /7. 	� �� a < 0 	�� f(z) �	
����� 	�� 
�� ����
��� �����
	���	� �� 
�� �
	
����
 � 
�� 
����� 0<1 �� 
�� ���� �	��$��	��
Im z ≤ 0, 
��� 
�� �����	 ��> �� 	�	�� 
��� �� 	�# ����������	� 	��
C ′R �� 
�� ���� �	�� � 
�� xOy$��	��� �� +����	� 	����
��� ��� ��
a = ±iλ, λ > 0, ���� �� ��
���	
� � 
�� ����
 (Re z ≥ 0, ��� ����:�
� � 
�� ���
 (Re z ≤ 0) �	�� � 
�� xOy$��	��� 6� ��	�� 
 
�� ��	���

 �
	
� 	�� ���� ���� �����	� I��	�5� ����	�� +��� �	��	
��� �
I��	�5� ����	 	�� �"
�������# ���� �� ���	
��	� �	������ �������
	�� �	��	�� 
�	��������

T
����� '.0. ��
 f(x) �� 	 ��
����� ��	� �	���� ����
�� ��$
���� � 
�� ��
��� ��	� 	"�� R 	�� ��
 f(z) �� 	� �"
����� � �
 ��


�� ��
��� ����� �	��$��	�� Im z ≥ 0. 6� 	����� 
�	
 f(z) �	
�����

�� ����
��� � I��	�5� ����	 	�� 
�	
 �
 �� 	�	�#
�� �� 
��� �����
�	��$��	�� ��
� 
�� �"���
�� � 	 ���
� ������ � ���
� z1, z2, ..., zn
�� 
��� �	��$��	��& ����� 	�� �
 � 
�� ��	� 	"���  ��� 
�� ��
���	��∞
−∞ e

iaxf(x)dx, a > 0 �"��
� 	�� �
 �	� �� ����
�� 	� �����,

*-�3+

� ∞

−∞
eiaxf(x)dx = 2πi

n�

k=1

res

eiazf(z), zk

�
.
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P����. ��� R0 ,� ��� � ���� � ��#� ���� |zk| < R0, k = 1, 2, ..., n,
���� ��� ��� ��� ��������� *��� ������ �� ���#� f �� ��� �������#+ �� f ,�
����"� ��� #��#�� |z| = R0. �9� ��� R > R0 ��" #����"�� �� ��� �����
����4����� ��� �������� A#����"A #������ Γ = [−R,R] ∪ C ′R, ����� C ′R
�� ��� ����#��#�� �� ��� #��#�� |z| = R, ���#� ��� �� ��� �����4���� �����
�� ��� xOy4����� *"��� ��E+� ?� ������� ��� ����"��� ������� *'�'.+
��  ��K
�

Γ+

eiazf(z)dz =

� R

−R
eiaxf(x)dx+

�

C′R

eiazf(z)dz = 2πi
n�

k=1

res

eiazf(z), zk

�
.

$�9�� R → ∞ ��" ������� >��"��8� ����� './% ��  �� �������
*-�3+� �

E������ '.7. �� 
�� ���	
��	� �	������ ������� 
�	������� ��
���� 
 ����
� ��
���	�� � 
�� ���,

I1 =

� ∞

−∞
f(x) cosnx dx, I2 =

� ∞

−∞
f(x) sinnx dx, n = 0, 1, ....

  � 
��� �� ������� 
�� ������� ��
���	�

I = I1 + iI2 =

� ∞

−∞
einxf(x) dx

	�� 
�# 
 	���# �����	 ���;� 
 �
� �� ���
	���& ��
 �� ����
�
I1 =

�∞
−∞

cosnx
x2+h2

dx, ����� h > 0 �� 	 ��	� �	�	��
�� 	�� n = 0, 1, 2, ... �
 ���&

I =

� ∞

−∞

einx

x2 + h2
dx = 2πi 	 res

�
einz

z2 + h2
, ih

�
=
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�

2πi 	 lim
z→ih

�
(z − ih)

einz

z2 + h2

�
= 2πi 	 e

−nh

2ih
=
π

h
e−nh.

 ��� I1 = π
h
e−nh 	�� I2 =

�∞
−∞

sinnx
x2+h2

dx = 0 �
��� �	� ����� ��� 
��
��������� ���	��� 
�� ����
�� ����� 
�� ��
���	
�� ���� �� �� 	�� 
��
��
���	� �� �#���
��� ����
� 
�� �������

E������ '.3. �=���
��� �������5� ��
���	��� �� �"	���� 2< ��
����� 
�	
 
�� �������5� ��
���	�� I1 =

�∞
0

cosx2dx 	�� I2 =
�∞
0

sin x2dx
	�� ��������
� ��
 �� ����
� 
��� ����� �� 
��� �� �	
��	��# ��
�$

���� 
�� 	�"���	�# �����" ����
�� f(z) = eiz
2
. ��
 A(r, 0), B

�
r√
2
, r√

2

�

	�� ��
 γr �� 
�� 	�� � 
�� ������ |z| = r, ��
���� A 	�� B. ��

Γ = [OA] ∪ γr ∪ [BO] ��
� �
� �����
 ����
	
�� ���	� �
%�� (���#���
=	���# ����	���
	� 
����� ;> 
 
�� 	�	�#
�� ����
�� f(z) = eiz

2
&

�� ��
,

*-�'.+ 0 =

�

Γ+

eiz
2

dz =

�

[OA]

eix
2

dx+

�

γr

eiz
2

dz +

�

[BO]

eiz
2

dz.

�� �� ��� 
�	


*-�''+ lim
r→∞

�

γr

eiz
2

dz = 0.

������& ��

��� z2 = w, �� �
	�� dz = dw
2
√
w
, �����

√
w �� 
�� ���


��	��� �k = 0� � 
�� �)�	�� �
 ���
��	���� ����
�� w = |w| ei argw ��
|w|ei argw+2kπ2 , k = 0, 1. *��� θ = argw �� 
�� ���)�� 	���� �� [0, 2π)

����� �	
����� 
�� ���	
���, Rew = |w| cos θ 	�� Imw = |w| sin θ.
*����& �� �� ���
� Γr2 
�� )�	�
�� � 
�� ������ |w| = r2 ��
�	
�� ��

�� ���
 )�	��	�
& �� �	�,

�

γr

eiz
2

dz =

�

Γr2

eiw

2
√
w
dw = ir2

π
2�

0

eir
2(cos θ+i sin θ)

2re
iθ
2

eiθdθ.

+����
��eiθ

�� = 1 �� 	�# 	���� θ, �� ��
,
������

�

γr

eiz
2

dz

������
≤ r

2

π
2�

0

e−r
2 sin θdθ ≤ r

2

π
2�

0

e−r
2 2
π
θdθ =

r

2

−2

r2π
e−r

2 2
π
θ

����
π
2

0

=
1

rπ

�
1 − e−r

2
�
→ 0,
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���� r → ∞. *��� �� ���� 	�	�� 
�� ���)�	��
# sin θ ≥ 2
π
θ ����� �	�

������� ������ 
�� ��� � I��	�5� ����	� ��
 �� ����
� �� 
��

��� 
� ��
���	�� � �����	 ���0<�,

�

[OA]

eix
2

dx =

r�

0

cosx2dx+ i

r�

0

sinx2dx,

�

[BO]

eiz
2

dz
z=ρei

π
4

= −eiπ4
r�

0

e−ρ
2

dρ.

*����& �����	 ���0<� ������,
r�

0

cosx2dx+ i

r�

0

sinx2dx = ei
π
4

r�

0

e−ρ
2

dρ−
�

γr

eiz
2

dz.

 	9��� ����
 ���� r → ∞ 	�� ����� �����	� ���00� 	�� ����0� ��
��
,
∞�

0

cosx2dx+i

∞�

0

sin x2dx = ei
π
4

√
π

2
=

�
1√
2

+ i
1√
2

� √
π

2
=

√
π

2
√

2
+i

√
π

2
√

2
.

*���� ∞�

0

cosx2dx =

∞�

0

sin x2dx =

√
π

2
√

2
.

+$ ���'���� ��� �3�������

'� <��" ��� ���� ��" ��� ����� ����� �� ��� ���#�����K
�+ f(z) = z − 3iez; ,+ f(z) = sin z; #+ f(z) = tan z; "+ f(z) = z

z+1
.

-+ �������
�
γ
(1 + i−2z)dz, ����� γ �� ��� �� ���� �� ��� ����� ��

���� ���#� #����#� z1 = 0 ��" z2 = 2 − i.
/+ �������

�
γ
(1 + zz)dz, ����� γ �� ��� ����#��#�� |z| = 3, 0 ≤

arg z ≤ π.

0+ �������K �+
� 2−i
i

(3z − 1)dz; ,+
� i
0
z sin zdz; #+

� 2+i

−1
zez

2
dz;

1+ �������K �+
�
|z|=1

ez

z3+3z
dz; ,+

�
|z−i|=1

eiz

z2+1
dz; #+

�
|z|= 1

3

sin z
z3
dz;

"+
�
|z|=2

ezdz
z3(z+1)

; �+
�
|z|=1

z3 sin 1
z
dz; �+

�
|z−1|=1

e2z

z3−1
dz;

 +
�
|z−2i|=a

1
z2(z2+4)

dz *"��#������ �� a > 0+�

6+ �������K �+
�∞
−∞

dx
(x2+4)3

; ,+
�∞
−∞

1
32+x6

dx; #+
�∞
−∞

dx
(x2+4x+6)2

;

"+
�∞
−∞

sin 5x
x2+4

dx; �+
�∞
0

x2 cos 2x
(x2+2)2

dx; �+
�∞
0

cos ax−cos bx
x2

dx, a, b > 0.
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#$ A(��! ):#:

'� <��" ��� ���� �� ��� ����� "����� ,���"�" ,� ��� #�����K y =
3
√
x2, y = 1

4+x2
, x = 2 ��" x = 2

√
3.

-� 	���� ���� ��� ���� ��� I(a) =
�∞
0

e−at−1
tet

dt �� #����� ��� ��� ���
a > 0 ��" #������ ��� :��� �,��� ��� ������� #����� ��#�;

/� �������

� �

x2+y2≤9

�
x2 + y2dxdy.

0� <��" ��� ������ �� ��� ���#� "�����

�
x2 + y2 ≤ 8z

0 ≤ z ≤ 2
.

)$ A(��! ):#:

'� ��  �����# �� y =
√
x 4
√
x2 + 1, x ∈ [0, 1] ������� �����" Ox4

�2��� <��" ��� ������ �� ��� �������� ����"�
-� 	���� ���� ��� ���� ���

�∞
0

1
(x2+1)(x2+4)

dx �� #����� ��� ��" ����

#������ ���
/� <��" ��� ���� �� ��� ����� �����#� ,���"�" ,� ��� #�����K y =√

10x ��" y2 = 10x.

0� �������

�� �

x2+y2+z2≤9, z≥0

zdxdydz. !��� ���� "����� ��" ���4

��� ���� � ��#����#�� �������������� ��� �,�����" �������

+$ A(��! ):#:

'� 	���� ���� I =
�∞
1

tan−1 x
x2

dx �� #����� ��� ��" #������ ���

-� ������� ��� ��� �� �� ��� #���� Γ :

�
x = t2

y = t3
, t ∈ [0, 1].

/� ��� O(0, 0), A(1, 1), B(1,−1) ��" ��� ��� ������ OAB ���� ���
"������ ���#���� f(x) = x. <��" ��� ���� ��" ��� #���"������ �� ���
#����� �� �����

/7&



/77 �� �P�$ ��$	���

0� <��" ��� #���"������ �� ��� #����� �� ���� ��� ��� ����� �����#�

�� ��� #���K

�
x2 + y2 = 4z2

0 ≤ z ≤ 2
.

,$ A(��! ):#:

'� �� #���� y = xe−x
3
, x ∈ [0,∞) ������� �����" ��� Ox4�2���

<��" ��� ������ �� ��� �,�����" ����"� <���� �� ��� ������ �� ���� ������
�� )�����

-� ������� ���� ��� �������
� 1

0

tx−1(1 − t)y−1dt =
Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)
, x > 0, y > 0,

#������ J =
� π

2

0
sin6 x cos6 xdx.

/� ��� A(2, 1) ��" B(1, 0). �� ���� ����� ������ OAB �� "������
2, ������� �����" Ox4�2��� <��" ��� ������ �� ������� ������ Ox4�2���

0� ��� D : x2 + y2 + z2 ≤ 9, z ≥ 0. ������� I =

���

D

z2dxdydz.

2$ ��&���'��! ):#:

'� ��� A(2,
√

2)% B(1, 0) ��" C(2,−
√

2). ��� γ ,� ��� ��# �� ���
����,��� y2 = x ���#� #����#� A ��" C. ��� [ABC] ��� ���� ���� ����
���#� ������ ����� � A,B ��" C. ������� ��� ���� ,���"�" ,� γ
��" [ABC].

-� <��" ��� ���9 �� ��� )��"
−→
F (x, y) = xy

−→
j ���� ��� ���� ����

��# [OABO], ���� ���� �����������% ����� A(1, 2) ��" B(3, 0).
/� ������� ��� ���� �� ��� ������ D : x2 + y2 ≤ 9, x ≥ 0, y ≤ 0,

�� ��� "������ ���#���� �� f(x, y) = |y| .
0� <��" ��� #���"������ �� ��� #����� �� ���� ��� ��� ����" ,���"�"

,� ��� ������ x2 + y2 + z2 = 9 ��" ����"� ��� #����"�� x2 + y2 = 4,
z = 0, �� ��� "������ ���#���� �� f(x, y, z) = z.

6$ ��&���'��! ):#:

'� 	���� ���� I =
�∞
0

1

(
√
x+1)

3dx �� #����� ��� ��" ���� #������

���
-� !��� ��� "����� D : x2 + y2 ≤ 4, x2 + (y − 1)2 ≥ 1 ��" ����

)�" ��� #����� �� ���� �� D *��� "������ ���#���� �� #����"���" �� ,�
f = 1+�

/� (� a = Γ
�
2
3

�
, #������ K =

�∞
0
x10e−x

3
dx �� � ���#���� �� a.

0� <��" ��� ������ �� ��� "����� D : x2+y2 ≤ 2z, x2+y2+z2 ≤ 3.
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.���� �������� ��� ��

	���� ��� ��� �������� �������� *����
�
f(x)dx ����� � ���������

�� f(x)+K

*.�'+

�
xαdx =





1
α+1

xα+1, �� α �= −1.
ln x, �� α = −1 ��" x > 0

ln(−x), �� α = −1 ��" x < 0
.

*.�-+

�
axdx =

ax

ln a
, �� a > 0, a �= 1.

*.�/+

�
1

x2 − a2
=

1

2a
ln

����
x− a

x+ a

���� , a �= 0, x �= ±a.

*.�0+

�
1

x2 + a2
dx =

1

a
tan−1 x

a
, a �= 0.

*.�1+

�
1√

x2 + a2
dx = ln

���x+
√
x2 + a2

��� , a �= 0.

*.�6+

�
1√

a2 − x2
dx = sin−1 x

a
, a �= 0, a2 − x2 > 0.

*.�&+

� √
a2 − x2dx =

x

2

√
a2 − x2 +

a2

2
sin−1 x

a
, a �= 0, a2 − x2 > 0.

*.�7+

� √
x2 ± a2dx =

x

2

√
x2 ± a2 ± a2

2
ln(x+

√
x2 ± a2), a �= 0.

*.�3+

�
sin xdx = − cosx.

*.�'.+

�
cosxdx = sin x.

/73



/3. ?� ?��(� ��(!��(��(���

*.�''+

�
1

cos2 x
dx = tan x, x �= (2k + 1)

π

2
.

*.�'-+

�
1

sin2 x
dx = − cot x, x �= kπ.

*.�'/+

�
tan xdx = − ln |cosx| , x �= (2k + 1)

π

2
.

*.�'0+

�
cot xdx = ln |sin x| , x �= kπ.

*.�'1+

�
1

sin x
dx = ln

���tan
x

2

��� , x �= kπ.

*.�'6+

�
1

cosx
dx = ln

���tan
�π

4
− x

2

���� , x �= (2k + 1)
π

2
.

*.�'&+

�
sinh xdx = cosh x.

*.�'7+

�
cosh dx = sinh x.

*.�'3+

�
1

cosh2 x
dx = tanhx =

sinh x

cosh x
.

*.�-.+

�
1

sinh2 x
dx = − coth x = −coshx

sinh x
.
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